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Torwort  des  Herausgebers. 

Auf  den  Antrag  der  Veiiagsbuehhandlung  von  B.  Gr.  Teubner  in 
Leipzig  habe  ich.  es  ubemommeii,  eine  deutsche  Ausgabe  der  .,,Teoria 
delle  funzioni  analitiche"  von  Gr.  Vivanti  zu  veranstalten.  Ich  bin 
diesem  Antrage  deswegen  gern  gefolgt,  weil  icli  selbst  vor  Jahren 
Vorarbeiten  zu  einer  Monographie  der  eindeutigen  und  insbesondere 
der  ganzen  Funktionen  begonnen  hatte,  za  der  ich  aus  Seminar- 
vortragen  von  WeierstraB  and  spateren  Unterkaltungen  mit  diesem 
Anregungen  empfangen  natte.  Die  stetig  zunebmende  Piille  neuer 
Arbeiten  iiber  das  genannte  Gebiet  sowie  eine  starke  Inanspruch- 
nahme  nieiner  Zeit  und  Arbeitskraffc  nacb.  anderen  Ricktungen  waren 
aber  der  Ausfiihrung  nieiner  Absicht  niclit  gtinstig,  und  es  war  mir 
daher  eine  Freude,  die  geringe  MuBe,  die  mir  verblieb;  der  deutscnen 
Ausgabe  von  Vivantis  Tlieorie  der  eindeutigen'  analyftscltcw  Funlttionew 
zu  widmen,  die  in  vieler  Hinsieht  nieinen  alien.  Plan  verwirklichte. 

Fiir  die  deutscne  Ausgabe  erscnien  es  mir  znnachst  als  unerlaB- 
lich,  den  dritten  Teil  einbeitlich  zu  gestalten  und  erheblicb  weiter 
auszubauen,  als  dies  ini  Original  der  Fall  war,  Der  Herr  Verfasser? 
dessen  ausgezeicbnete  Kenntnis  der  deutsclien  Sprache  dem  Werk  in 
jeder  Weise  zu  statten  gekommen  ist,  nat  rneine  wesentlicnen  Wiinscne 
auf  das  Entgegenkomnaendste  erfiillt;  er  hat  nicht  nur  den  dritten  Teil 
fast  ganz  neu  gefaBt,  sondern  er  hat  auch  die  beiden  ersten  Teile 
mehr  oder  minder  groBen  Anderungen  und  Erganzungen  unterworfen. 
Es  sei  mir  gestattet^  Herrn  Vivanti  fur  die  Beriicksiclitigung  meiner 
Wtinsche  und  ftir  die  unermudliche  Liebenswtirdigkeit?  mit  der  er  alle 
Korrekturen  und  Revisionen  durchgesehen  hat;  nieinen  warmsten  Dank 
auszusprechen. 

Als  Grrundlage  fiir  die  deutsche  Ausgabe  diente  in  erster  Linie 
das  von  dem  Verfasser  durchgesehene  bezw.  umgearbeitete  Original- 
manuskript^  dessen  IJbersetzung  ubertrug  die  Verlagsbuchhandlung 
Herrn  Kandidat  d.  h.  Sch.  R.  Kneschke  in  Braunschweig;  der  seine 
Aufgabe  in  dankenswerter  Weise  erledigt  und  auch  bei  der  Korrekfcur 


IV  Tor  wort. 

gebolfen  hat.  Dieses  deutsche  Manuskript  unterzog  ich  nun  einer 
sachlichen  und  spracblichen  Uberarbeitung,  die  daim  ihrerseits  die 
Druckvorlage  hergab.  Die  Korrektur  war  ziemlich  zeitraubend  und 
umstandlich.  Auf  nieine  Bitte  beteiligten  sich  die  Herren  A.  Sclioen- 
flies  und  P.  Stackel  in  der  bereitwilligsten  Weise  an  der  Durcli- 
sicht,  und  icb  scnulde  beiden  sebr  verehrten  Kollegen  fur  zahlreicbe 
formale  und  sachliche  Bemerkungen  herzlicnsten  Dank. 

Gf-anz  besondere  Aufmerksamkeit  haben  der  Herr  Yerfasser  und 
ick  auf  genauen  Ausdruck  und  vor  allem  auf  zweckmaBige  Termino- 
logie  gelegt.  Yielleicht  tragt  das  yorliegende  Buch  dazu  bei;  dem 
scnwankenden  Sprachgebrauche,  namentlich  im  Grebiete  der  ganzen 
Funktionen?  ein  Ende  zu  macben.  Die  gewablte  Bezeicbnungsweise 
scneint  mir  allgemeine  Annabme  zu  verdienen. 

Die  Fertigstellung  der  vorliegenden  Bearbeitung  bat  sick  erbeb- 
licb  verzogert  durcb  Umstande?  deren  Bebebung  nicnt  in  meiner 
Macbt  lag.  Icb.  mochte  nicbt  unterlassen,  der  Firma  B.  Gr.  Teubner 
fur  die  Greduld  und  fur  das  liebenswiirdige  Eingeben  auf  alle  nieine 
Wiinscbe  niermit  noch  meinen  besonderen  Dank  auszuspreenen.  Moge 
die  Aufnahme  des  Bucnes  der  von  alien  Seiten  aufge  wand  ten  liebe- 
vollen  Sorgfalt  entsprechen! 

Halle  a.  S.,  im  Oktober  1905. 

A.  Gutzmer. 


Vorwort  des  Verfassers. 


Der  vorliegende  Band  ist  keineswegs  eine  einfache  Ubersetzung 
meiner  im  Jakre  1901  im  Yerlage  yon  U.  Hoepli  erschienenen  Teorla 
ddle  funsioni  analiticlie;  derm,  der  Herausgeber  hatte  den  dringenden 
Wunsch  geauBert,  einige  Teile,  die  aus  Mangel  an  Raum  nur  gestreift 
worden  waren;  nanientlich  der  letzte  Abschiiitt,  mochten  eine  aus- 
fiihrliche  Bekandlung  nnd  Darstellung  erhalten. 

Ich  bin  diesem  Wunsche  nm  so  lieber  nachgekommen.  als  einige 
inzwischen  erschienene  Arbeiten,  besonders  diejenigen  yon  Pringsheini, 
dazu  geeignet  waren,  meine  Aufgabe  zu  erleichtern,  ohne  mick  zu 
notigen;  die  elementare;  d.  n.  yon  der  Infinitesimalrecnnung  unab- 
hangige  Metnode  zu  yerlassen,  die  im  ganzen  Bncn  streng  inne- 
gehalten  wird.  So  ist  z.  B.  die  nenere  Theorie  der  ganzen  Funktionen, 
die  in  dem  italieniscnen  Original  auf  sechs  Seiten  behandelt  wird, 
zu  einer  wahren  Monographie  dieses  Gebietes  geworden,  in  der  die 
Ergebnisse  der  neuesten  Untersnchungen  systematiscn  tmd  einheitlien 
entwickelt  werden.  Icli  habe  aucli  die  Gelegenneit  benutzt;  nm  zalil- 
reicne  Yeranderungen  yorzunenmen  und  Zusatze  zn  niachen,  so  daB 
das  Werk;  onne  daB  es  seine  Eigenart  yerandert  hatte ?  doch  als  ein 
yollig  neues  zu  betrachten  ist.  Die  Literatur  ist  bis  zur  Mitte  des 
laufenden  Janres  fortgefubrt  und  die  BibliograpMe  der  Mengenlehre 
unsereni  Verzeicknis  einyerleibt  worden. 

Herr  A.  Gutzmer  hat  der  deutschen  Ausgabe  die  groBte  Sorg- 
ialt  und  Miihe  gewidmet;  es  sei  mir  erlaubt;  ihm  hierflir  wie  far 
zahlreiche  wertyolle  Bemerkungen  oifentlich  meinen  herzlichsten  Dank 
auszusprechen.  Ebenso  bin  ich  den  Herren  A.  Schoenflies  und 
P.  Stackel  fur  eine  Reihe  yon  wichtigen  Bemerkungen  und  Rat- 
schlagen  zu  besonderem  Dank  yerpfliehtet.  Auch  der  Liebenswurdig- 
keit  der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  in  Leipzig,  die 
eine  ungemein  umstandlicne  und  yielfaltige  Revision  ermogiicht  hat, 
nruB  ich  dankbar  gedenken.  Ihnen  alien  werde  ich  es  zuzuschreiben 
haben?  wenn  —  wie  ich  hoffe  —  dieses  Buch  eine  freundliche  Auf- 
nahme  bei  der  deutschen  matkernatischen  Jugend  finden  uncl  zum 
Fortschritt  der  neueren  Analysis  in  Deutschland  beihelfen  wird. 

Messina,  im  Juli  1905. 

G.  Yiyanti. 
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Erster  Teil. 
Elemente  der  Mengenlehre1). 


Definitionen  iind  grundlegende  Satze. 

1.  Unter  der  Umgebung  eines  Punktes  auf  einer  Gr era  den  yer- 
stelit    man    eine    Strecke    von    beliebiger    Lange,     die    diesen    Punkt 
entnalt;  denkt  man  sicn  die  Gferade  horizontal;  so  unterscneidet  man 
den  recnts  yon  dem   betrachteten  Punkte  gelegenen  Teil  der  Strecke 
yon  dem  links  gelegenen  dnrch  die  Bezeichnung  rechte  Umgebung 
bezw.    linke    Umgebung.      Unter    der   Umgebung    eines    Punktes 
(einer  StelJe)  in  einer  Ebene  yerstent  man  einen  ebenen  Bereich  yon 
beliebiger  Form    und  Ausdehnung,   der    den   betreffenden  Punkt    ein- 
schlieBt.    Haufig  werden  wir  als  Umgebung  eines  Punktes  einen  Kreis 
nehrnen,  der  mit  beliebigem  Radius   urn  jenen  Punkt  beschrieben  ist. 

Fur  gewisse  analytische  Untersuchungen  empfiehlt  es  sich?  die 
Ebene  —  im  Gregensatz  zur  Greometrie  —  als  nur  mit  einem  unend- 
lick  fernen  Punkte  beliaftet  anzunenmen.  Als  Umgebung  des  unend- 
licb.  fernen  Punktes  mufi  man  dann  den  unendlicben  Teil  der  Ebene 
bezeicnnen;  der  auBernalb  jedes  beliebigen  endlicnen  Bereicnes  yer- 
bleibt2). 

2.  Als  eine  Menge  bezeichnet  man  eine  wohldefinierte  G-esamt- 
heit  yon  Elementen  yon  der  Art;  daB  sich7  wenn  ein  Element  gegeben 


1)  Uber  die  Biblio graphic  des  G-egenstandes  sielie  Vivanti,  497,  498,  510. 
(Diese  JSTummern  "beziehen  sicli  auf  das  bibliographisclie  YerzeicKnis ,  das  sich 
am  SchluJS  dieses  Werkes  Tbefindet.)  Eine  ausfiSirliclie  Behandlung  der  Mengen- 
lelire  wtirde  kiirzlich  von  Schon flies  (442)  veroffentlicht.  Neueste  Literature 
Bernstein  25,  Bindoni  38,  Borel  45,  Bortolotti  80,  Dunan  140,  Evellin 
et  Z.  143,  G-undersen  179,  Hausdorff  200,  Jiirgens  219,  Keyser  221,  Levi 
261,  262,  Maillet  281,  282,  Russell  436,  Schonflies  446,  Whitehead  519, 
Zermelo  523. 

2)  Hiasichtlich  des  Weges,  auf  -welchem  man  zu  dieser  Definition  gelangt, 
vergleicne  man:  Yivanti,  Corso  di  calcolo  infinitesimale,  S.  20  und  67,  Messina, 
Trimarchi  1899. 

yivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytisclien.  Funktionen.  1 


2  Erster  Teil.    Elemente  der  Mengenlekre. 

ist,  stets  entscheiden  1'aBt,  ob  es  der  betrachteten  Gesamtheit  ange- 
hort  oder  nicht.  Wir  werden  im  besondern  Mengen  von  Punkten  zu 
betrachten  haben?  die  auf  einer  Geraden  oder  in  einer  Ebene  liegen. 
Bine  Menge  heiBt  endlich,  wenn  man,  indem  die  Elemente 
einzeln  weggenommen  und  ihnen  der  Reihe  nach  die  Glieder  der 
natiirlichen  Zahlenreihe  zugeordnet  werden,  schlieBlich  bis  zu  einem 
Grliede  gelangfc,  tiber  das  hinaus  das  Verfahren  nicht  mehr  fortgesetzt 
werden  kann,  weil  nunniekr  alle  Elemente  der  Menge  weggenommen 
sind.  Bezeichnet  man  also  die  Elemente  mit  einem  und  demselben 
Buchstaben,  der  als  Index  beziehungsweise  die  entsprechende  Zahl 
erh'alt,  so  laBt  sich  eine  endliche  Menge  stets  folgendermafien  dar- 
stellen: 


Eine  nicnt  endliche  Menge  heiBt  unendlich. 

Mar)  sagt  von  einer  Menge  M,  sie  sei  in  einer  andern  Menge  N 
enthalten  oder  bilde  einen  Bestandteil  oder  eine  Teilmenge  von 
N,  wenn  alle  Elemente  von  M.  zugleich  N  angehoren;  man  nennt  M 
einen  echten  Bestandteil  von  N,  wenn  M  einen  Bestandteil  von 
N  bildet;  ohne  mit  N  identisch  zu  sein. 

3.  Ein  Punkt  heiBt  Grenzstelle  (Haufungsstelle)  einer  gegebenen^ 
in  einer  Ebene  liegenden  Punktmenge?  wenn  in  jeder  beliebigen  Um- 
gebung  von  ihm  Punkte  der  Menge  enthalten  sind,  die  von  ihni  ver- 
schieden  sind.    Zum  Beispiel  hat  die  Menge  aller  Punkte  der  Ebene, 
deren  kartesische  Eoordinaten  in  bezug  auf  zwei  Achsen  rational  sind7 
alle   Punkte    der   Ebene   zu   GrenzsteUen;    die   Menge   aller    Schnitt- 
punkte   zweier   Buschel   paralleler   Geraden  von    gleichem    endlichen 
Abstande  hat  als  einzige  Grenzstelle  den  unendlich  fernen  Punkt. 

Eine  Grenzstelle  einer  Menge  kann  der  Menge  selbst  angehoren 
oder  nicht. 

4.  Eine  endliche  Menge  hat  keine  Grenzstelle. 
In  der  Tat: 

a)  der  unendlich  ferae  Punkt  kann  keine  ihr  zugehorige  Grenz- 
stelle   sein;    weil   sich    imnier   ein    endlicher   Bereich    angeben   lafit, 
welcher  alle  in  endlicher  Entfernung   gelegenen  Punkte    der   Menge 
einschlieBt; 

b)  irgendwelcher  andre  Punkt  P  kann  es  nicht  sein,  weil,  wenn 
<?  die  kleinste  der  Entfernungen  des  Punktes  P  von   den   einzelnen 
Punkten  der  Menge  ist  (P  selbst,  wenn  er  ihr  angehort,  ausgenommen), 
ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt  P  und  von  kleinerem  Radius  als  d 
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keinen   von    P  verschiedenen,    der   Menge    angehorenden  Punkt    ein- 
schliefien  kann. 

5.  Eine  unendliche  Punktmenge  besitzt  mindestens  eine 
Grenzstelle. 

Es  konnen  zwei  Falle  eintreten:  entweder  gibt  es  era  Rechteck 
von  endlichen  Dimensionen,  das  alle  Punkte  der  gegebenen  Menge 
A  in  sich  enthalt,  oder  keings.  Im  zweiten  Falle  ist  der  unendlich 
feme  Punkt  eine  Grenzstelle  der  Punktmenge.  Im  ersten  Falle  wird, 
wenn  man  sich  das  Rechteck  durch  zwei  Parallelen  zu  den  Seiten  in 
vier  gleiche  Reclitecke  /31;  /32,  /J8,  /34  geteilt  denkt;  mindestens  eines 
der  vier  Reehtecke;  etwa  pif  unendlich  viele  Punkte  von  A  enthalten. 
Wird  /3t  in  derselben  Weise  in  vier  gleiche  Reclitecke  y17  ^2?  ys,  % 
geteilt;  so  wird  mindestens  eines  von  diesen,  etwa  yi}  unendlich  viele 
Punkte  von  A  enthalten  usw.  Die  Koordinaten  der  Eckpunkte  der 
Rechtecke  a,  Pi,  7i>  '  •  *  ia  bezug  auf  zwei  zu  den  Seiten  von  cc 
parallele  Achsen  bilden  zwei  Klassenpaare,  und  der  Punkt  P,  der 
deren  Trennungselemente1)  zu  Koordinaten  hat;  liegt  innerhalb 
aller  dieser  Rechtecke;  ist  also  irgendwelche  Umgebung  von  P  ge- 
geben,  so  laBt  sich  in  der  Folge  von  Rechtecken  immer  ein  erstes 
j&nden;  das  darin  enthalten  ist2),  so  dafi  die  Umgebung  sicherlich  un- 
endlich viele  Punkte  von  A  einschliefit.  Folglich  ist  P  eine  Grenz- 
stelle der  gegebenen  Punktmenge. 

6.  Die   Gesamtheit  aller  Grenzstellen  einer  Menge  A  heifit  die 
Ableitung  von  A  und  wird  mit  Af  bezeiehnet.     Besteht  die  Menge 
A'  aus  unendlich  vielen  Punkten;  so  besitzt  sie  eine  abgeleitete  Menge 
A",  welche  die  zweite  Ableitung  von  A  genannt  wird  usf. 

Wenn  man  nach  einer  endlichen  Anzahl  n  von  Ableitungen  eine 
endliche  Menge  AW  erhalt,  so  sagt  man,  A  ist  von  der  ersten 
Gat  tun  g  und  von  der  Art  n,  im  entgegengesetzten  Falle  heiBt  A 
von  der  zweiten  Gattung. 

Aus  der  Definition  der  abgeleiteten  Menge  folgt  unmittelbar: 
Wenn  A  in  S  enthalten  ist,   so  ist   auch  A  in  B'  ent- 
halten. 

7.  Wie  auch  die  Menge  A  beschaffen  sei;  stets  ist  A"  in 
Af  enthalten. 

1)  tiber  diese  Begriffe  siehe  z.  B.  Vivanti,  a.  a.  0.,  S.  17. 

2)  Nehmen  wir  z.  B.  als  Umgebung  von  P  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpnnkt  P 
(a.  Art.  1),  so  konnen  wir  in  der  Reihe  der  Rechtecke  a,  ft,  yt,  •  •  •  stets  ein 
erstes  Rechteck  finden,  dessen  Diagonale  kleiner  ist  als  der  Radius  des  Ereises, 
und   da  dieses  Recnteck  den  Mittelpunkt  P  enthalten   raufi,    so  wird  es  (und 
ebenso  alle  folgenden)  vollst'andig  in  dem  Kreise  enthalten  sein. 


4  Erster  Teil.    Elemente  der  Mengenlehre. 

1st  P  irgend  ein  Punkt  yon  A"  und  wird  urn  P  als  Mittelpunkt 
ein  beliebig  kleiner  Kreis  S  beschrieben,  so  liegea  innerhalb  desselben 
Punkte  yon  A' ',  die  yon  P  yerschieden  sind.  1st  Q  einer  derselben 
und  wird  innerhalb  d  um  Q  als  Mittelpunkt  ein  Kreis  s  beschrieben,  der 
P  nicht  enth'alt,  so  liegen  Punkte  yon  A  in  s.  Daraus  folgt;  daB  es 
innerhalb  d  Punkte  yon  A  gibt,  die  yon  P  yerschieden  sind;  mithin 
ist  P  eine  Grenzstelle  yon  A  und  gehort  demnach  A'  an. 

8.  Eine  Menge  heiBt   isoliert,   wenn   sie  mit   ihrer   Ableitung 
keinen  Punkt  gemein  hat;  abgeschlossen,  wenn  sie  ihre  eigene  Ab- 
leitung enthalt;  in  sich  dicht,  wenn  sie  in  ihr  enthalten  ist;  perfekt, 
wenn  sie  mit  ihrer  eigenen  Ableitung  identisch  ist. 

Eine  Menge  heiBt  uberall  dicht  in  einem  linearen  oder  ebenen 
Bereiche,  wenn  alle  Punkte  des  Bereiches  ihr  zugehorige  Grrenzstellen 
sind,  wenn  es  also  keinen  noch  so  kleinen  linearen  bezw.  ebenen 
Teilbereich  gibt,  der  nicht  Punkte  der  Menge  enthielte. 

Eine  Menge  heiBt  zusamrnenhangend,  wenn  sich  nach  Wahl 
zweier  beliebiger  Punkte  P,  Q  der  Menge  und  nach  Annahme  einer 
beliebig  kleinen  GroBe  6  eine  endliche  Anzahl  yon  Punkten  Aly  A2, 
•  -  •,  An  der  Menge  finden  laBt;  so  daB  die  Strecken  PJ.1;  A^A^,  •  •  -; 
An_lAn?  AnQ  samtlich  kleiner  sind  als  6. 

Eine  perfekte  und  zusammenhangende  Menge  heifit  eine  stetige 
Menge  oder  ein  Kontinuum. 

9.  Jede  zusammenhangende  Menge  ist  in  sich  dicht. 

Grabe  es  namlich  einen  Punkt  P  der  Menge,  welch er  keine  Grenz- 
stelle derselben  bildet;  so  wiirde  sich  um  P  als  Mittelpunkt  ein  Kreis 
beschreiben  lassen;  der  auBer  P  keinen  weiteren  Punkt  der  Menge 
enthielte;  ebendeswegen  wiirde  es  nicht  moglich  sein,  P  mit  einem 
andern  Punkte  der  Menge  durch  eine  gebrochene  Linie  wie  die  des 
yorigen  Artikels  zu  yerbinden;  die  aus  Strecken  bestiinde;  die  kleiner 
waren  als  der  Kadius  dieses  Kreises. 

10.  Wenn   eine  Menge  A  in  sich  dicht    ist,  so  ist   ihre 
Ableitung  eine  perfekte  Menge. 

Da  A  in  A  enthalten  ist,  so  ist  auch  A  in  A"  enthalten  (Art.  6 
am  Ende).  Nun  ist  A"  in  A  enthalten  (Art.  7);  also  ist  A  =  A", 
d.  h.  A  ist  perfekt. 

11.  Wenn   eine  perfekte  Menge  A   eine  abgeschlossene 
Menge   A±   als   echten   Bestandteil   enthalt,    so    ist    die   yer- 
bleibende  Menge  A%  in  sich  dicht. 

1st  P  ein  Punkt  yon  A%,  so  wird  er;  weil  er  A  angehort,  Grenz- 
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stelle  von  A  und,  da  er  es  nicht  von  Al  sein  kann  (well  alle  Grenz- 
stellen  von  A±  ja  A1  angehoren),  auch  von  J2  sein.  Folglich  ist  A% 
in  sich  dicht1). 

Machtigkeit  der  Mengen. 

12.  Zwei  Mengen  haben,  vrie  man  sagt,  gleiche  Machtigkeit 
oder  sind  aquivalent,  wenn  sich  zwischen  ihren  Elementen  (iiber 
deren  Natur  keine  besondere  Yoraassetzung  gemacht  wird)  eine  ein- 
eindeutige  und  vollstandige  Beziehung,  d.  h.  eine  solche  Beziehung 
herstellen  laBt,  daB  jedem  Elemente  der  einen  von  beiden  Mengen 
ein  und  nur  ein  Element  der  andern  entspricht  und  umgekehrt. 

Damit  diirfen  wir  behaupten,  den  Begriff  der  Machtigkeit2)  den 
Prinzipien  der  allgemeinen  GrroBenlehre  gemaB  gebtihrend  definiert 
zu  haben. 

Die  Machtigkeit  einer  Menge  A  bezeichnet  man  nach  Gr.  Cantor 
gewohnlich  mit  J.;  die  beiden  dariiber  gesetzten  Striche  sollen  an- 
deuten,  da6  man  ebenso  von  der  ISTatui-  wie  von  der  Ordmrng  der 
Elemente  absieht. 

Der  von  uns  eingefiihrte  Begriff  der  Gleichheit  von  Machtig- 
keiten  besitzt,  wie  man  sich  leicht  iiberzeugen  kann^  die  beiden 
charakteristischen  Eigenschaften  der  Gleichheit  uberhanpt;  namlich: 

a)  Wenn  ein  Ding  einem  andern  gleich  ist?    so  ist  das  zweite 
dem  ersten  gleich. 

b)  Zwei    Dinge,    die    einem    dritten    gleich    sind,    sind    unter- 
einander  gleich8). 

Die  Aquivalenz  zweier  Mengen  Aly  A%  wird  folgendermaBen  be- 
zeichnet: 

A  ^-4; 

wahrend  die  Bezeichnung  A^  =  A2  angibt,  daB  die  beiden  Mengen 
identisch;  d.  h.  aus  denselben  Elementen  gebildet  sind. 

Die  M'achtigkeit  einer  Menge  wird  auch  ihre  Kardinalzahl  ge- 
nannt?  so  daB  alle  aquivalenten  Mengen  dieselbe  Kardinalzahl  haben. 

^  1)  Die  in  diesem  Kapitel  entwiekelten  Definitionen  und  S'atze  lassen  sich 
unmittelbar  auf  Punktmengen  im  ^.-dimensionalen  euklidischen  Baume  iiber- 
tragen. 

2)  VgL  Bettazzi,  Teoria  delle  grandezze,  S.  3—7,  Pisa,  Spoerri,  1890.— 
Die  Definition  der  Machtigkeit  gehort  zu  denjenigen,  welche  die  Logiker  Defini- 
tionen durch  Abstraktion  nennen.     S.  Burali-Forti,  Logica  materaatica, 
S.  140,  Mailand,  Eoepli,  1894. 

3)  Die  Eigenschaft;  Jedes  Ding  ist  sich  selbst  gleich,  ist  eine  Folge  von 
a)  und  b). 
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Die  Kardinalzahl  einer  endlichen  Menge  wird  mittelst  des  Zeichens 
angegeben,  welch.es  die  Anzahl  ihrer  Elemente  darstellt;  das  ist  des- 
lialb  zulassig,  weil  zwei  endliche  Mengen  immer  und  nur  dann  aqui- 
valent  sind,  wenn  sie  die  gleiche  Anzahl  yon  Elementen  enthalten. 

13.  Sind  A,  B  zwei  Mengen  ohne  gemeinsames  Element,  so  wird 
die  Gesamtheit  ihrer  Elemente  mit  (A,  S)  oder  gewohnlich  mit 
A+B  bezeichnet.  Die  Kardinalzahl  der  Menge  A+B  (Vereinigungs- 
nienge  von  A  und  S  nach  Cantor)  wird  als  die  Sum  me  der  Kar- 
dinalzahlen yon  A  und  yon  S  definiert,  und  man  schreibt: 


Analog  yerfahrt  man  bei  einer  groBeren  Anzahl  yon  Mengen. 

Die  Operation,   durcL.  welche  aus  mefcreren  gegebenen  Kardinal- 
zahlen  itre  Summe  gebildet  wird;  heifit  Addition. 
Setzt  man  A  =  ct;  S  =  6,  C  =  c?  so  gilt  offenbar: 
a  +  (6  +  c)  -  (a  +  6)  +  c, 
a  +  6  =  6  +  a, 

d.  k:   Die  Addition  der  Kardinalzahlen  besitzt   die   assozia- 
tiye  und  die  kommutatiye  Eigenschaft. 

14.  Sind  A?  S  zwei  beliebige  Mengen?  so  bezeichnet  man  mit 
A  -  S  (Yer  bin  dung  smenge  yon  A  und  J3)  die  Gesamtheit  der  Paare; 
die  man  erlialt,  wenn  man  jedwedes  Element  yon  A  mit  jedwedem 
Elemente  yon  B  yerbindet.  Die  Kardinalzahl  yon  A  •  B  wird  als 
das  Produkt  der  Kardinalzahlen  yon  A  und  yon  _5  definiert;  und 
man  schreibt: 


Analog  yerfahrt  man  bei  einer  grofieren  Anzahl  yon  Mengen. 

Die  Operation?  durch  welche  aus  mehreren  gegebenen  Kardinal- 
zahlen ihr  Produkt  gebildet  wird?  heiBt  Multiplikation. 

Offenbar  gilt,  unter  An  wen  dung  der  friiheren  Bezeichnungen: 

a(B-c)-(a-6)c, 

a  •  6  «  6  •  a, 
ct  (6  +  c)  =  a  •  6  +  a  •  c; 

d.  h.:  Die  Multiplikation  der  Kardinalzahlen  besitzt  die  asso- 
ziatiye,  die  kommutatiye  und  die  distributive  Eigenschaft. 

15.  Es  lafit  sich  leicht  bestatigen;  daB;  wenn  A  und  B  endliche 
Mengen  sind,  die  Addition  und  die  Multiplikation  der  entsprechenden 
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Kardinalzahlen  auf  die  gewohnliche  Addition  und  Multiplikation  posi- 
tiyer  ganzer  Zahlen  hinauslauft.  Wenn  2T=  a,  J5  =  6  ist;  wo  a,  6 
endliche  Zahlen  sind,  so  ist  tatsachlich  die  Anzahl  der  Elemente  der 
Menge  A  +  B,  die  aus  alien  ihren  Elementen,  zusammengenommen., 
gebildet  wird,  a  +  6,  und  ebenso  ist  die  Anzahl  der  Paare,  die  aus 
einem  Elemente  yon  A  und  einem  von  B  gebildet  werden,  a  6. 

Ist  A  endlicn  (A  =  n)  und  B  unendlich,  so  ist  A  B  die  Gresamt- 
heit  der  Elemente  yon  B,  wenn  jedes  w-mal  wiederholt  wird,  d,  h.: 


\-B. 

16.  Weniger  einfach  ist  die  Ausdennung  des  Begriffs  der  Potenz 
auf  unendliche  Mengen. 

Sind  A,  B  zwei  beliebige  Mengen,  so  kann  man  die  Elemente 
yon  B  auf  mannigfache  Arten  durch  eyentuell  nicht  lauter  versehiedene 
Elemente  yon  A  ersetzen;  die  Gresamtheit  dieser  versehiedenen  Arten 
wird  mit  AB  (Belegungsmenge  yon  B  mit  A)  bezeicnnet;  und  man 
schreibt:  _ 

3?=ct>, 

wo  A  —  a?  B  ==  6  gesetzt  ist. 

Sind  A  und  B  endlich,  so  ist  As  die  Gresaratheit  der  Anord- 
nungen  yon  a  Elementen  in  6  Stellen  mit  Wiederholung,  eine  Zanl7 
welche  genau  cf  ist. 

Ist  A  unendlich,  B  endlich^  so  ist  As  die  Gresamtneit  der  An- 
ordnungen  der  Elemente  yon  A  in  B  Stellen  mit  Wiederholung,  also 
(Art.  14)  das  Produkt  yon  b  Faktoren,  die  gleich  A  sind, 

Welcher  Art  nun  auch  die  Mengen  A,  B,  C  sind,  stets  gelten 
die  drei  Bezienungen: 
a) 

in  der  Tat  liefern  uns  alle  Arten;  die  Elemente  yon  B  durch  Ele- 
mente yon  A  zu  ersetzen;  kombiniert  mit  alien  Arten,  die  Elemente 
yon  C  durch  Elemente  yon  A  zu  ersetzen,  alle  Arten;  die  Elemente 
yon  B  +  C  durch  Elemente  yon  A  zu  ersetzen; 


in  der  Tat  liefern  alle  Arten,  die  Elemente  yon  C  durch  Elemente 
yon  A  zu  ersetzen,  kombiniert  mit  alien  Arten,  die  Elemente  yon  C 
durch  Elemente  yon  B  zu  ersetzen,  alle  Arten,  die  Elemente  yon  0 
durch  Elementenpaare  yon  A  und  B  zu  ersetzen; 

c)  (a*)c  =  a*  c; 
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die  Menge  der  Anordnungen  der  Elemente  von  A,  die  man  erhalt, 
wenn  man  die  Elemente  der  Menge  S  -  C  durch  Elemente  yon  A 
ersetzt;  ist  in  der  Tat  dieselbe,  zu  welcher  man  gelangen  wtirde, 
wenn  man  zuerst  Elemente  von  A  an  die  Stelle  der  Elemente  von  B 
setzte  und  dann  die  Elemente  von  C  durch  Anordnungen  ersetzte,  die 
man  unter  den  so  erhaltenen  vorgenommen. 

17.  Die  einfachste  unendliche  Menge,   die  sich   uns  zur  Unter- 
suchung  darbietet,   ist   die    durch  alle  naturlichen  Zahlen  gebildete; 
wir  bezeichnen  sie  mit  N. 

Wir  nennen  jede  Menge  abzahlbar,  welclie  die  gleiche  Mach- 
tigkeit  besitzt  wie  N. 

Die  Kardinalzahl  der  abz'ahlbaren  Mengen  wird  gewohnlich  nach 
Gr.  Cantor  mit  b?0  bezeichnet, 

18.  Jede    unendliche    Menge    enthalt    eine    abzahlbare 
Menge. 

Die  charakteristische  Eigenschaft,  auf  Grund  welcher  wir  von 
einer  Menge  sagen;  sie  sei  unendlicli,  ist  folgende  (Art.  2):  Nimmt 
man  von  ikr  jede  beliebige  endliche  Anzatl  von  Elementen  weg, 
so  verbleiben  immer  noch  aridere.  Hat  man  also  von  der  gegebenen 
Menge  A  ein  Element  at  weggenommen;  so  kann  man  ein  zweites  a% 
und  dann  ein  drittes  as  wegnehmen;  und  dieses  Yerfahren  1'aBt  sich. 
nnbegrenzt  fortsetzen.  Nun  ist  die  Menge  al9  a2)  a3?  •  •  -  abzahlbar? 
da  zwischen  ihr  und  N  eine  eineindeutige  und  vollstandige  Beziehung 
entsteht;  wenn  man  fiir  eine  beliebige  ganze  Zanl  r  dem  Elemente  ar 
der  erst  en  das  Element  r  der  zweiten  zuordnet. 

19.  Sind  zwei  Mengen  Equivalent  und  ninirnt  man  von 
jecler  von  ihnen  irgend   ein  Element   weg,  so    sind  die  ver- 
bleibenden  Mengen  wiederum  aquivalent. 

Die  beiden  Mengen  seien  A,  J?;  man  nenme  von  ihnen  beziehent- 
lich  die  Elemente  a,  &  weg.  Die  verbleibenden  Mengen  bezeichne 
man  mit  C,  D  und  sckreibe: 


Entsprechen  sich  a  und  &  zufolge  der  Beziehung;  welche  die 
Aquivalenz  von  A  und  S  begrfindet;  so  begriindet  ebendiese  Beziehung 
offenbar  die  Aquivalenz  von  C  und  D.  Entsprechen  sie  sich  nicht, 
so  moge  in  A  das  Element  %  dem  Element  6;  in  B  das  Element  \ 
dem  Element  a  entsprechen,  und  man  schreibe: 
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Die  Elemente  yon  E  und  von  F  entsprechen  einander  mit  Ruck- 
sicht  auf  die  YOB  yornherein  festgesetzte  Beziehung;  betrachtet  man 
nun  iiberdies  die  Elernente  ax  und  \  als  sieh  gegenseitig  entsprecbend, 
so  ist  damit  die  Aquiyalenz  der  Mengen  C,  D  festgestellt 

20,  Kein    endlicher    (echter)    Bestandteil    einer   Menge 
kann  der  Menge  selfest  aquiyalent  sein. 

Sei 

A^  =  ^  +  a2  H h  an 

ein  endlicher  (echter)  Bestandteil  einer  Menge  A,  und  es  werde  A  ~  At 
vorausgesetzt.  Ninamt  man  yon  A  und  Ai  das  gemeinsame  Element  ax 
weg;  so  erhalt  man  abermals  zwei  aquiyalente  Mengen  (Art.  19);  ebenso, 
wenn  man  nach  und  nach  a2,  a3  nsw.  wegnimmt.  Hat^man  aber  dieses 
Verfaliren  ^-mal  wiederh.olt;  so  wird  einerseits  eine  Menge  yerbleiben; 
welclie  sicher  noch.  tiberHaupt  Elemente  enthalt  (alle  diejenigen  Ele- 
mente  yon  A  n'amlicli,  die  nicht  A±  angelioren),  andrerseits  aber  eine 
Menge^  welcLe  keins  mehr  enthalt;  es  kann  zwischen  ikaen  sonach 
keine  Aquiyalenz  bestelien.  Folglick  ist  die  gemachte  Voraussetzung 
absurd. 

21,  Jede  in   einer   endlichen  Menge    enthaltene   Menge 
ist   endlich. 

Sind 

(X)  «i;  a*,  '  •  •,  *n 

die  Elemente  der  endlichen  Menge  A}  so  konnen  wir  alle  diese  Ele- 
mente mittelst  n  Operationen  01;  0?;  •  •  -;  On  nach.  und  nach  wegnetmen. 
Yon  den  Elementen  a  mogen  einige  einer  bestimmten;  in  A  ent- 
haltenen  Menge  B  angetoren;  sind  diese  in  der  Ordnung;  in  der  sie  in 
der  Reihe  (1)  yorkommen,  a^  alz,  •  • .,  so  werden  sie  nack  und  nack 
mittelst  der  Operationen  0^  0^  -  -  •  weggenommen  werden  kounen, 
deren  Anzahl  offenbar  endlieh  ist.  Damit  ist  die  Betauptung  bewiesen. 

22,  Unter  Berucksichtigung  des  Art.  21  folgt   aus  Art.  20  als 
besonderer  Pall:   Eine  endliche  Menge  kann  keinem  ihrer  Be- 
standteile  aquiyalent  sein1). 

1)  Dem  unbewanderten  Leser,  der  versucht  sein  konnte7  einige  der  Mer 
aufgestellten^Ergebnisse  far  axiomatisch  und  demnacb.  die  betreffenden  Beweise 
fiir  -aberMssig  zu  halten,  mochten  -wir  raten,  erst  ein  wenig  tiefer  in  diesen. 
verfangliclien  nnd  sch-wierigen  Teil  der  Analysis  einzndringen.  Er  wird  dann 
sebr  bald  innewerden,  dafi  einige  der  Eigenschaften,  die  man  irrtumliclier- 
weise  fiir  logische  Axiome  anzusehen.  pflegt,  ihre  Geltang  verlieren,  sobald  man 
yon  endlichen  Mengen  zu  unendliehen  ubergelit.  Man  lese  z.  B.  gleich  den 
weiteren  Portgang  dieses  Artikels. 
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Diesem  Satze  steht  der  folgende  gegeniiber: 

Jede  unendliche  Menge  enthalt  einen  echten  Bestandteil 
von  gleieher  Machtigkeit1). 

Ist  A  eine  unendliche  Menge  und  sind  aiy  a2,  •  •  •  die  Elemente 
einer  in  ihr  enthaltenen  abzahlbaren  Menge  Aly  so  schreiben  wir: 


nnd  bezeichnen  ferner  mit  A.2  die  Menge  ;  die  man  erh'alt,  wenn 
man  von  A^  das  Element  %  wegnimmt.  Zwischen  der  Menge  A 
und  der  in  ihr  enthaltenen  Menge  A9  =  A%  +  B  laBt  sich  folgender- 
mafien  eine  eineindeutige  und  vollstandige  Beziehung  herstellen:  den 
Elementen  B  von  A  ordnet  man  in  A3  dieselben  Elemente  zu;  den 
Elementen  «1?  a%,  •  •  •  von  A  ordnet  man  die  Elemente  a2,  a3,  •  -  •  von 
AS  zu.  Damit  ist  die  Aquivalenz  von  A  mit  der  ihr  zugehorigen 
Teilmenge  As  festgestellt. 

23.  Sind  zwei  unendliche  Mengen  von  der  Art,  dafi  jede 
von  iknen  eine  der  andern  aquivalente  Teilmenge  entlialt; 
so  sind  sie  selbst  einander  Equivalent.  (Aquivalenzsatz2). 

A,  B  seien  die  beiden  Mengen,  Aly  B^  Teilmengen  derselben, 
so  daB: 


A%  sei  der  Bestandteil  von  Aly  der  mit  Riicksicht  auf  die  Beziehung 
zwischen  A±  und  B  der  Teilmenge  Bl  von  B  entspricht;  dann  ist: 

A%  ~  BI  ~  A. 

AB  sei  der  Bestandteil  von  A^,  der  mit  Rucksicht  auf  die  Beziehung 
zwischen  A2  und  A  der  Teilmenge  A±  von  A  entspricht;  dann  ist: 

A~4t 

•nsf.    Jede  der  Mengen  A,  Ai}  A2,  AB,  A±,  •  •  *  enthalt  alle  folgenden; 
und  wir  konnen  setzen: 


Weil  jede  der  Mengen  A1}  A%,  -  -  •   der   einen   oder   der  andern 
der   unendlichen  Mengen  A,  B  Equivalent   ist;   so    bestehen   sie   alle 

1)  Diese  Eigenschaffc  wird  von  verschiedenen  Autoren   als   Definition  der 
•unendlichen  Mengen  betrachtet. 

2)  Dieser  mchtige,  von  G.  Cantor  ausgesprochene  Satz  ist  von  Schroder  450, 
Bernstein  25  nnd  Zermelo  523  bewiesen  worden. 
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aus  unendlich  vielen  Elementen,  und  ilire  allmaliliche  Bildnng  lafit 
sich  unbegrenzt  fortsetzen.  Bezeici.net  man  mit  D  die  Gresamtheit 
der  alien  diesen  Mengen  gemeinsamen  Elemente  (sie  kann  gegebenen- 
falls  auch  Null  sein),  so  hat  man: 

A  -D  +  C1+Ql  +  C8  +  (74  +  ..., 
A  «  Z>  +  Ca  +  C8  +  C4  +  C5  +  •  •  • . 

Weil  nun  mit  Riicksicht  auf  die  zwisclien  A  und  A2  vorkandene 
Beziehung  deren  beziigliche  Bestandteile  A19  Az  einander  entspreehen, 
$o  wird  dasselbe  fiir  die  yerblelbenden  Teilmengen  Olf  CB  statthaben; 
es  ist  deshalb: 

c^cs. 

Analog  ist  allgemein: 

0P~Cr+i- 
Schreibt  man  also  den  Ausdruck  fiir  A  in  der  Form: 

A  -  D  +  C8  H-  Q  +  C4  +  C3  +  • . . 

und  yergleicht  ihn  mit  demjenigen  fiir  Ai)  so  sient  man;  da8  scKlieB- 
lich  jede  der  beiden  Mengen  A,  A1  in  eine  abzahlbare  Gesamtheit 
von  Teilmengen  zerlegt  erscheint;  und  daB  die  Mengen,  die  sich  in 
beiden  Zerlegungen  der  Reihe  nacn  entsprechen,  entweder  identisch 
oder  Equivalent  sind.  Daraus  folgt: 

A~AL 

und  mithin: 

A~B. 

24.  Umgekehrt:    Wenn    zwei    unendlicne    Mengen  A,   B 
Equivalent  sind;  so  enthalt  jede  von  ilmen  eine  der  andern 
aquivalente  Teilmenge. 

In  der  Tat  kann  man  zwei  Teilmengen  derselben  Ai}  B^  derart 
bestimmen,  daB  (Art.  22): 

AL~A,  B^B; 

nun  ist: 

A~B, 
folglieh: 

AI~B,  B!~A. 

25.  Sind  A,  B  zwei  Mengen  von  der  Art,  daB  A  einen  B  aqui- 
valenten  Bestandteil  enttalt,  ohne  daB  das  Umgekenrte  statthat,  so 
besitzen  A  und  B  nicht  gleiche  Macbtigkeit  (Art.  24). 

Wir  sagen  in  diesem  Falle,   die  Machtigkeit  von  A  sei  groBer 
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als  die  von  B,  oder  auch;  die  Machtigkeit  von  J5  sei  kleiner  als. 
die  yon  J.1).  Es  laBt  sich  leicht  zeigen,  da6  die  so  eingefuhrten 
Begriffe  ?;groBer"  und  ^kleiner"  beztiglich  der  Machtigkeit  folgende 
drei  charakteristische  Eigenschaften  besitzen  (wobei  a,  6  usf.  Machtig- 
keiten bezeichnen):  a 

a)  Wenn  a  >  6,  so  ist  b  <  a. 

b)  Wenn  a  >  fc,  a  =  a',  6  =*  V,  so  folgt:  a'  >  b'. 

c)  Wenn  a  >  6  und  b  >  c;  so  ist  a  >  c. 

26*  Die  Machtigkeit  einer  Menge  ist  grofier  oder  gleich 
der  jeder  in  ihr  enthaltenen  Menge. 

Ist  A  die  gegebene  Menge;  A±  ein  Bestandteil  derselben;  so  lafit 
sich.  in  A  eine  Teilmenge  angeben,  die  mit  Ai  Equivalent  ,  ja  sogar 
identisci.  ist.  Damit  ist  die  Behauptnng  bewiesen. 

Hierans  und  aus  Art.  18  folgt: 

Die'  unendlichen  Mengen;  welche  die  kleinstmogliche 
Machtigkeit  besitzen;  sind  die  abz'alilbaren  Mengen. 

In  Zeichen  hat  man  fur  jede  beliebige  unendliche  Kardinalzahl  a: 

a^^0. 

Ebendesbalb  nennt  man  die  Machtigkeit  der  abzahlbaren  Mengen 
die  erste  Machtigkeit. 

Es  ergibt  sich  also: 

Jede  unendliche  Menge,  die  in  einer  abzahlbaren  Menge 
enthalten  ist;  ist  abzahlbar. 

Beachtet  man  weiter,  daB  jede  unendliche  Menge  fur  jede  be- 
liebige positive7  ganze  Zahl  n  offenbar  Teilmengen  von  n  Elementen 
enthalt;  so  hat  man  fur  jede  beliebige  unendliche  Kardinalzahl  a 
und  jede  endliche  Zahl  n: 


1)  Man  konnte  auf  den  ersten  Blick  glauben,  es  miisse,  wenn  zwei  Mengen 
A,  J5  gegeben  sind,  notwendigerweise  einer  der  in  Betracht  gezogenen  Fiille 
eintreten:  entweder  enthalt  jede  von  ihnen  einen  der  andern  aquivalenten  Be- 
standteil, oder  A  enthalt  einen  B  aquivalenten  ,  oder  B  einen  A  iiqnivalenten 
Bestandteil.  G-leichwohl  lafit  sich  ein  vierter  Fall  denken:  keine  der  beiden 
Mengen  enthalt  einen  der  andern  aquivalenten  Bestandteil.  Dieser  Fall  tritt 
z.  B.  ein,  wenn  J_,  S  ans  derselben  endlichen  Anzahl  von  Elementen  gebildet 
sind;  sie  sind  dann  aquivalent.  Die  Frage,  ob  dieser  vierte  Fall  auch  fur  un- 
endliche Mengen  eintreten  kann,  in  welchem  Falle  die  beiden  Mengen  nicht 
aquivalent  sein  wiirden,  ist  noch  nicht  vollstandig  erledigt.  Miifite  man  sie  im 
bejahenden  Sinne  entscheiden,  so  wtirde  die  Klasse  ihrer  Machtigkeiten  insofern 
eine  Singularity  zeigen,  als  von  zwei  Machtigkeiten  die  eine  weder  der  andern 
gleich  noch  grofier  oder  kleiner  als  sie  sein  konnte  (s.  Borel  46,  S.  103).  Cantor 
(Math.  Ann.,  Bd.  46,  S.  484)  behauptet,  ohne  es  aber  zu  beweisen,  da6  dies 
unmoglich  sei.  —  Tiber  diesen  Gegenstand  s.  Bernstein  25. 
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27.  Wenn  die  Menge  A±  in  der  Menge  A,  die  Menge  A2 
aber  in  der  Menge  A1  enthalten  1st,  und  wenn  A2  Equivalent 
A  ist,  so  ist  auch  A±  aquiralent  A. 

In  der  Tat  hat  man  (Art.  26): 


uberdies  der  Annahme  nach: 
woraus  folgt: 

2  =  2i. 

28.  Die    Summe    einer    abzahlbaren    Menge    und    einer 
endlichen  Menge  ist  eine  abzahlbare  Menge. 

A  (a1;  a%,  •  •  •)  sei  eine  abzahlbare?  J3  (61;  &2;  •  •  •)  eine  endliche 
Menge.  Ordnet  man  den  Zahlen  1,  2,  •  •  •,  w  die  Elemente  &i,  &2,  •••,&„, 
den  Zahlen  w  +  1>  ^  +  2,  •  •  •  ^e  Elemente  a1;  &2;  •  •  •  zu;  so  ersieht 
man,  daB  die  Menge  A  +  J3  abzahlbar  ist. 

In  Zeichen: 

29.  Die  Summe  zweier  abzahlbaren  Mengen  ist  eine  ab- 
zahlbare Menge. 

A  (al9  $2? '  '  *);  -^(^17^2^'*')  se^en  ^e  teiden  Mengen.  Ordnet 
man  dem  Elemente  ar  die  Zahl  (2r—  1),  dem  Elemente  6r  die  Zahl  2r 
zu;  so  gelingt  es;  zwischen  der  Menge  A  +  S  und  der  Menge  N  eine 
eineindeutige  und  yollstandige  Beziehung  herzustellen.  Damit  ist  die 
Behauptung  bewiesen.  In  Zeichen: 

und  noch  allgemeiner: 

30.  Die   aus   den   Elementen   einer   abz'ahlbaren    Menge 
abzahlbarer  Mengen  gebildete  Menge  ist  abzahlbar. 

Ist  die  abzahlbare  Menge: 

abzahlbarer  Mengen  gegeben;  deren  Elemente  beziehentlich : 


sind,   so   kann  man   diese  Elemente  folgendermaBen  in  eine  einfache 
Beihe  ordnen: 
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also  in  der  Weise,  daB  die  Eiemente  naeli  dem  steigenden  Werte  der 
Snmme  der  Indices  geordnet  auftreten,  nnd  daB  die  Eiemente  ;  bei 
denen  diese  Snmme  gleich  1st,  nach  dem  steigenden  Werte  des 
ersten  Index  geordnet  werden.  Ordnet  man  jedem  Eiemente  die  Zahl 
zu,  die  den  Platz  bezeichnet,  den  es  in  der  Reihe  einnimmt,  so  er- 
gibt  sich  der  Beweis  der  Behauptung. 
In  Zeichen: 


31.  Wendet  man  diesen  Satz  mehrmals  nacheinander  an,  so  lafit 
sich.  behanpten: 

Die  Eiemente   a      ...^  ,  in  denen  an  Stelle  der  n  Indices 

rirz         rn 

beziehentlich  alle  Eiemente  yon  n  abzahlbaren  Mengen  ge- 
setzt  werden  sollen?  bilden  eine  abzahlbare  Menge, 
In  Zeichen: 

^o^  =  ^o  • 

32.  Die    Machtigkeit    einer    nicht    abzahlbaren    Menge 
andert  sich  nicht,  wenn  man  von  ihr  eine  abzahlbare  Menge 
wegnimmt. 

A  sei  eine   nicht  abzahlbare  Menge  ,  S  eine   in   ihr   enthaltene 
(Art.  18)  abzahlbare  Menge.     Setzt  man: 


so  ist  die  Menge  C  nicht  abzahlbar,  weil  ja;  wenn  sie  es  ware,  A  es 
anch  sein  wui'de  (Art.  29).  D  sei  eine  in  C  (Art.  18)  enthaltene 
abzahlbare  Menge;  setzt  man: 


so  ist  E  nicht  abzahlbar.     Zwischen  den  Mengen: 


lafit  sich  folgendermaBen  eine  eineindeutige  und  vollstandige  Beziehung 
herstellen:  den  Elementen  von  E  in  A  ordnet  man  dieselben  Eiemente 
in  C,  den  Elementen  der  abzahlbaren  Menge  JB  +  D  (Art.  29)  in  A 
diejenigen  der  abzahlbaren  Menge  D  in  C  zu.  Folglich  ist  A  ~  C. 
In  Zeichen: 

Wenn  a  >  tf0;  so  ist  a  -f  ^0  =  a  . 
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Besondere  Mengen. 

33.   Die  Menge  E  aller  rationales  Zahlen  ist  abzahlbar, 
Die  abzahlbare  Menge  (Art.  30): 

±1,   ±*,    ±1;   '   •', 

±1;    ±1,    ±1;    '   '-, 


enthalt  alle  Elemente  von  JJ  (und  uberdies  jedes  von  ihnen  sogar 
unendlich  viele  Male  wiederholt) ;  folglich  ist  (Art.  26)  R  abzahlbar. 

34.  Die  Menge  S  aller  algebraischen  reellen  Zahlen  ist 
abzahlbar. 

Als  algebraische  reelle  Zahl  bezeichnet  man  jede  reelle  Wurzel 
einer  algebraischen  Gleichung  mit  ratios  alen  Koeffizienten.  Unter 
alien  Gleichungen  von  dieser  Form,  denen  eine  vorgegebene  alge- 
braische reelle  Zabl  geniigt,  gibt  es  eine  vom  niedrigsten  Grade,  und 
zwar,  wie  man  aus  der  Algebra  weiB,  nur  eine  einzige,  indem  man 
zwei  Gleicnnngen,  die  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  von  ein- 
ander  unterscheiden;  als  identisch  betrachtet.  Der  Grrad  dieser  Grlei- 
chung  heiBt  der  Grad  der  algebraischen  Zahl. 

Sei  demgemaB: 

a?  +  r^-1  + h  r^x  +  rn  =  Q 

eine  Grleichung  mit  rationalen  Koeffizienten,  wobei  der  erste  Koeffizient 
=  1  angenommen  werden  kannj  sei  ferner  A  rtt  . . .  r  die  endliche 
Menge  der  reellen  Zahlen,  die  Wurzeln  dieser  Grleichung ?  aber  keiner 
andern  von  niedrigerem  Grade  sind.  Nimmt  man  fur  rly  r %,•••,  rn 
alle  moglichen  rationalen  Werte,  so  erh'alt  man  dementsprechend  un- 
endlich viele  Mengen  Ar  r^  > ,  r  f  die  in  ihrer  Gresamtheit  alle  alge- 
braischen reellen  Zahlen  vom  Grade  n,  und  zwar  jede  nur  eimnal, 
enthalten.  Die  Gesamtheit  dieser  endlichen  Mengen  Ar^ ...  r  ist 
abzahlbar  (Art.  31,  33),  folglich  ist  (Art.  30)  die  Gesamtheit  ihrer 
Elemente,  d.  h.  die  Menge  der  algebraischen  reellen  Zahlen  vom 
Grade  n,  abz'ahlbar.  SchlieBlich  ergibt  sich  der  Beweis  des  Satzes, 
wenn  man  n  alle  ganzen  und  positiven  Werte  annehmen  1'afit  und 
nochmals  den  Art.  30  in  Anwendung  bringt. 

35.  Die  Menge  T  aller  in  irgend  einem  Intervall  ent- 
haltenen  reellen  Zahlen  ist  nicht  abzahlbar. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  stellen  wir  fest?  daB  es  sicherlich, 
wenn  man  irgend  eine  abzahlbare  Menge  von  Elementen  von  T: 
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(A]  %;  (h,-- 

annimmfc,  Elemente  von  T  gibt,  die  ihr  nicht  angehoren. 

Sind  a^  ,  %  die  beiden  ersten  der  in  dem  Intervalle  %  a2  ent- 
haltenen  Zahlen  "der  Reihe  (A)  und  ist  \  <  Ja  ,  so  ist  das  Intervall 
ak  a^  in  a±  a2  enthalten  und  kann  folglicli  keine  Zahl  yon  niedrigerem 
Index  als  k2  in  sich  fassen.  Sind  a^,  ak^  die  beiden  ersten  der  im 

Interyall  a,  a,    enthaltenen  Zahlen  der  Reihe  und  setzt  man  A;3  <  k, 

AI   %  -»= 

Yoraus?  so  ist: 

^i^3;   ^3>4;   fc3>5,  •  •  •  • 

Fahrt  man  in  derselben  Weise  fort,  so  erhalt  man  eine  Reihe 
yon  Interyallen: 


yon  den  en  jedes  in  dem  vorangehenden  enthalten  und  Yon  der  Art 
ist,  daB: 

%r^r  +  2 

ist  und  %r_1%r  lediglicn  Zahlen  yon  hoherem  Indes  als  2r  +  2 
enthalten  kann.  Die  Reihe: 

ai  ak,  akz  aks  '  •  * 
ist  steigend,  die  Reihe: 

a-o  az  a7,  az.  -  •  • 

*         A2        A4        A6 

fallend,  und  die  Elemente  der  ersten  sind  kleiner  als  die  entspreehenden 
der  zweiten;  folglich  besitzt  jede  der  beiden  Reihen  eine  Grenzstelle, 
und  die  Grenzstelle  p  der  ersten  ist  kleiner  oder  gleich  der  Grrenz- 
stelle  q  der  zweiten.  Das  InterYall  p  #  (das  sich  iibrigens  gegebenenfalls 
auf  eine  einzige  Zahl  beschranken  kann)  enthalt  keine  Zanl  der 
Reihe  (A).  Enthielte  es  daraus  namlich  ein  ah,  so  konnte  ah9  wenn 
man  nur  r  so  bestimmt;  daB  2r  +  2  nicht  kleiner  ist  als  A;  nicht  in 
dem  Interyall  %r__1  %r  Yorkommen,  wahrend  es  doch  dem  Inter- 
vaJl  pq  angehoi*t,  das  innerhalb  dieses  liegt.  Damit  ist  die  Be- 
hauptung  bewiesen, 

36.  Der  yorstehende  Satz  laBt  sich  geometrisch  auch  so  aus- 
driicken: 

Die  Gresamtheit  aller  Punkte  einer  teliebigen  gerad- 
linigen  Strecke  besitzt  eine  hohere  Machtigkeit  als  die 
erste. 

Man  kann  ebenso  zeigen: 

Die  Gresamtheit  aller  Punkte  eines  beliebigen  krumm- 
linigen  Bogens  besitzt  eine  hohere  Machtigkeit  als  die  erste. 
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Es  ergibt  sich  ferner  unmittelbar: 

Die  Gesamtheit  aller  Punkte  eines  2-  (oder  n-}  climen- 
sionalen  Bereichs  besitzt  eine  hohere  Machtigkeit  als  die 
erste. 

37.  Verbindet   man  den   Satz  des  Art.  35   mit  den  Satzen  der 
Art.  32  und  33,  so  erhalt  man  das  Theorem: 

Die  Gesamtheit  Jailer  irrationalen,  in  einera  beliebigen 
Intervall  enthaltenen  Zahlen  hat  dieselbe  Machtigkeit  wie 
•die  Gesamtheit  der  reellen,  in  demselben  Interyall  ent- 
haltenen Zahlen. 

38.  Hat  man  in  einer  Ebene  zwei  beliebige  endliche  oder  nicht 
endliehe  Strecken   ab3  cd  und   projiziert  man  sie  vom  Schnittpunkte 
der  ac,  bd  aus  anfeinander;   so  entsteht  zwischen  ihren  Punkten  eine 
eineindeutige,  vollst'andige  Beziehung,     Folglich  gilt  der  Satz: 

Die  Gesamtheit  der  reellen;  ia  einem  beliebigen  Inter- 
Yall  enthaltenen  Zahlen  (oder  der  Punkte  einer  beliebigen 
Strecke)  hat  stets  dieselbe  Machtigkeit.  Man  nennt  sie  die 
Machtigkeit  des  linearen  Kontinuums. 

Demgem'aB  lafit  sich  der  Satz  des  Art.  37  anch  so   ausdrticken: 
Die    Gesamtheit    der    irrationalen,    in    einem    beliebigen 
Intervall    enthaltenen    Zahlen    besitzt    die   Machtigkeit    des 
linearen  Kontinuums. 

39.  Aus  den  Art.  31,  33  folgt: 

Die  Gesamtheit  der  Punkte  irgend  eines  ebenen  Be- 
reichs;  deren  kartesische  Koordinaten  beide  rational  sind, 
ist  abzahlbar. 

40.  Die   Gesamtheit  der  Punkte  eines  ebenen  Bereichs, 
deren    kartesische    Koordinaten   beide   irrational    sind;    hat 
dieselbe  Machtigkeit  wie   die  Gesamtheit   aller  Punkte  des 
Bereichs. 

Wir  betrachten  der  Einfachheit  wegen  das  Quadrat  mit  den  Eck- 
punkten  (0,0),  (0,1),  (1,0),  (1,1).  Werden  die  Punkte  des  Quadrats 
allgemein  mit  a^^  (tif  t2  sind  die  Koordinaten  des  Punktes  a^  ^);  die 
darin  enthaltenen  .Punkte  mit  irrationalen  Koordinaten  mit  d{  .  be- 
zeichnet,  so  werden  die  Indices  #1;  t%  alle  Werte  annehmen,  die'in  der 
'Gesamtteit  T  der  reellen;  zwischen  0  und  1  yorhandenen  Zahlen  ent- 
halten  sind;  die  Indices  %,  ?2  dagegen  alle  -  Werte,  die  in  der  Gesamt- 
heit I  der  irrationalen,  zwischen  0  und  1  vorhandenen  Zahlen  ent~ 
halten  sind.  Nun  ist  (Art.  37)  T  ~  I,  folglich  laBt  sieh  zwischen 
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der  Gesamtheit  der  Werte  ^  (oder  *3)  und  der  Gesamtheit  der  Werte  it 
(oder  ?;)  eine  eineiadeutige,  vollstandige  Beziehung  herstdlen.  Eine 
ahnliche  Beziehung  lafit  sich  dam  zwischen  den  Wertepaaren  (tiy  *s), 
(?1?  ?g)  und  folglieh  zwischen  den  Punkten  a,ijV  a^  herstellen. 

41.  Nimmt  man  in  der  Ebene  irgend  zwei  endliche  Bereiche 
A,  B,  so  lafit  sich  stets  durch  eine  Ahnlichkeitstransformation  aus  A 
ein  Bereich  At  gewinnen,  der  B  in  sich  enthalt,  und  analog  aus  B 
ein  Bereich  Bl  ableiten,  der  A  in  sich  enthalt.  Bezeichnen  ivir  jetzt 
mit  A9  B  usw.  die  Gesamtheit  der  in  den  betreffenden  Bereichen  ent- 
haltenen  Punkte^  so  hat  man: 

z=r1?  i=i1; 

aufierdem  (Art.  26):          __        ^  _ 

A^J?,   ^i^^- 

Daraus  folgt:  

Z=F. 

Also  haben  die  Mengen  der  Punkte  irgend  zweier  endlichen  Bereiche 
gleiche  Machtigkeit. 

Ferner  lafit  sich  ein  Kreis  A  vorn  Radius  1  Punkt  fur  Punkt  in 
die  ganze  Ebene,  die  wir  mit  C  bezeichnen  wollen;  in  der  Weise 
transformieren,  dafi  man  die  Punkte  des  Kreisunifanges  vom  Radius 

r<l  auf  diejenigen  des  Kreisunifanges  yoni  Radius  r  =  j-^;  bezieht; 

die  Beziehung  hort  nur  fur  die  Punkte  des  Kreisumfanges  vom  Radius  1 
auf  eindeutig  zu  sein?  da  diese  samtlich  dem  Unendlichkeitspunkte 
entsprechen.  Daraus  folgt:  __  ^ 

C"^I? 
also  (Art.  26)  mit  Riicksicht  darauf?  dafi  A  in  C  eingeschlossen  ist: 

F-X 

Ist  D  irgend  ein  unendlicher?  B  ein  endlicher;  darin  enthaltener 
Bereich,  so  hat  man  schlieBlich: 

^=2;  1-3,   V^I)^li, 

folglieh  (Art.  26):  „      „ 

I)  =  B. 

Daraus  kann  man  schliefien: 

Die  Gesamtheit  aller  Punkte  irgend  eines  ebenen  end- 
lichen  oder  unendlichen  Bereichs  besitzt  stets  dieselbe 
Machtigkeit.  Sie  kann  als  die  Machtigkeit  des  2-dimensio- 
nalen  Kontinuums  bezeichnet  werden. 
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Der  Satz  des  Yorhergehenden  Artikels  lafit  sieh  nun  auch  so 
ausdrticken: 

Die  Menge  aller  Punkte  eines  ebenen  Bereiclis  mit  irra- 
tionalen  Koordinaten  besitzt  die  Maehtigkeit  des  2-dimen- 
sionalen  Kontinuums, 

42.    Wir  werden  jetzt  folgenden  Satz  beweisen: 
Die   Gresamtheit   der  Punkte   einer  Strecke  und  die  Gre- 
samtheit  der  Punkte  eines  ebenen  Bereiclis  besitzen  dieselbe 
Machtigkeit. 

Wir  nehmen  als  Strecke  das  Interval!  01  der  Abscissenacb.se,  als 
ebenen  Bereich  das  Quadrat  des  Art.  40  und  bezeichnen  ersteres  mit  A, 
letzteres  mit  B.  G  sei  die  Gesamtheit  der  Punkte  at  yon  A  mit  der 
irrationalen  Abscisse  t,  D  die  Gesamtheit  der  Punkte  lu  WA  yon  B 
mit  den  irrationalen  Koordinaten  iti7  u%,  Weil  sich  nun  jede  irra- 
tionale  Zahl  nur  auf  eine  Art  in  einen  unendliclien  Kettenbruch  ent- 
wickeln  lafit,  so  hat  man  nach  Dirichlets  Bezeichnung: 

t  =  -  --  =    a    <      a    -  -  -• 


Als  dem  Punkte  at  Yon  G,  wo  t  den  Yorstehenden  Ausdruck  kat^ 
entsprechend  lafit  sich  demgemaB  der  Punkt  l>u^lu  Yon  D  ansehen;  wo: 

wi  =  (^i;  ^3;  «5;  '  '  ');     ^2  =  (^2;  <*4;  ^6;  '  *  0; 
und  umgekekrt;  als  dem  Punkte  6KijMa  Yon  D,  wo: 

%  =*  O^ll;  $M>  Pl2>  '  '  0;       ^2  ^  (ftl>  fe>  A»j  *  '  *); 

entsprechend  der  Punkt  a^  Yon  C,  wo: 

^  =  0*11;  &1J  ^12;  fe?  *  '  *)• 

Damit    ist    zwischen    C   und  D    eine    eineindeutige   und  Yollstandige 
Bezieliung  hergestellt;  daraus  folgt: 

C~D. 
Nun  ist  andrerseits  (Art.  37?  40): 

A~C,     B  ->  D, 
folglich: 

A~B. 

43.  Die  Yorstehenden  Ergebnisse  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit 
auf  Punktmengen  in  einem  linearen  Raume  Yon  beliebiger  Dimensions- 
zahl  iibertragen.  Man  kann  also  behaupten: 
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Die  Gesamtkeit  aller  Punkte  eines  m-dimensionalen 
Bereicks  und  die  aller  Punkte  eines  w-dimensionalen  Be- 
reiclis?  wo  w  +  w,  besitzen  dieselbe  Macktigkeit,  die  wir  ein- 
fack  die  Machtigkeit  des  Kontinuums1)  nennen  konnen. 

Eine  andre  Form,  unter  welcker  dieselben  Ergebnisse  dargestellt 
werden  konnen,  ist  folgende: 

Die  Elemente  ar  r^  ,  .  .  r  bilden,  wenn  einer  der  Indices 
alle  Elemente  einer  Menge  Ton  der  Macktigkeit  des  Kon- 
tinuums durcklauft?  die  andern  aber  alle  Elemente  von 
Mengen  mit  gleicker  oder  geringerer  Macktigkeit  als  der 
des  Kontinuums  durcklaufen,  eine  Menge  von  der  Macktig- 
keit  des  Kontinuums. 

44.  Die  Satze  der  Art.  42,  43  lassen  sick  nock  auf  einem  anderen 
Wege  beweisen,  der  sogar  zu  einer  Verallgemeinerung  derselben 
fOirt. 

Alle  zwiscken  0  und  1  entkaltenen  reellen  Zaklen  lassen  sick 
folgendermaBen  in  Form  yon  Dezimalbriicken  darstellen: 

~_   ^L(__^i_^_J  ____ 

x  ~  10  "*"  102  ~r  103  ^       > 

wo  a1}  a%,  aB,  -  -  •  die  Werte  0,  1,  2,  •  •  •,  9  annekmen  konnen.  Jedem 
Systeme  von  Zaklen  at  entsprickt  ein  einziger  Wert  yon  x\  jedem 
irrationalen  Werte  yon  x  entsprickt  ein  einziges  System  yon  Zaklen  atmy 
jedem  rationalen  Werte  eins  oder  kockstens  zwei2).  N"un  kat  die 


1)  Dieses  Ergebnis  konnte  die  Bedeutung  des  Begriffs  der  Dimensions- 
zalil  erheblich  zn  vermindern  und  gewissermaBen  den  Unterschied  zwischen  den 
FnnMionen  von  einer  und  denjenigen  von  mekreren  Veranderlicken  anfzukeben 
sckeinen.    Indes  verliert  dies  seine  Geltung,  sobald  man  die  Stetigkeit  beruck- 
siclitigt.    TatsacMich  ist  ja  die  eineindeutige,  vollstandige  Beziehung, 
welcne  sich  zwischen   den  Punkten  zweier  Bereiche  von  yerschie- 
dener   Dimensionszahl   herstellen   laBt,   notwendigerweise    diskpn- 
tiniiierlick;  Tinendlich  nanen  Punkten  des  einen  Bereichs  entsprechen  ja  nicht 
immer  aucli  unendlich.  nahe  Punkte  des  andern. 

Icn  gebe  nier  einen  der  vielen  Beweise  wieder,  welcke  fur  diesen  wicktigen 
Satz  geliefert  worden  sind,  indem  ich  mien  auf  die  Korrespondenz  zwischen  der 
Strecke  A  und  dem  Quadrate  _B  des  Art.  42  beziehe. 

"Werden  in  dem  Quadrate  B  alle  Parallelen  zur  Abscissenachse  gozogen,  so 
wird  die  Gesamtheit  aller  Punkte  einer  von  ihnen,  wenn  die  Beziehung  stetig 
ist,  der  Gesamtheit  aller  Punkte  einer  Strecke  von  A  entsprechen;  jeder  Parallelo 
in  J5  wird  eine  Strecke  in  A  entsprechen,  und  alle  diese  Strccken  schliessen 
einander  aus.  Nun  hat  die  Gesamtheit  der  Parallelen  offenbar  die  Machtigkeit 
des  Kontinuums,  die  Gesamtheit  der  in  A  enthaltenen  Strecken  aber  ist  zulolge 
eines  Satzes,  den  wir  weiter  unten  (Art.  47)  beweisen  werden,  abzahlbar;  das 
erhaltene  Ergebnis  ist  folglich  absurd,  und  die  Beziehung  kann  nicht  stetig  sein. 

2)  Bieser  Fall  tritt  for   die  durch  einen  endlichen  Dezimalbruch  darge- 
stellten  Zahlen  ein.    Man  kann  namlich,  wenn: 
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Gesamtheit  der  durcli  vorsteliende  Formel  dargestellten  Zahlen  (Art.  16) 
die  Kardinalzahl  lO^o;  bezeichnet  man  also  mit  &  die  Maclitigkeit  des 
linearen  Kontinuums,  so  ist,  wenn  man.  bedenkt,  da6  die  rationalen 
Zanlen  eine  abzanlbare  Menge  bilden  (Art.  33): 

K  +  »0  =  10*S 
mithin  (Art.  32,  35): 

»  =  10  Y 

Offenbar    darf    man    anstatt    10    irgend    eine    andere    endliche 
Zanl  n  nekmen;  so  daB: 


Demnach  hat  man;  wenn  m  irgend  eine  endlicne  ZaM  ist  (Art.  29): 


das  ist   aber   der   Satz   des   Art.  43  ;  welcher  auch.   den  des   Art.  42 
nmfaBt. 

Ferner  ist  (Art.  30): 


d.  h.:  Die  Gesamtheit  der  Punkte  eines  Bereiclis,  dessen 
Dimensionen  eine  abzahlbare  Menge  bilden;  besitzt  die 
Maclitigkeit  des  Kontinnums. 

45.  Die  Menge  aller  stetigen  Fnnktionen  einer  reellen 
Yeranderlichen  besitzt  die  Maclitigkeit  des  Kontinnums. 

Da  eine  stetige  Funktion  bestimmt  ist,  wenn  die  Werte  gegeben 
sind;  die  sie  fur  die  rationalen  Werte  der  unabhangigen  Verander- 
liclien  annimmt^  und  da  die  Maclitigkeit  der  Menge  der  rationalen 
Zablen  ^0  ist  (Art.  33),  so  ist  in  der  Tat  die  Maclitigkeit  der  be- 
tracnteten  Menge  hochstens  fc^o  oder  (Art.  44)  Jft.  Da  andrerseits 
jede  Konstante  als  eine  stetige  Funktion  angesehen  werden  kann;  so 
nat  die  Menge  aller  stetigen  Funktionen  wenigstens  die  Maclitigkeit  tf. 
Also  ist  die  Maclitigkeit  dieser  Menge  gleich  b^. 


a,         a, 
10  +  lO 


wo  natiirlicli  am  >  0  ist>  aucli: 


.   __    ,  ____    i       ™-i     |      m  —      [  I  1 

10  ~  10*  ^~         "•"  io771-1          I0m  10m*  1        lo7""1-2 


sohreiben. 
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Dagegen:  Die  Menge  aller  Funktionen  einer  reellen 
Veranderlichen  besitzt  erne  hohere  Machtigkeit  als  die  des 
Kontinuums. 

Man  erhalt  sogar  eine  Menge,  die  eine  hohere  Maclitig- 
keit als  Stf  besitzt,  wenn  man  auch  nur  die  Funktionen 
nimmt,  die  fur  alle  Werte  der  Veranderlichen  nur  zwei  ver- 
schiedene  Werte  annehmen. 

Sind  p,  q  diese  Werte,  so  hat  man  fur  irgend  ein  so  entweder 
f(x)  =p  oder  f(x)  =  q.  Vor  allem  ist  die  Maclitigkeit  f  der  betrach- 
teten  Menge  nicht  geringer  als  &,  weil  man  jedem  Werte  •>•  von  x 
eine  Funktion  zuordnen  kann,  die  fur  x  =  r  den  Wert  #>,  fur  alle 
andern  Werte  yon  x  aber  den  Wert  q  hat,  und  alle  diese  Funktionen 
von  einander  versclaieden  sind.  Wir  zeigen  nun,  daB  f  nicht  gleich  & 
sein  kann.  Ware  dies  der  Fall,  so  wfirde  man  in  der  Tat  jedem  Werte 
r  von  x  eine  Funktion  fr(x)  der  Menge  derart  zuordnen  konnen,  daB 
jede  Funktion  der  Menge  unter  die  Form  fr(x)  fiele.  Andrerseits 
lafit  sich  eine  von  alien  fr(x)  verschiedene  Funktion  der  Menge  bilden; 
es  ist  dies  die  Funktion,  die  fur  x  =  r  den  Wert  q  oder  den  Wert  p 
erhalt,  je  nachdem  fr(r)  =  p  oder  fr(r)  =  q  ist.  Damit  ist  die  Be- 
hauptung  erwiesen. 

Wir  bemerken,  daB  f  =  2*,  also: 

2^  >  s 

ist. 

Es  lafit  sich  auch  zeigen,  daB  die  eben  betrachtete  Menge 
und  die  Menge  aller  Funktionen  einer  reelleu  Verander- 
lichen dieselbe  Machtigkeit  besitzen. 

Offenbar  besitzt  die  Menge  der  Funktionen  einer  Veranderlichen 
die  Machtigkeit  8s*.  Nun  ist  (Art.  44): 


es  ist  aber1)  ^0^  =  8;  mithin: 


46.  Durch  eine  ahnliche  tFberleguag  wie  im  vorhergehenden 
Artikel  laBt  sich  allgemeiner  zeigen,  daB,  wenn  c  irgend  eine 
Machtigkeit  bedeutet,  cc  >  c  ist. 

1)  Wenn  man  z.  B.  unendlich  viele  Strecken  von  den  Lilngen  %  ,  V4  ,  ya  ,  .  .  . 
aneinanderreiht,  so  erhalt  man  eine  Strecke  von  der  Lange  1,  und  die  Menge 
der  Punkte  dieser  Strecke,  deren  Machtigkeit  sich  durch  ftntt  aizsdrticken  Bfit 
hat  ebenfalls  die  Machtigkeit  K. 
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Sei  C  eine  Menge  von  der  Machtigkeit  c,  C'  die  Menge  —  YOU 
der  Machtigkeit  cc  —  aller  moglichen  Arten,  alien  Elementen  yon  C 
Elemente  von  C  zu  substituieren.  Die  einfachste  Art  der  Substitution 
ist  diejenige,  durch  welch  e  alien  Elementen  von  C  ein  und  dasselbe 
Element  von  C  substituiert  wird;  die  Menge  dieser  Arten  besitzt  die 
Machtigkeit  c,  mithin  ist  cc  ^>  C.  Es  gentigt  also  nachzuweisen,  daB 
cc  nicht  gleich  c  ist.  Nehmen  wir  vorlaufig  an,  es  sei  cc  =  c,  so  ent- 
spricht  jedem  Elemente  m  von  C  eine  und  nur  eine  Substitution  fm 
und  umgekehrt.  Sei  mr  das  Element,  das  bei  der  Substitution  fm  an 
die  Stelle  von  m  tritt.  Wir  konnen  auf  unendlich  viele  Arten  eine 
Substitution  finden,  bei  der  fur  alle  Elemente  m  an  die  Stelle  von 
m  nicht  das  entsprechende  m  tritt;  diese  Substitution  ist  offenbar 
von  alien  fm  verschieden.  Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Der  aufgestellte  Satz  laBt  erkennen,  daB  die  Machtigkeiten 
kein  Maximum  besitzen. 

S'atze  iiber  Punktinengen. 

4:7.  Enthalt  ein  ^-dimensionaler  Bereich  unendlich  viele 
gleichfalls  ^-dimensionale  Bereiche;  die  einander  aus- 
schlieBen  oder  hochstens  Punkte  der  Umgrenzung  mitein- 
ander  gemein  haben?  so  ist  die  Menge  dieser  Bereiche  a~b- 
zahlbar. 

Wir  setzen,  um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben;  n  ==  2  und 
nehmen  an,  der  in  Betracht  kommende  Bereich  habe  einen  endlichen 
Fl'acheninhalt  a;  fande  dies  nicht  statt;  so  wiirde  man  mittelst  einer 
passenden  Transformation  (vgi.  Art.  41)  zu  diesem  Falle  gelangen 
konnen.  Unter  den  Teilbereichen  gibt  es  dann  hochstens  einen,  dessen 

Macheninhalt  ~  ubersteigt,  hochstens  3;  deren  Fracheninhalt  ~y  hoch- 

steris  7,  deren  Fl'acheninhalt  ~  tibertrifft  usw.  Nehmen  wir  zunachst 
—  falls  tiberhaupt  ein  solcher  vorhanden  ist  —  den  einzigen  Bereich 
von  grofierem  Fl'acheninhalt  als  — ,  dann  die  Bereiche  zwischen  — 

und  ~,  weiterhin  diejenigen  zwischen  -g-  und  ~  usw.?  so  gelingt  es? 

die  Bereiche  in  eine  einfache  Reihe  zu  ordnen,  von  der  keiner  von 
ihnen  ausgeschlossen  bleibt.  Damit  ist  die  Behauptung  hewiesen. 

48.  Wenn  ein  %-dimensionaler  Bereich  A  fur  w>  1  eine 
abzahlbare  Menge  von  Punkten: 
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enthalt  und  p,  q  zwei  Punkte  sind,  die  dieser  Menge  nicht 
angehoren1),  so  kann  man  YOH  p  nach  q  stets  langs  einer 
stetigen  Linie  gelangen,  die  nicht  tiber  den  Bereich  A  hin- 
aus-  und  dureh  keinen  der  Punkte  a1;  a2;  ...  hindurchgeht. 
Wir  ziehen  eine  beliebige  stetige  Linie  A,  die;  ohne  tiber  A  hinaus- 
zugehen,  p  mit  q  verbindet.  Da  die  Gesamtheit  ihrer  Punkte  nicht 
abzahlbar  ist  (Art.  36)?  so  enthalt  sie  sicherlich  unendlich  viele  Punkte, 
die  von  den  Punkten  a  Yerschieden  sind.  Wir  wahlen  YOU  ihnen 
irgend  welche  aus:  r17  r%,  •  •  •,  rn,  wo  n  eine  beliebige  endliche  ganze 
Zahl  bezeichnet.  Gibt  es  z.  B.  auf  dem  Bogen  ^  der  Linie  /I  Punkte  a, 
so  Yersuchen  wir,  diesen  Bogen  durch  einen  Kreisbogen  zu  ersetzen; 
weil  nun  die  Gesamtheit  der  p  mit  r±  Yerbindenden  Kreisbogen  nicbt 
abzahlbar  ist;  so  gibt  es  deren  in  beliebiger  Nahe  der  Linie  A  un- 
endlich viele;  die  durch  keinen  Punkt  a  gehen?  und  irgend  einer  Yon 
ihnen  wird  unserer  Absicht  entsprechen.  Wiederholt  man  dasselbe 
Verfahren  fur  die  Bogen  r^,  •  -  -,  rn_1/OT,rng  der  Linie  A,  so  wird 
man  eine  Linie  erhalten,  welche  den  Bedingungen  des  Satzes  gentigt, 

49.    Eine  perfekte  Menge  ist  nicht  abzahlbar. 

Um  diesen  Satz  zu  begriinden,  werden  wir  zeigen,  daB  eine  ab- 
zahlbare  und  in  sich  dichte  Menge  nicht  zugieich  abgeschlossen  und 
folglich  nicht  perfekt  sein  kann. 

Sei  A  (al}  a2,  .  . .)  die  in  Betracht  kommende  Menge ;  die  wir 
uns  als  in  einer  Ebene  liegend  Yorstellen.  Weil  jeder  Punkt  a  der 
Annahme  nach  eine  Grenzstelle  der  Menge  ist;  so  schlieBt  ein  Kreis  ylf 
den  wir  urn  a±  als  Mittelpunkt  mit  dem  willkurlichen  Radius  ^  be- 
schreiben,  aufier  ^  noch  weitere  Punkte  Yon  A  ein.  Ist  aA,  der  Punkt 
Yom  nieirigsten  Indes;  der  in  ihm  enthalten  ist,  so  werde2  urn  a^  als 
Mittelpunkt  ein  Kreis  >y2  beschrieben?  der  nicht  iiber  ^  hinausrelcht 
und  ax  nicht  einschlieBt.  Dieser  Kreis,  dessen  Radius  pa  <  -J-^  istr 
enthalt  auBer  a^  noch  weitere  Punkte  Yon  A.  Ist  wieder  akz  der 
Punkt  Yom  niedrigsten  Index;  der  in  ihm  enthalten  ist,  so  ist  offen- 
bar  &3  >  &2;  da  die  Punkte  Yon  niedrigerem  Index  als  7i;2;  weil  auBer- 
halb  y^,  auch  auBerhalb  <y2  liegen.  Fahrt  man  in  dieser  Weise  fort, 
so  gelingt  es,  eine  unendliche  Reihe  Yon  Kreisen  y1;  y2,  .  .  .  zu  bilden, 
von  denen  jeder  innerhalb  des  Yorhergehenden  liegt  und  einen  Radius 
hat,  der  kleiner  ist  als  die  Halfte  Yon  dessen  Radius.  Es  gibt  des- 
halb  nur  einen  Punkt  p}  der  innerhalb  aller  dieser  Kreise  liegt.  Er 
ist  eine  Grenzstelle  Yon  A,  weil  jede  Umgebung  YOU  ihm  einen  der 

„   J)  ^  siud  siclier,  daB   es  Punkte  gibt,  die  diesor  Bedingung 
•weil  die  aesamtheit  aUer  Punkte  von  A  nicht  abzahlbar  ist. 
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Kreise  der  bewuBten  Reihe  (und  mit  ihm  alle  folgenden)  enthalt,  also 
notwendigerweise  Punkte  YOU  A  einschlieBt.  Andrerseits  gehort  er  A 
niclit  an,  weil  er,  wenn  er  z.  B.  mit  ar  zusammenfiele,  auBerhalb  des 
Kreises  yr+l  liegen  muBte,  der  keine  Punkte  von  A  mit  niedrigerem 
Index  als  Jcr^  und  demnach  als  r  +  1  enthalt.  Folglich  besitzt  die 
Menge  A  mindestens  eine  Grrenzstelle,  die  ihr  niclit  angehort,  und  ist 
mithin  nicht  abgescnlossen. 

50.  Eine  isolierte  unendlicne  Punktmenge  ist  abzahlbar. 

Ist  A  eine  isolierte  unendliche  Menge  von  Punkten  einer  Ebene, 
so  ^laBt  sich  urn  jeden  Punkt  yon  A  ein  Kreis  beschreiben,  der  keinen 
weiteren  Punkt  yon  A  enthalt.  Wird  dann  UEQ  jeden  Punkt  ein  Kreis 
beschrieben;  der  halb  so  groB  ist  wie  der  eben  erw'ahnte,  so  scnlieBen 
alle  diese  Kreise  einander  aus;  man  hat  in  der  Tat,  wenn  at,  a2  zwei 
gegebene  Punkte  von  A,  pt,  QS  die  Radien  der  ursprunglich  urn  sie 
beschriebenen  Kreise  sind: 


mitnin: 

l?i  +  T^s  <  <V^- 

Polglicb.  ist  die  Gresamtheit  dieser  Kreise  abzahlbar  (Art.  47);  nun 
enthalt  jeder  von  ihnen  nur  einen  Punkt  von  A  —  seinen  eigenen 
Mittelpunkt  —  ;  mithin  ist  A  abzahlbar. 

51.  Eine  Punktmenge;  deren  Ableitung  abzahlbar  oder 
endlich  ist,  ist  abzahlbar. 

Sei  A  eine  Menge;  deren  Ableitung  A!  der  Annahme  gemafi  ab- 
zahlbar oder  endlich  ist. 

Wir  werden  im  folgenden  mit  D(A7JB)  die  Gresamtheit  der  den 
beiden  Mengen  A}  B  gemeinsamen  Elemente,  mit  M(A,B)  die  Ge- 
samtheit  der  mindestens  einer  der  beiden  Mengen  A>  S  angehorenden 
Elemente  bezeichnen. 

Wir  schreiben  also  in  unserm  Fall: 


Weil  die  Punkte  der  Menge  _B  keine  Grrenzstellen  von  A  sind, 
sind  sie  es  auch  nicht  von  B,  das  in  ihm  enthalten  ist  (Art.  6); 
somit  ist  B  eine  isolierte  Menge  und  folgiich  (Art.  50)  abzahlbar! 
AuBerdem  ist  D(A,A'}  endlich  oder  abzahlbar,  da  es  ein  Bestandteil 
(Art.  2)  der  endlichen  oder  abzahlbaren  Menge  A/  ist  (Art.  26). 
Daraus  folgt  (Art,  29),  daB  A  gleichfalls  abzahlbar  ist. 
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52.  Wendet  man  diesen  Satz  mehrere  Male  nacheinander  an;  so 
folgt  daraus  der  weitere: 

Jede  Menge  erster  Gattung  ist  abzahlbar. 

53.  Ist  A  eine  abgesehlossene  Menge;   so  la  fit  sich  eine 
Menge  angeben,  deren  Ableitung  A  ist. 

Dieser  Satz  ist  die  TJmkeknmg  desjenigen  des  Art.  7. 
Setzt  man1): 

A  =  A'  +  B, 

so  ist  B  (vgl.  Art.  51)  isoliert  und  folglich  (Art.  50)  abzahlbar;  well 
nun  die  ihm  angehorigen  Punkte,  die  wir  mit  61;  &2?  •  •  •  bezeichnen 
koruien,  keine  Grenzstellen  yon  A  sind;  laBt  sich  urn  jeden  Punkt  lr 
ein  Kreis  yr  beschreiben,  der  keinen  weiteren  Punkt  yon  A  enthalt. 
Innerhalb  jedes  Kreises  yr  konstruieren  wir  —  was  auf  unendlich  yiele 
Weisen  moglich  ist  —  eine  Punktmenge  Cr,  die  als  einzige  Grenz- 
stelle  &r  besitzt;  und  bezeichnen  mit  D  die  Gesamtheit  aller  Punkte 
der  Mengen  (71?  G3?  •  •  -.  Man  sieht  leicht^  daB  die  Grenzstellen  yon 
D  s'amtlich  und  ausschlieBlich  die  Punkte  yon  J?  und  Bf  sind;  so  daB 
man;  wenn  man  berucksichtigt,  daB  S  und  B'  keinea  Punkt  gemein 
haben,  schreiben  kann: 

D'  =  3  +  B'. 

Dementsprechend  setzen  wir: 

E  =  D  +  A'] 
daraus  folgt: 

Ef  =  M(D'9  A/r)  =  M(B  +  B',  A"); 

weil  nun  B  mit  A'  keine  Punkte  gemein  hat,  so  hat  es  auch  keine 
mit  A"  gemein;  das  in  A.  (Art.  7)  enthalten  ist;  folglich  kann  man 

schreiben: 

Ef  = 


1)  "Wir  haben  (Art.  13)  festgesetzt,  da£,  so  oft  wir  schreiben: 

die  Teilmengen  Q,  H  okae  gemeinsame  Elemente  vorausgesetzt  -werden,  so  dafi 
jedes  Element  von  P  nur  einmal  auf  der  rechten  Seite  auftritt.  Dies  voraus- 
gesetzt,  laJSt  aich  aus  den  beiden  Beziehungen: 

xegelrecht  R  =  S  folgern.  Dagegen  litiSt  sich  aus  der  Beziehung  («)  nicht 
schlieBen: 

-da  es,  wenn^aucb.  Q  und  H  keine  Elemente  gemein  haben,  dooh  vorkommen 
kann,  dafi  Q'  und  R'  gemeinsame  Elemente  besitzen;  man  darf  nur  schroiben: 
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Andrerseits  folgt  aus  der  ersten  hinges chriebenen  Beziehung: 

A-M(B,Ay 
folglich  hat  man: 

Er  -  A  +  £, 

oder  auch  E'  =  A.     Mithin  gibt   es  eine  Menge  jE?  von  weleher  A 
die  Ableitung  ist. 

54.  Der  Satz  des  Art.  45  gibt  Veranlassung  zu  einer  bemerkens- 
werten  geometrischen  Interpretation. 

Jeder  der  Funktionen,  welche  nur  zwei  yerschiedene  Werte  p,  q 
annehmen,  entspricht  eine  bestimmte  Teilmenge  des  linearen  Konti- 
nuums,  namlich  die  Menge  der  Punkte,  in  welchen  die  Fanktion  den 
Wert  p  annimmt;  umgekehrt  entspricht  jeder  im  linearen  Kontinnum 
enthaltenen  Menge  eine  bestimmte  Eunktion  yon  der  angegebenen 
Beschaffenheit;  namlich  diejenige;  welche  in  den  Punkten  der  in  Be- 
tracht  gezogenen  Menge  den  Wert  p,  in  den  yerbleibenden  den  Wert  # 
annimmt.  Daraus  folgt,  daB  die  Gesamtheit  der  Pnnktionen;  welche 
nur  zwei  yerschiedene  Werte  p,  q  annehrnen,  und  die  Gresamtheit  der 
im  linearen  Kontinuum  enthaltenen  Mengen  dieselbe  Machtigkeit  be- 
sitzen.  Mithin  gilt  der  Satz: 

Die  Gesamtheit  der  im  linearen  Kontinuum  enthaltenen 
Mengen  besitzt  eine  hohere  Machtigkeit  als  die  des  Konti- 
nuums. 

Dagegen:  Die  Gesamtheit  der  im  linearen  Kontinuum 
enthaltenen  abgeschlossenen  Mengen  besitzt  die  Machtigkeit 
des  Kontinuums. 

Weil  wir  fur  jeden  Punkt  eine  abgeschlossene  Menge  bilden 
konnen,  welche  nur  dies  en  Punkt  zur  Grenzstelle  hat;  und  weil  diese 
Mengen  samtlich  yoneinander  yerschieden  sind,  so  ist  yorerst  die 
Machtigkeit  der  Gesamtheit  der  abgeschlossenen  Mengen  groBer  oder 
gleich  der  des  Kontinuums.  Weil  andrerseits x)  die  Punkte,  an  denen 
eine  stetige  Funktion  denselben  Wert  annimmt,  eine  abgeschlossene 
Menge  bilden,  so  lafit  sich  nach  Annahme  irgend  eines  reellen  Wertes  c 
jeder  abgeschlossenen  Menge  eine  stetige  Funktion  zuordnen,  die  an 
den  Punkten  der  Menge  und  nur  an  ihnen  den  Wert  c  annimmt,  und 
diese  Funktionen  sind  samtlich  yoneinander  yerschieden.  Daraus  folgt, 
daB  die  Machtigkeit  der  Gesamtheit  der  abgeschlossenen  Mengen  kleiner 
oder  gleich  ist  derjenigen  der  Gesamtheit  der  stetigen  Funktionen-, 
diese  ist  aber  die  M'achtigkeit  des  linearen  Kontinuums  (Art.  45),  folg- 
lich  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

1)  S.  z.  B.  Yiyanti,  Corso  di  calcolo  infinitesimale,  S.  94. 
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Ala  Folgerung  ergibt  sich:  Die  Gesamtheit  der  im  linearen 
Kontinuum  enthaltenen  perfekten  Mengen  besitzt  die 
Machtigkeit  des  Kontinuums. 

Diese  Machtigkeit  karm  in  der  Tat  nur  der  des  Kontinuums  gleich 
oder  geringer  sein,  weil  jede  perfekte  Menge  abgeschlossen  ist;  andrer- 
seits  kann  sie  nicht  geringer  sein,  weil  die  Gresamtheit  aller  Strecken 
einer  Geraden;  die  einen  gemeinsamen  Endpunkt  haben,  die  Machtig- 
keit  des  Kontinuums  besitzt  und  die  Punkte  jeder  dieser  Strecken 
erne  perfekte  Menge  bilden. 
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55.  Ura  in  der  Untersuchung  der  Mengen  weiter  zu  kommen, 
empfieilt  es  sich,  zu  einem  neuen  Hilfsmittel  zu  greifen,  zur  Theorie 
der  transfiniten  Zahlen. 

Wenn  man  sich  die  Elemente  einer  Menge  nach  einem  be- 
stimmten  Gesetze  derart  geordnet  denkt?  dafi  sich,  wenn  zwei  Ele- 
mente gegeben  sind?  stets  erkennen  laJBt?  welches  yon  ihnen  dem 
andern  vorangeht  oder;  mit  andern  Worten,  von  niedrigerem  Bange 
ist  als  das  andre;  so  bilden  diese  Elemente,  wie  man  sagt,  eine 
geordaete  Reihe. 

Eine  geordnete  Reihe  heiBt  wohlgeordnet;  wenn  sie  die  folgen- 
den  beiden  Eigenschaften  hat: 

a)  Es  ist  ein  erstes  Element  der  Reihe  vorhanden. 

b)  Greift  man  irgend  einen  Bestandteil x)  der  Reihe  heraus,   so 
ist  ein  ihm  unmittelbar  folgendes  Element  vorhanden. 

Es  ist  klar;  da6  nicht  alle  geordneten  Reihen  wohlgeordnet  sind. 
So  besitzt  z.  B.  die  Reihe,  welche  von  alien  rationalen  Zahlen  ge- 
bildet  wird;  die  grofier  als  Null,  aber  kleiner  als  Eins  und  steigend 
angeordnet  sind;  keine  der  beiden  Eigenschaften  a);  b). 

56.  Eine   eineindeutige,   vollstandige   Beziehung    zwischen    den 
Elenaenten  zweier  geordneten  Reihen,  welche  die  Eigenschaft  besitzt, 
daB  sich  die  entsprechenden  Elemente  in  beiden  Reihen  in  derselben 
Ordnung  befinden,   heiBt    eine    geordnete   Beziehung.     LaBt    sich 
zwischen  zwei  geordneten  Reihen  eine  geordnete  Beziehung  herstellen^ 
so  sagt  man,  die  beiden  Reihen  besitzen  den  gleichen  Ordnungs- 
typus  oder  sind  ahnlich. 

1)  Unter  einem  Bestandteile  einer  geordneten  Reihe  versteht  man  eine 
geordnete  Eeike,  deren  Elemente  samtlich  der  gegebenen  Heihe  angehQren  und 
in  derselben  gegenseitigen  Ordnung  anffcreten,  in  der  sie  sich  in  dieser  befmden. 
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Die  Ordnungstypen  der  wohlgeordneten  Reihen  heifien  Ordnungs- 
oder  transfinite  Zahlen. 

Fur  den  jetzt  eingefuhrten  Begriff  der  Gleichheit  gelten  analoge 
Betrachtungen  wie  in  Art.  12. 

Der  Ordnungstypus  einer  geordneten  Reihe  A  wird  gewohnlich 
rait  A  bezeichnet,  indem  man  durch  die  Uberstreichung  andeuten  will, 
daB  man  von  der  Natur  der  Elemente  der  Reihe  (nicht  aber  von 
deren  Ordnung)  absieht. 

Die  Ahnlichkeit  zweier  geordneten  Reihen  A1}  A2  wird  folgender- 
maBen  bezeichnet: 

Offenbar  bilden  die  Elemente  zweier  ahnlichen  geord- 
neten Reihen  zwei  Mengen  von  gleicher  Machtigkeii 

57.  Sind  zwei  geordnete  Reihen  A,  33  gegeben,  so  konnen  wir 
aus   ihnen   eine   neue    geordnete  Reihe   C  herleiten,   indem   wir   der 
ganzen  Reihe  A  die  ganze  Reihe  B  folgen  lasseii,  ohne  innerhalb  der 
beiden  Reihen  die  Ordnung  der  Elemente  irgendwie  zu  andern.     Der 
Ordnungstypus  y  der  Reihe  C  heiBt  die  Summe  der  Ordnungstypen 
cc,  ft  der  Reihen  A,  J3,  und  man  schreibt: 

V  ==:  CC  ~}~  u  * 

die  entsprechende  Operation  wird  Addition  genannt. 

Die  Addition  besitzt  die  assoziative  Eigenschaffc,  weil  man,  wenn 
drei  Reihen  Aiy  A2,  AB  gegeben  sind,  dasselbe  Ergebnis  erzielt,  wenn 
man  JL2  hinter  Al  und  dann  AB  hinter  die  so  gebildete  Reihe  setzt, 
wie  wenn  man  A3  hinter  A2  und  die  so  gebildete  Reihe  hinter  A1  setzt. 

Dagegen  besitzt  sie  im  allgemeinen  nicht  die  kommutative  Eigen- 
schaft;  wie  man  aus  den  Beispielen  ersieht,  denen  wir  weiter  unten 
(Art.  74)  begegnen  werden. 

58.  Es  seien  wiederum  zwei  geordnete  Reihen  A,  JB  gegeben, 
und  es  werde  an  Stelle  jedes  Elementes  von  A  eine  JB  ahnliche  Reihe 
gesetzt.    Nennt  man  die  so  gewonnene  Reihe  C;  ihren  Ordnungstypus  y, 
und    bezeichnet    man    mit    cc,    ft    die    Ordnungstypen    der    gegebenen 
Reihen;  so  heiBt  y  das  Produkt  von  ft  in  a,  ft  der  Multiplikand, 
cc  der  Multiplikator,  und  man  schreibt: 


die  entsprechende  Operation  heiBt  Multiplikation. 

Es  laBt  sich  leicht  zeigen,  daB  die  Multiplikation  die  assoziative 
und  distributive  Eigenschaft  besitzt. 


30  Erster  Teil.     Elemente  der  Mengenlehre 

Dagegen  besitzt  sie  im  allgemeinen  nicht  die  kominutative  Eigen- 
schaft,  wie  man  aus  den  Beispielen  ersieht,  die  ims  unten  (Art.  74) 
begegnen  werden. 

59.  Jeder  Bestandteil  einer  wohlgeordneten  Reihe   ist 
eine  wohlgeordnete  Reihe. 

Sei  A  eine  wohlgeordnete  Reihe,  B  einer  ihrer  Bestandteile. 

Enthalt  JB  das  erste  Element  yon  A9  so  ist  dies  zugleich  das 
erste  Element  von  5;  andernfails  ist  das  erste  Element  von  B  das- 
jenige  Element,  welches  samtlichen  Elementen  von  A,  die  alien  denen 
von  B  vorangehen,  uninittelbar  folgt  (ein  Element,  das  zufolge  der 
Eigenschaft  b)  vorhanden  ist).  Mithin  besitzt  B  ein  erstes  Element. 

"Wir  teilen  jetzt  B  in  zwei  Teile  C,  D,  von  denen  der  erste  dem 
zweiten  vorangeht.  Da  D  ein  Bestandteil  von  A  ist,  so  konnen  wir, 
wenn  wir  die  vorige  Betraclitung  wiederholen,  behaupten,  dafi  D  ein 
erstes  Element  besitzt;  nun  folgt  dieses  in  der  Reihe  B  unmittelbar 
auf  den  Bestandteil  C,  mithin  besitzt  der  Bestandteil  C  dieser  Reihe 
ein  unmittelbar  folgendes  Element. 

B  besitzt  also  beide  Eigenschaften  a),  b)  und  ist  mithin  eine 
wohlgeordnete  Reihe. 

60.  Eine   Reihe    von  Elementen    abnehmendeii  Ranges, 
die  einer  wohlgeordneten  Reihe  angehoren,  ist  endlich. 

Ware  sie  unendlich,  so  wiirde  man,  wenn  man  die  Elemente  nach 
znnehmendem  Range  ordnete,  in  der  Tat  einen  Teil  einer  wohlgeord- 
neten Reihe  erhalten,  der  kein  erstes  Element  besafie,  was  unmoglich 
ist  (Art.  59). 

61.  Zwischen    zwei   wohlgeordneten    ahnlichen   Reihen 
besteht  eine  einzige  geordnete  Beziehung. 

In  der  Tat  ist  sie  durch  folgende  zwei  Bedingungen  vollstandig" 
bestimmt:  da£  dem  ersten  Elemente  der  einen  Reihe  das  erste  der 
andern  entspreehen.  ninB,  und  daB  dem  Element,  welches  irgend  einem 
Teile  der  einen  unmittelbar  folgt,  dasjenige  Element  entspreehen  nmB, 
das  dem  entsprechenden  Teile  der  andem  unmittelbar  folgt. 

62.  Unter  einem  Abschnitt  einer  wohlgeordneten  Reihe  ver- 
steht  man  einen  solchen  Bestandteil  derselben,  der  von  alien  Elementen 
gebildet    wird,    die   von   niedrigereni   Range    sind    als    ein    gegcbeneB 
Element.     Jedes  Element  einer  Reihe  bestimmt   einen   einzigen  Ab- 
schnitt und  urngekehrt, 

Ein  Abschnitt  einer  wohlgeordneten  Reihe  ist  eine  wohlgeordnete 
Reihe  (Art.  59). 
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Ein  Abschnitt  einer  Reihe  heiBt  grofier  (>)  oder  kleiner  (<) 
als  ein  anderer,  je  nachdem  das  Element,  das  den  emen  bestirnmt, 
dem  Blemente,  das  den  anderen  bestimmt,  folgt  oder  vorangeht. 

63.  Eine  wohlgeordnete  Reihe  kann  keinern   ihrer  Ab- 
schnitte ahnlich  sein. 

Nehmen  wir  die  Reihe  A  als  ihrern  durch  das  Element  aL  be- 
stimmten  Abschnitte  A^  ahnlich  an,  so  entspricht  dem  ersten  Elemente 
von  AL  das  erste  Element  von  A,  d.  h.  das  Element  selbst,  dem  zweiteu 
das  zweite  usw.;  dem  anf  einen  Abschnitt  von  Al  folgenden  Elemente 
entspricht  dann  das  dem  homologen  Abschnitte,  d.  h.  demselben  Ab- 
schnitte in  A  folgende  Element;  kurz,  alien  Elementen  von  Al  werden 
in  A  die  Elemente  selbst  entsprechen  Daraus  folgt,  daB  das  Ele- 
ment at  von  A,  das  A1  nicht  angehb'rt,  in  Ai  kein  homologes  hat. 
Folglich  kann  keine  Ahnlichkeit  statthaben. 

64.  Da  von   zwei  Abschnitten   derselben  wohlgeordneten  Reihe 
der  kleinere   als  Abschnitt  des   grofieren  betrachtet  werden  karm,  so 
laBt  sich  aus  dem  vorangehenden  Satze  schlieBen: 

Zwei  verschiedene  Abschnitte  derselben  wohlgeordneten 
Reihe  konnen  nicht  einander  ahnlich  sein. 

Weiterhin  folgt  daraus: 

Eine  wohlgeordnete  Reihe  kann  nicht  zwei  verschie- 
denen  Abschnitten  einer  andern  ahnlich  sein. 

65.  Sind  Aiy  A%  zwei  Abschnitte  einer  wohlgeordneten 
Reihe  A,  _B1?  J32    zwei   ihnen   beziehentlich  ahnliche  Ab- 
schnitte  einer   andern   wohlgeordneten   Reihe  B,   so  ist,  je 
nachdem  A^^A^y  auch  B:  ^  J32. 

Setzt  man  A±  >  A2  vorans,  so  gehort  das  Element  a,2  von  A, 
das  A%  bestimmt,  dem  Abschnitte  J.t  an.  Das  Element  \  von  J31? 
das  aa  vermoge  der  zwischen  A±  jond  S±  bestehenden  Beziehung  ent- 
spricht;  bestimmt  einen  Abschnitt  3?2  von  i\  nnd  folglich  auch  von  B, 
der  A2  ahnlich  ist;  weil  aber  A%  ~  J?2  ist,  so  folgt  daraus  22  ~  J52. 
Das  ist  indes  unmoglich  (Art.  64),  wenn  259  und  52  nicht  identisch 
sind.  Mithin  ist  62  dasjenige  Element,  das  J32  bestimmt,  und  man 
darf,  da  es  Sl  angehort;  schlieBen,  daB  ^  >  J52 . 

66.  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  so  beschaffen,  daB 
sich  zu  jedem  gegebenen   Abschnitte    dei  einen   von    ihnen 
ein  ahnlicher  Abschnitt  in  der  andern  finden  laBt  und  um- 
gekehrt,  so  sind  die  beiden  Reihen  ahnlich. 
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In  der  Tat  laBt  sich  zvrischen  den  Elementen  der  beiden  Reihen 
eine  Beziehung  herstellen,  wenn  man  die  Elemente,   die  ahnliche  Ab- 
scknitte  bestimmen,  als  sich  entsprechend  betrachtet.    Diese  Bezieliung* 
ist  nacli   der  Voraussetzung  vollstandig,   naeli  dem  letzten   Satze  des 
Art.  64  eineindeutig  und  nacl  dem  Satze  des  Art.  65  geordnet. 

67.  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  J.,  B  so  beschaffen, 
da6   zu  jedem  Abschnitt  yon  A  ein  aL.nlich.er  in  B  gehort, 
wahrend  das  Umgekehrte  nicht  statthat,  so  ist  in  B  ein  A 
ahnlicher  Abschnitt  vorhanden. 

Die  Elemente,  welche  die  Abschnitte  yon  B  bestimmen,  zu  denen 
es  in  A  keine  akoliclien  Abschnitte  gibt;  stellen  einen  Eestandteil  von 
B  dar,  der  (Art.  59)  ein  erstes  Element  \  hat.  Der  durcli  \  "be- 
stinrmte  Abschnitt  £±  yon  B  besitzt  die  Eigenschaft,  daB  es  zu  jedem 
Abschnitt  yon  B,  der  kleiner  als  jener;  also  in  ihm  enthalten  ist,  in 
A  einen  ahnlichen  Abschnitt  gibt;  andrerseits  gehoren  zu  alien  Ab- 
schnitten  yon  A  der  Yoranssetzung  nach  ihnen  ahnliche  in  By  und 
diese  sind  notwendigerweise  in  J5X  enthalten.  Daraus  folgt  (Art.  66), 
daB  A  ahnlich  B^  ist. 

68.  Sind  zwei  wohlgeordnete  Reihen  A,  B  gegeben?   so 
kana  einer  und  nnr  einer  der  folgenden  Fa  lie  statthaben: 

a)  A  ist  B  ahnlich. 

b)  Ein  Abschnitt  yon  B  ist  A  ahnlich. 

c)  Ein  Abschnitt  yon  A  ist  B  ahnlich. 

Zunachst  ist  klar,  daB  far  zwei  Reihen  A,  B  nur  die  4  folgenden. 
Falle  moglich  sind,  die  sich  gegenseitig  ausschlieBen: 

a)  Zu  jedein  Abschnitt   yon  A  gehort  ein  ihm  ahnlicher  in  B 
und  umgekehrt.     Dann  ist  A  ~  B  (Art.  66). 

b)  Zu  jedem  Abschnitt  yon  A  gehort  ein  ihm  ahnlicher  in  B, 
wahrend  das  Umgekehrte  nicht  stattfindet.     Dann  gibt  es   (Art.  67) 
einen  A  ahnlichen  Abschnitt  in  B. 

c)  Zu  jedem  Abschnitt  von  B  gehort  ein  ihm  ahnlicher  in  A, 
wahrend  das  Umgekehrte  nicht  stattfindet.     Dann  gibt   es   (Art.  67) 
einen  B  ahnlichen  Abschnitt  in  A. 

d)  Es  gibt  in  A  irgend  einen  Abschnitt,  zu  dem  in  B  kein  ahn- 
licher yorhanden  ist,  und  in  B  irgend  einen  Abschnitt,  zu  dem  in  A 
kein  ahnlicher  yorhanden  ist.    Dieser  Fall  ist  aber  unmoglich.  —  Sei 
in  der  Tat  (vgl.  Art.  67)  Al  der  kleinste  Abschnitt  yon  A,  zu  dem  es 
in  B  keinen  ahnlichen  gibt?  B1  der  kleinste  Abschnitt  von  B7  zu  dem 
es  in  A  keinen  ahnlichen  gibt.    Zu  jedem  in  A^  enthaltenen  Abschnitte 
von  A  gibt  es  dann  in  B  einen  ahnlic]ien;  der  in  B±  enthalten  ist, 
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xmd  umgekekrt;  so  daB  (Art.  66)  A^B^  AUein  das  ividersprickt 
der  Voraussetzung,  dafi  in  S  kein  Al  aknlicner  Abschnitt  rorkanden 
1st;  mitkin  ist  der  betracktete  Fall  unmoglich. 

69o  Bin  Bestandteil  einer  woklgeordneten  Reike  ist  ent- 
weder  der  Reike  selbst  oder  einem  ikrer  Abscknitte  aknlick. 

Sei  A  die  gegebene  Reike,  S  einer  ikrer  Bestandteile.  Wenn 
keiner  der  beiden  in  dem  Satze  angegebenen  Falle  stattfiadet,  so  muB 
(Art.  68)  A  einem  Abscknitte  A  von  £  ahnlick  sein.  Sei  Bf  der 
Teil  von  A',  der^  dem  Teile  S  von  A  entsprickt;  in  B'  wird  dann 
-ein  Abschnitt  A"  dem  Abschnitte  A  von  J?  aknlich  sein;  usf.  okne 
Ende.  Bezeicknet  man  mit  of,  a",  -  •  -  die  Elemente  von  A,  welcke 
^V  ^//;  '  "  '  mmittelbar  folgen,  so  wird,  weil  A"  ein  Abscknitt  von 
B'  ist;  welckes  ein  Teil  von  A  ist,  a"  notwendigerweise  von  niedri- 
gerem  Range  als  a"  sein  usf.  JSTnn  kann  in  A  (Art.  60)  keine  unend- 
licke  Reihe  von  Elemeaten  abnekmenden  Ranges  vorhanden  sein;  folg- 
lick  ist  die  gemackte  Voraussetzung  absurd. 

70.  Sind  zwei  woklgeordnete  Reiken  A,  S  merit  ahnlich  und 
gibt  es  in  A  einen  S  aknlicken  Abscknitt;  so   sagt  man,  die  trans- 
finite  Zahl  (Art.  56)   der  Reike  A  ist  groBer  als   die  der  Reike  B, 
oder  die  zweite  ist  kleiner  als  die  erste. 

Bezeicknen  wir  die  transfiniten  Zaklen  zweier  Reiken  A,  It  mit 
«,  /3,  so  folgt  aus  dein  Satze  des  Art.  68;  dafi  einer  und  nur  einer 
der  3  folgenden  Falle  stattkat: 

a»j8,     a>/8,     a<p. 

71.  Die  Ordnuiigszakl  jeder  nnendlicken  Reihe   ist 
groBer  als  die  jeder  endlicken  Reike. 

Stellt  man  namlick  eine  Beziekung  zwiscken  dem  ersten  Elemente 
der  einen.  Reike  und  dem  der  andern^  zwiscken  dem  zweiten  und 
dem  zweiten  usf.  ker,  so  ersckopft  man  scklieBlick  die  endlicke  Reike; 
ohne  daB  die  andere  ersckopft  ware. 

72.  Es  moge  jetzt  erortert  werden^  welcke  Grestalt  die  gewonnenen 
BegrifiPe  annekmen,  werm  die  Reiken?   auf  welcke  man  sie  anwenden 
will;  eine  endlicke  Anzakl  von  Elementen  entkalten. 

Zunackst  ist  eine  geordnete  Reike  von  Elementen  in  endlicker 
Anzakl  stets  woklgeordnet. 

Zwei  endlicke  Reiken  sind  imrner  und  nur  dann  aknlick,  wenn 
sie  aus  einer  gleicken  Anzakl  von  Elementen  zusammengesetzt  sind, 
Diese  Zahl;  die  den  gemeinsamen  Ckarakter  einer  ganzen  Elasse  von 

Vivanti,  Tlieorie  der  eindeutigen  analytisahen  Punktionen.  3 
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almlichen  Reihen  darsteILt,  konnen  wir  dalier  als  ihre  Ordnungs- 
zahl aiinehmen. 

Wir  konnen  uns  die  natiirliche  Zahlenreilie  folgendermaBen  ent- 
standen  denken.  Angenomraen,  es  liege  eine  aus  einein  einzigen 
Elemente  a  gebildete  Reihe  vor;  so  laBt  man  ihr  das  Zeichen  0  ent- 
spreehen  und  bezeichnet  die  Ordnungszahl  der  Reihe  mit  1.  Nimmt 
man  jetzt  zu  a  ein  neues  Element  &  hinzu,  so  laBt  man  0  dem  Ele- 
mente a,  1  dem  Elemente  6  entsprechen  und  bezeichnet  die  Ordnungs- 
zahl  der  Reihe  a,  &  mit  2.  Man  nimmt,  allgemein  gesagt;  wenn  eine 
Zahl  m  definiert  ist;  zu  der  Reihe  von  m  Elenienten;  die  zu  ihrer 
Bildung  gedient  hat,  ein  neues  Element  hinzu  und  bezeichnet;  nach- 
dem  man  den  Elementen  der  so  erhaltenen  Reihe  beziehentlich  die 
Zahlen  0, 1,  •  •  -,  m  zugeordnet,  mit  m  +  1  die  Ordnungszahl  der  Reihe. 

Daraus  folgt: 

Die  Ordnungszahl  eines  Abschnittes  der  nattirlichen  Zahlenreihe 
(die  wir  als  mit  0  beginnend  annehmen)  ist  die  Zahl;  welche  in  dieser 
Reihe  unmittelbar  dem  Abschnitte  selbst  folgt. 

Die  Ordnungszahl  einer  endlichen  Reihe  yon  Elementen  ist  das- 
selbe  Symbol,  mit  welchem  die  Anzahl  ihrer  Elemente  bezeichnet  zu 
werden  pflegt  (Kardinalzahl). 

73.  Diese  letzte  Bemerkung  wirft  ein  helles  Licht  auf  einen 
charakteristischen  Unterschied,  der  zwischen  endlichen  und  unendlichen 
Mengen  besteht. 

Hat  man  eine  endliche  Menge;  und  bringt  man  ihre  Elemente 
irgendwie  in  eine  wohlgeordnete  Reihe;  so  ist  die  Ordnungszahl  dieser 
Reihe  stets  dieselbe,  namlich  der  Anzahl  der  Elemente  der  Menge  gleich. 

Das  trifffc  fur  un endliche  Mengen  nicht  zu.  Man  kann  z.  B. 
die  aus  alien  nattirlichen  Zahlen  gebildete  Menge  u.  a.  auf  folgende 
Arten  in  eine  wohlgeordnete  Reihe  bringen: 

a)  Man  nimmt  als  erstes  Element  1  und  laBt  ihm  2;  dann  3  usf. 

folgen: 

1     9    3 

1,    ^;    3)    '  '  '- 

/3)  Man  nimmt  als  erstes  Element  2  und  laBt  ihm  3,  dann  4  usf., 
endlich  der  ganzen  Reihe  der  so  angeordneten  Zahlen  die  Zahl  1 
folgen: 

2,  3,.-.,  1. 

y)  Man  nimmt  als  erstes  Element  3  und  laBt  ihm  4,  dann  5  usf., 
endlich  der  ganzen  Reihe  der  so  angeordneten  Zahlen  die  Zahl  1  und 
dieser  die  Zahl  2  folgen: 

3,4,  ...,  1,2. 
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d)  Man  nimmt  als   erstes  Element  1  und  lafit  ihm  3;  5,  7  usf.? 
dann  der  ganzen  Reihe  der  ungeraden  ZaKLen  2,  4?  6  usf.  folgen: 
1,  3,  5,  ...,  2,  4,  6,  .... 

Die  4  so  erhaltenen  Reihen  haben  alle  eine  verschiedene  Ordnungs- 
zahl.  Tatsachlich  1st  a  dem  Abschnitte  von  ft  ahnlich,  welcher  dem  Ele- 
mente  1  vorangeht;  ft  dem  Abschnitte  yon  y}  welcher  dem  Elemente  2 
vorangeht;  endlich.  1st  a  dem  Abschnitte  von  d  ahnlich,  der  dem  Ele- 
mente 2,  ft  demjenigen,  der  dem  Elemente  4;  y  demjenigen,  der  dem 
Elemente  6  vorangeht. 

Wie  aus  diesen  Beispielen  klar  hervorgent;  steht  die  Moglicnkeit, 
die  Elemente  einer  Menge  in  wohlgeordnete  Reiken  zu  bringen,  die 
einander  nicnt  ahnlicn  sind,  in  engem  Zusammennang  mit  der  bereits 
beobachteten  Tatsache  (Art.  22) ;  dafi  zwischen  einer  nnendlicben 
Menge  und  einem  inrer  Teile  Aquivalenz  statthaben  kann. 

74,  Sind  zwei  wotlgeordnete  Reihen  gegeben;  so  erkennt  man 
leicht,  da8  ikre  Summe  und  ikr  Produkt  wiederum  woblgeordnete 
Reihen  sind.  Die  entsprecnenden  Ordnungszahlen  sind  die  Summe 
bezw.  das  Produkt  der  Ordnungszahlen  der  beiden  Reihen. 

Die  Begriffe  der  Summe  und  des  Produktes  der  Ordnungszahlen 
fiihren  sich  auf  die  gewohn lichen  zuruck;  wenn  diese  endliche  Zahlen 
sind. 

Es  laBt  sich  an  einfachen  Beispielen  nachweisen^  daB  die  Addition 
und  die  Multiplikation  der  Ordnungszahlen  im  allgemeinen  die  koni- 
mutative  Eigenschaft  nicht  besitzen.  Betrachten  wir  z.  B.  die  Reihe 
der  naturlichen  Zahlen,  deren  Ordnungszahl  mit  o  bezeichnet  werde, 
und  eine  zweite  Reihe ;  die  aus  einem  einzigen  Elemente  a  besteht 
(deren  Ordnungszahl  also  1  ist).  Die  Reihen: 

1,2,  3,  .-.,  a, 

a,  1,  2,  3,  •  •  -, 

deren  Ordnungszahlen  beziehentlich  GO  +  1  und  1  +  o  sind,  sind  nicht 
ahnlich,  weil  die  zweite  der  Reihe  der  naturlichen  Zahlen  oder  dem 
dem  Elemente  a  vorangehenden  Abschnitte  der  ersten  ahnlich  ist. 
Man  hat  also: 

1  +  C3==(D<0+1- 

Man  betrachte  ferner  die  Reihe  der  naturlichen  Zahlen  und 
auBerdem  eine  Reihe,  die  nur  aus  zwei  Elementen  gebildet  ist  (die 
also  die  Ordnungszahl  2  hat).  Die  Reihen: 
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deren  Ordnungszahlen  beziehentlich  2  •  &  und  CD  •  2  sind,  sind  nicht 
ahnlich,  well  die  erste  der  Reihe  der  natiirlichen  Zahlen  oder  dem 
dem  Elemente  \  yorangehenden  Abschnitte  der  zweiten  ahnlich  1st. 
Man  hat  also: 

2  •  co  =  o  <  co  •  2 . 

75.  Wir  haben  mit  co  die  Ordnungszahl  der  natiirlichen  Zahlen- 
reihe  bezeichnet  Sie  hat  die  Eigenschaft,  die  kleinste  aller  trans- 
finiten  (d.  h.  unendlichen  Reihen  zugehorenden)  Ordnungszahlen 
zu  sein  In  der  Tat  bildet  jeder  Abschnitt  der  nattirlichen  Zahlen- 
reihe  eine  endliche  Reihe,  so  daB  nur  die  endlichen  Ordnungszahlen 
kleiner  sind  als  CD. 

Fiigt  man  der  ganzen  nattirlichen  Zahlenreihe  ein  neues  Element  a^ 
hinzn;  so  erhalt  man  eine  Reihe  Ai}  deren  Ordnungszahl  a  +  1  ist 
(Art.  57).  Diese  Zahl  besitzt  folgende  beiden  Eigenschaften: 

Sie  ist  >  co  (veil  der  Abschnitt  yon  Aly  der  <%  vorangeht;  die 
Ordnungszahl  co  hat). 

Es  gibt  keine  Zahl?  die  grofier  als  a?  und  kleiner  als  co  +  1  ist 
(weil  ein  Abschnitt  von  A±  entweder  die  Ordnungszahl  co  hat  oder 
endlich  ist). 

Auf  analoge  Weise  gelangt  man  yon  co  +  l  zuco  +  2;co  +  3  usw. 

So  wird  die  natiirliche  Reihe  der  Zahlen,  die  man  als  Ordnungs- 
zahlen der  endlichen  Reihen  ansehen  kann,  mittelst  Hinzunahme  der 
transfiniten  Ordnungszahlen  co;  co  +  1;  co  +  2  usw.  erweitert.  In  der 

Reihe: 

0,  1,  2,  •-.,  o>,  CD  +  1,  o  +  2,  ••• 

ist  jede  Zahl  groBer  als  alle  yorangehenden;  aufierdem  besitzen  zwei 
benachbarte  Zahlen  die  Eigenschaft,  dafi  es  keine  Zahl  gibt,  die  groBer 
ist  als  die  eine  und  kleiner  als  die  andre  yon  beiden. 

Das  Prinzip  (Cantors  erstes  Erzeugungsprinzip),  das  die 
Bildung  der  Zahlen  co  +  1,  co  +  2,  •  •  •  beherrscht  und  darin  besteht, 
zu  einer  bereits  definierten  Zahl  eine  Einheit  hinzuzunehmen,  ist  das- 
selbe,  das  uns  leitete,  als  wir;  yon  der  Einheit  ausgehend;  die  ganze 
nattirliche  Zahlenreihe  bildeten.  Die  ausschlieBliche  Anwendung  dieses 
Prinzips  wurde  uns  daher  niemals  gestattet  haben,  uber  diese  Reihe 
hinauszugehen;  wir  haben  zu  diesem  Zwecke  zu  einern  neuen  Prinzipe 
(dem  zweiten  Erzeugungsprinzip)  greifen  rniissen:  zur  Bildung 
einer  neuen  Zahl  (der  Zahl  co),  die  wir  als  die  kleinste  Zahl  definierten, 
die  groBer  ist  als  alle  bereits  gebildeten.  Yermittelst  dieses  Prinzips 
konnen  wir  eine  neue  Zahl  bilden,  welche  die  Ordnungszahl  der  als 
unbeschrankt  fortgesetzt  gedachten  Reihe: 
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0    1     2    •  •  •     (D    03  4-  1     co4-2 

oder  die  kleinste  transfinite  Zahl  darstellt,  die  grofier  ist  als  alle 
diejenigen  der  Reihe  selbst.  Gleichwohl  ist  es  unnotig/  diese  Zahl 
durch  ein  vollig  neues  Symbol  zu  bezeichnen;  die  Gesetze  der  oben 
aufgesteUten  Operationen  gestatten  uns,  sie  mit  co  -  2  zu  bezeichnen. 
Ebenso  ist  CD  •  3  die  Ordnungszahl  der  Reihe: 

0,  1,  2,  -  -  -,  o,  o  +  1,  o  +  2,  -  -  -,  o  -  2,  o  -  2  +  1,  o  •  2  +  2,  •  -  - 
usf.;  co  •  co  oder  <o2  ist  die  Ordnungszahl  der  Reihe: 


A  -4  A* 

wobei  die  Gtruppen  A^  Aiy  A^  •  -  -  eine  Reihe  bilden  soUen;  die  der- 
jenigen  der  natiirlichen  Zahlen  ahnlich  ist.  In  analoger  Weise  konnen 
cos?  &*,  cow,  a?**  usw.  definiert  werden. 

Die  endlichen  Zahlen  heiBen  auch  Zahlen  der  ersten  Elasse*, 
die  mittelst  CD  und  der  endlichen  Zahlen  gebildeten  heiBea  solche  der 
zweiten  Klasse. 

Eine  Zahl  der  zweiten  Klasse  heifit  von  der  ersten  oder  zweiten 
Art,  je  nachdem  sie  mittelst  des  ersten  oder  zweiten  Prinzips  ge- 
bildet  ist,,  d.  h.  je  nachdem  sie  eine  unmittelbar  vorangehende  Zahl 
besitzt  oder  nicht. 

Es  laBt  sich  leicht  zeigen  (s.  Art.  28,  29;  30;  31),  daB  die  Ge- 
samtheit  aller  Zahlen;  die  kleiner  sind  als  eine  bestimmte 
Zahl  der  zweiten  Klasse;  abzahlbar  ist. 

76,  Es  erhebt  sich  nun  yon  selbst  die  Frage:  UmfaBt  die 
Gresamtheit  der  bisher  betrachteten  Zahlen  die  Ordnnngszahlen  aller 
nioglichen  wohlgeordneten  Reihen? 

Auf  diese  Frage  gibt  folgender  Satz  die  Antwort: 

Ist  A  eine  abzahlbare  Menge  und  greift  man  irgend  eine 
Zahl  a  der  zweiten  Klasse  heraus,  so  lassen  sich  die  Elemente 
von  A  in  eine  wohlgeordnete  Reihe  bringen;  die  derjenigen 
der  Ordnungszahlen  ahnlich  ist,  welche  a  vorangehen;  uni- 
gekehrt  ist,  wenn  dies  ftir  irgend  eine  Zahl  a  moglich  ist, 
die  Menge  A  abzahlbar. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.  Weil  die  Menge 
der  Zahlen,  die  kleiner  als  a  sind,  abzahlbar  ist  (Art.  75),  I'aBt 
sich  zwischen  diesen  Zahlen.  und  den  Elementen  von  A  eine  ein- 
eindeutige,  vollstandige  Beziehung  herstellen.  Setzen  wir  nun  fest, 
daB  von  zwei  Elementen  von  A  dasjenige  vorangehen  soil,  dem  die 
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kleinere  Zahl  entspriclit;  so  gelingt  es,  die  Elemente  von  A  in  eine 
wohlgeordnete  Reihe  zu  bringen,  die  derjenigen  der  Zahlen  ahnlich 
ist;  welche  kleiner  als  a  sind.  —  LaBt  sich  dies  umgekekrt  fiir  eine 
Zahl  cc  bewerkstelligen,  so  folgt  (Art.  56),  daB  A  und  die  Gesamtheit 
der  Zahlen,  die  Meiner  als  a  sind,  gleiehe  Machtigkeit  besitzen,  und 
daB  folglich  A  abzahlbar  ist. 

Der  aufgestellte  Satz  lafit  sich  kiirzer  so  aussprechen:  Die  Zahlen 
der  zweiten  Klasse  dienen  einzig  dazu;  alleMengen  der  ersten 
Machtigkeit  abzuzahlen,  wie  andrerseits  diejenigen  der  ersten 
Klasse  dazn  dienen;  alle  endlichen  Mengen  und  nur  diese  abzuzahlen. 

ffiernach  erscheint  es  offenbar  notwendig,  neue  Zalilen  zu  bilden, 
welche  die  Ordnungszahlen  der  nicht  abzahlbaren  Mengen  anzugeben 
vermogen.  Weil  aber  diese  Zanlen  niclit  aus  co  und  den  endlichen 
Zahlen  zusammengesetzt  werden  konnen^  da  derart  zusammengesetzte 
Zahlen  nur  geeignet  sind;  die  Mengen  der  ersten  Machtigkeit  abzu- 
z*alilen;  so  maclit  es  sicii  notig;  ein  durchaus  neues  Symbol  einzu- 
fiiliren.  Wir  werden  als  solclies  &  benutzen;  das  wir  als  die  kleinste 
transfinite  Zahl  definieren,  die  groBer  ist  als  alle  Ordnungs- 
zahlen  derjenigen  Reihen,  deren  Elemente  eine  abzahlbare 
Menge  bilden. 

Der  Gedanke?  erst  dann  eine  yollig  neue  ZaKL  &  einzufiiliren, 
wenn  alle  Zalden  erschopft  sind;  die  sich  dazu  eignen;  die  Reiten  abzu- 
zahlen,  deren  Elemente  eine  abz'ahlbare  Menge  bilden,  stellt,  gebtikrend 
verallgemeinert,  wie  sogleicli  (Art,  77)  erklart  werden  soil,  das  Hem- 
mungs-  oder  Beschrankungsprinzip  dar;  durch  welches  bestimmt 
wird,  unter  welchen  Bedingungen  ein  vollig  neues  Symbol  eingefiihrt 
werden  muB. 

Aus  der  Definition  der  Zahl  &  folgt:  Eine  transfinite  Zahl 
ist  immer  und  nur  dann  von  der  zweiten  Klasse,  wenn  die 
Gesamtheit  der  ihr  vorangehenden  Zahlen  abzahlbar  ist;  und 
daraus  folgt  weiter:  Die  Gesamtheit  aller  Zahlen,  die  kleiner 
als  &  sind,  ist  nicht  abzahlbar. 

Perner  laBt  sich  zeigen,  daB  es  keine  nicht  abzahlbare  Menge 
von  geringerer  Machtigkeit  als  derjenigen  der  Menge  Waller 
Ordnungszahlen  gibt,  die  kleiner  als  &  sind,  oder,  was  dasselbe 
ist,  daB  die  Machtigkeit  der  Menge  Z  die  kleinste  Machtig- 
keit nach  der  ersten  ist.  Sie  wird  deshalb  die  zweite  Machtig- 
keit genannt.  Bezeichnet  wird  sie  gewohnlich  mit  Kr 

Angenommen,  es  gebe  eine  nicht  abzahlbare  Menge  A,  die  eine 
geringere  Machtigkeit  besaBe  als  die  Menge  Z.  Der  Definition  ge- 
maB  gibt  es  dann  eine  in  Z  enthaltene  und  A  aquivalente  Menge  Zr 
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Wir  bezeicknen  mit  Y  die  woklgeordnete  Reike  der  Zaklen,  die  kleiner 
sind  als  J&;  mit  Y1  die  woklgeordnete  Reike  (Art.  59) ;  die  man  er- 
halt;  wenn  man  die  Elemente  yon  Z±  nach  zunekmender  GroBe  ordnet. 
Weil  jeder  Abscknitt  von  Y  abzaklbar,  Z±  es  aber  nicht  ist,  so  ist 
Z±  der  Menge  der  Eleniente  keines  Abscknittes  yon  Y  aquivalent, 
nnd  YI  ist  deskalb  (Art.  56)  keinem  Absclinitte  yon  Y  ahnlich.  Weil 
nun  YI  ein  Bestandteil  yon  Y  ist,  so  folgt  daraus  (Art.  69);  daB  Y± 
ahnlick  Y,  folglick  Z±  aquiyalent  Z  nnd  mitkin  A  'aqniyalent  Z  ist 
—  gegen  die  Voraussetzung. 

77.  Mittelst  der  Zakl  £l?  der  Zakl  co  und  der  endlicken  Zaklen 
nnd  nnter  Anwendnng    der   beiden  Erzeugungsprinzipien  lassen  sick 
nene  transfinite  Zaklen  bilden.     Darauf  wird  man  gemafi  dem  Hem- 
mnngsprinzip    eine   yollig   nene   Zakl   erst    dann   einfiihren    diirfen, 
wenn  die  Gresamtkeit  der  gebildeten  Zahlen  eine  kokere  Macktigkeit 
erreicht  kat  als  die  zweite. 

Das  besckriebene  Verfahren  nimmt;  me  man  siekfc,  keinEnde;  und 
die  Bildung  einer  yollig  neuen  Zakl  ist  durck  den  Umstand  bedingt^ 
daB  die  Gesamtkeit  aller  bereits  definierten  Zaklen  eine  kokere  Macktig- 
keit als  diejenige  der  Menge  aller  Zaklen  besitzt;  die  kleiner  sind  als 
irgend  eine  der  sckon  definierten  Zaklen  (Hemmungsprinzip). 

78.  In  jeder  Menge  von  Ordnungszaklen  gibt  es   eine; 
die  kleiner  ist  als  alle  andern. 

Bildet  man  namlick  aus  der  gegebenen  Menge  eine  geordnete 
Reike,  indem  man  die  Elemente  nack  zunehmender  GrroBe  anordnet? 
so  ist  diese  (Art.  59)  als  Bestandteil  der  Reike  aller  Ordnungszaklen 
woklgeordnet;  folglick  kat  sie  ein  erstes  Element.  Dies  ist  das  kleinste 
ikrer  Elemente. 

79.  Eine  abzaklbare  Reike  fallender  transfiniter  Zahlen 
ist  endlick. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  von  demjenigen  des  Artikels  60. 

Anwendung  der  Theorie  der  transfiniten.  Zahlen  anf  die 
Mengenlehxe. 

80.  In  Artikel  7  ist  gezeigt  worden,  daB  for  jedes  beliebige  A 
die   erste   Ableitung  A'   die   zweite   Ableitung  A'   enthalt.      Ebenso 
enthalt  A"  auck  A",  A"  auck  A17  usw.     Es  kann  vorkommen,  daB 
die  Mengen: 

A9  A  ,  A  ;  •  •  •, 
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von  denen  jede  die  folgende  enthalt,  gemeinsanie  Elemente  besitzen; 
die  Gesamtheit  dieser  heiBt  die  Ableitung  co-ter  Ordnung  von  A 
•and  wird  mit  A^  bezeichnet.  Die  Ableitungen  von  A^  werden  der 
Reihe  nach  mit: 


und  die  Gesamtheit  der  ihnen  gemeinsamen  Elemente  mit  A^  2)  usw- 
bezeichnet.  In  demselben  Sinne  ist  A^  die  Gesamtheit  der  alien 
Mengen  AW  genaeinsamen  Elemente,  wo  cc  irgend  eine  Zahi  der  ersten 
oder  zweiten  Klasse  ist. 

Man  sieht,  daB  die  Ordnungen  der  Ableitungen,  die  wir  auf 
diese  Weise  nach  und  nach  bilden,  von  den  transfiniten  Zahlen 
durchaus  nicht  verschieden  sind;  man  bemerkt  aufierdem,  daB,,  wenn 
a  eine  Zanl  der  ersten  Art  ist  (Art.  75),  AW  die  Ableitung  von  AW 
im  gewonnlichen  Sinne  des  Wortes  ist,,  sobald  nur  a  =  /3  +  \,  da& 
aber,,  wenn  cc  von  der  zweiten  Art-  ist,  A^  die  Menge  der  alien 
AM  gemeinsamen  Elemente  ist,  wobei  y  die  ganze  Beihe  der  Zahlen 
durcnl'auft,  die  kleiner  als  a,  sind. 

81.  Jede  abgeleitete  Menge  ist  abgeschlossen. 

Sei  AW  die  Ableitung  #-ter  Ordnung  einer  Menge  A,  wo  a  eine 
beliebige  Ordnungszatl  ist. 

Ist  a  eine  Zanl  der  ersten  Art,  so  ist,  wenn  man  a  =  /3  +  1  setzt, 
AW  die  erste  Ableikuig  von  AW  und  folglich  (Art.  7  und  8)  abge- 
schlossen. 

Ist  dagegen  cc  von  der  zweiten  Art,  so  nehmen  wir  zunachst  cc  =  o> 
an,  und  zwar  ist  nur  der  Fall  zu  betrachten,  daB  AW  eine  unendliche 
Menge  ist.  Ist  dann  n  irgend  eine  endliche  Zahl,  so  ist,  da  JH  in  A^ 
entHalten  ist,  A^+V  in  A(*+*>  enthalten  (Art.  6);  die  Elemente  von 
J.(«+1)  gehoren  folglich  alien  Mengen  A'}  A",  *  •  -  und  deshalb  der 
Menge  A(^  der  alien  diesen  Mengen  gemeinsamen  Elemente  an.  — 
Sei  jetzt  cc  =  o  •  2.  Bezeichnet  y  irgend  eine  Zahl,  die  kleiner  ist  als 
0-2,  so  ist  A&  ^  in  ^(y)  md  folgUch  A(«'2+V  in  ^LC^1)  enthalten; 
nun  ist,  da  AM  abgeschlossen  ist,  wie  beschaffen  auch  y  <  co  •  2  sei 
(me  eben  gezeigt  worden),  J.(»-a+i)  ^  ^  mjthin  in  A^  2)  enthalten, 
das  aus  der  Gresamtleit  der  alien  Mengen  AM  gemeinsamen  Elemente 
besteht.  In  dieser  Weise  kann  man  fur  jede  Zahl  der  zweiten  Klasse 
fortfahren. 

82.  Eine  Punktmenge  A  ist  von  der  ersten  oder  zweiten. 
G-attung  (Art  6),  je  nachdem  AW  Null  ist  oder  nichi 

Ist  A  von  der  ersten  Gattung,  so  ist  offenbar  JH  «=  0. 
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1st  A  von  der  zweiten  Gattung  und  nimmt  man,  um  eine  bestimmte 
Yorstellung  zu  Haben,  an,  seine  Punkte  lagen  auf  einer  endlichen 
Strecke,  so  miissen,  wenn  man  sie  halbiert,  wenigstens  die  in  einein 
der  "beiden  Teile  euttaltenen  Punkte  von  A  eine  Menge  der  zweiten 
Gattung  bilden.  Setzt  man  diese  Betrachtung  in  bekannter  Weise  fort 
(vgl.  Art.  5),  so  kommt  man  zu  dem  Sclilusse,  daB  in  der  Strecke  wenig- 
stens ein  solcher  Punkt  p  vorlianden  1st,  daB  in  jeder  Umgebung  des- 
selben^eine  Punktmenge  zweiter  Gattung  von  A  enthalten  ist.  1st  B 
diese  in  einer  Umgebnng  s  von  p  entbaltene  Menge,  so  kann  man, 
well  _&*)  fur  jedes  n  nicht  Null  ist  und  einen  Bestandteil  von  AW 
bildet;  sagen;  in  e  seien  Punkte  von  A^  entkalten.  Daraus  folgt, 
da8  p  eine  Grrenzstelle  von  AW  ist,  oder  daB  es  J.("+1)  angehort 
Demnacn  genort  p  den  Punktmengen  A',  A!",  Ajr?  -  -  •  und  folglich 
A^  an;  das  also  niclit  Null  ist. 

83.  LaBt  sicli  eine  Zahl  cc  der  ersten  oder  zweiten  Klasse 
angeben,  fur  die  J>>  abzahlbar  ist,  so  ist  es  auch  A'  und 
niithin  (Art.  51)  A. 

Wenn  eine  Menge  P  eine  zweite  Q  enthalt,  so  werden  wir  mit 
P  —  Q  die  Gesamtbeit  der  Elemente  von  P  bezeichnen,  die  Q  niclit 
angekoren. 

Dementspreckend  kann  man  sich.  leicht  von  der  Richtigkeit 
folgender  Gleichung  iiberzeugen: 


A  =  (A1  -  A"}  +  (A"  -  A"1)  +  •••  +  AM  -  ^(A^  -  ^fr+U)  + 


Die  Glieder  der  Summe  £(AW  —  Ab  +  ^  bilden  eine  endliche  oder 
abzahlbare  Menge  (Art.  75),  und  jedes  von  ihnen  stellt  eine  isolierte, 
also  abzahlbare  Menge  dar  (Art.  50),  also  ist  die  Gesamtheit  ihrer 
Elemente  abzaklbar  (Art.  30).  Vorausgesetzt  also,  daB  A^  abzahlbar 
ist,  wird  es  A'  ebenfalls  sein  (Art.  29). 

84.  Ist  A  abzahlbar,  so  gibt  es  eine  erste  Zanl  a  der 
ersten  oder  zweiten  Klasse,  fiir  welche  A&  =  0  ist. 

Wir  schreiben  analog,  wie  wir  es  sclion  im  vorigen  Artikel  getan: 


Wenn  keine  der  Mengen  AW  Null  ist,  so  kann  AM,  da  es  als 
Bestandteil  der  abzahlbaren  Menge  A  (Art.  26)  gleiekfalls  abz*anlbar 
ist,  nicht  perfekt  sein  (Art.  49),  und  deslialb  wird  A&  —  J.fr+1)  niclit 
Null,  Mithin  ist  die  Gresamtheit  der  Glieder  der  Summe,  die  in  der 
angegebenen  Gleiclmng  auftritt,  niclit  abzahlbar  (Art.  76),  und  keins 
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TOD.  ihnen  stellt  eine  0-Menge  dar.    Daraus  folgt,  daB  A'  —  gegen  die 
Voraussetzung  —  nicht  abzablbar  1st. 

Es  gibt  daher  Zahlen  y  der  ersten  oder  zweiten  Klasse,  for  welche 
AM  Null  isfc.  Unter  ihnen  gibt  es  notwendigerweise  eine  kleinste 
(Art.  78). 

85.  Wenn  A  irgend  eine  Menge  1st,  so  1st,  je  nachdem 
A  abzahlbar  ist  oder  nicht,  AM  Null  oder  niclit. 

1st  A  abzahlbar,  so  gibt  es  (Art.  84)  eine  Zahl  y  der  ersten 
oder  zweiten  KLasse;  fur  welche  A^=Q  ist.  Daraus  folgt  AM=Q, 

Wir  nehmen  jetzt  an,  A  sei  nicht  abzahlbar.  Wenn  wir  uns, 
um  eine  bestimmte  Vorstellung  zu  haben,  A  als  in  einer  endlichen 
Strecke  enthalten  denken,  so  gelangen  wir  durch  eine  bereits  ange- 
stellte  Betrachtung  (Art.  82)  zu  dem  Schlusse,  daB  es  in  der  Strecke 
einen  solchen  Punkt  p  gibt,  daB  jede  Umgebung  desselben  eine  niclit 
abzahlbare  Menge  yon  Elementen  yon  A  enthalt.  Bezeichnet  man  die 
in  der  Umgebung  e  yon  p  enthaltene  Menge  mit  B,  so  ist  BW  fur  keine 
Zahl  der  ersten  oder  zweiten  Klasse  Null  (ja;  nicht  einmal  abzahlbar, 
s.  Art.  88)5  weil  nun  J3^  in  A^  enthalten  ist,  enthalt  die  Umgebung  s 
Punkte  yon  A^a\  Daraus  folgt,  daB  p  eine  Grenzstelle  yon  A^  ist 
oder  in  A^a+^  enthalten  ist  und  mithin  (Art.  81)  AW  fur  jedes  be- 
liebige  a  angehort;  der  Definition  yon  A^  entsprechend  gehort  es 
daher  AM  an.  FolgHch  ist  AM  nicht  Null. 


86.  Ist  A  irgendwelche  Punktmenge;  so  ist  AM  perfekt1). 

Wir  denken  uns  A  als  in  einer  Strecke  a  6  enthalten  und  weisen 
zuyorderst  nach,  daB  AM  nicht  aus  einem  einzigen  Punkte  p  dieser 
Strecke  bestehen  kann.  Angenommen,  es  sei  AM=p^  go  halbiere 
man  ap  in  ai}  dann  a^p  in  «2  usw.  Bezeichnen  wir  dann  die  in  der 
Strecke  an_1an  enthaltene  Teilmenge  yon  A  (wobei  wir  aQ  =  a  an- 
nehmen)  mit  Bn,  so  ist,  da  SM  ja  AM  angehort  und  AM  aus  dem 
einzigen  Punkte  p  besteht,  welcher  der  Strecke  an_l  an  nicht  ange- 
hort, BM  =  Q  und  Bn  abzahlbar  (Art.  85);  nun  ist  die  Gesamtheit 
der  Strecken  an_lan  abzahlbar  ;  folglich  (Ait.  30)  ist  es  auch  der  in 
ap  enthaltene  Teil  yon  A.  Analog  beweist  man,  daB  es  der  in  pb 
enthaltene  Teil  yon  A  ist,  so  daB  (Art.  29)  —  gegen  die  Voraus- 
setzung  —  A  abzahlbar,  also  AM  Null  ist  (Art.  85). 

Demnach  wird  mit  Rucksicht  darauf,  daB  die  Menge  AM  abge- 
schlossen  ist  (Art.  81),  zur  Begrundung  des  Satzes  der  Nachweis  ge- 


^  Cieser  ^atz  innfafit  auch  den  besonderen  Fall,  dafi  A"  abzahlbar,  also 
)  Null  isfc  (Art.  85),  da  ja  eine  0-Menge  perfekt  ist,  weil  mit  ihrer  Ableitung 
identisch,  die  gleichfalls  Null  ist, 


Anwendung  der  Theorie  der  transfmiten  Zahlen  usf.  43 

niigen,  daB  sie  in  sick  diclit  ist,  d.  h.  da6  jeder  ihrer  Punkte  eine 
ihrer  Grenzstellen  ist.  1st  aber  q  em  Punkt  der  Menge  AM,  der  keine 
ihrer  Grenzstellen  ware,  so  laBt  sich  eine  Umgebung  e  yon  q  angeben, 
welche  auBer  q  selbst  keinen  weiteren  Punkt  von  AM  enthalt.  Ist 
C  die  in  s  enthaltene  Teilmenge  von  A,  so  ist  CM  die  in  e  ent- 
haltene Teilmenge  von  AM9  beschrankt  sich  also  auf  den  einzigen 
Punkt  q,  was  als  unmoglich  erwiesen  worden  ist. 

87.  Ist  A  irgend  eine  Menge,  so  ist  die  Menge  R=Af— 
abzahlbar. 


Da  AM  perfekt  ist  (Art.  86)  und  E  keine  Punkte  mit  AM  ge- 
mein  hat,  kann  kein  Punkt  von  R  Grenzstelle  von  AM  sein,  d.  h.  fur 
jeden  Punkt  von  H  lafit  sich  eine  Umgebung  des  Punktes  selbst  be- 
stimmen,  die  keinen  Punkt  von  AM  enthalt.  Sei  db  das  Interval!, 
in  dem;  wie  wir  annehmen  wollen,  die  Menge  A  enthalten  ist,  und 
betrachten  wir  den  Teil  von  ab,  der  (einmal,  mehrere  oder  unendlich 
viele  Male)  von  den  erwahnten  Umgebungen  bedeckt  wird;  die  sich 
natiirlich  ganz  oder  teilweise  iiberdecken  konnen.  Dieser  wird  aus 
einer  Menge  getrennter  IntervaHe  bestehen,  die  (Art.  47)  endlich  oder 
abzahlbar  ist.  Wir  konnen  diese  Intervalle  daher  mit  e1?  £2?  -  •  •  be- 
zeichnen.  Sei  Rn  der  in  sn  enthaltene  Teil  von  R.  Da  E  in  A'  ent- 
halten ist,  so  ist  RM  U11<i  folglich  R&\  das  nur  einen  Teil  davon 
bildet?  in  J.(1+-i2)  oder  auch  AM  enthalten.  Nun  enthalt  aber  sn  kein 
Element  von  AM]  mithin  ist  RM  «  0,  A^2W  (Art.  85)  und  folo-lich 
(Art.  30)  R  abzahlbar. 

88.  Ist  J/nicht  abzahlbar^  so  gibt  es  eine  ersteZahl  a  der 
ersten  oder  zweiten  Klasse  von  der  Art,  daB  A^  perfekt  ist. 
"Wir  greifen  auf  die  Grleichung  (Art.  84): 


}  -  A(r  +  a)) 

zuriick  und  stellen  sie  der  andern  gegeniiber  (Art.  87): 


Daraus  folgern  wir  (s.  Anm.  zu  Art.  53): 


Ware  keine  der  Mengen  AM  perfekt,  so  wiirde  keine  der  Mengen 
—  J.C/+1))  Null  und,  weil  die  Gesamtheit  der  Glieder  der  Summe 
nicht  abzahlbar  ist  (Art.  76),  auch  R  es  nicht  sein,  wahrend  doch  R 
bekanntlich  abzahlbar  ist  (Art.  87).  Folglich  gibt  es  Zahlen  y,  fiir 
welche  AM  perfekt  ist  5  und  unter  ihnen  gibt  es  (Art.  78)  eine  kleinste. 
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89.  Aus  den  Satzen  der  Art.  84,  87;  88  erhalt  man  mit  Kiick- 
sicht  auf  denjenigen  des  Art.  53  die  folgenden: 

1st  A  eine  abgesehlossene  abzahlbare  Menge,  so  gibt  es 
eine  erste  Zahl  a  der  ersten  oder  zweiten  Klasse  von  der 
Art,  daB  A^=Q  1st. 

1st  A  eine  abgeschlossene  nicht  abzahlbare  Menge,  so 
gibt  es  eine  erste  Zahl  a  der  ersten  oder  zweiten  Klasse  yon 
der  Art,  daB  AW  perfekt  ist;  dann  ist  die  Menge  E  =  A  —  A^ 
abzahlbar. 

Als  Korollar  ergibt  sich: 

Eine  abgeschlossene  Menge  A  laBt  sich  stets  in  zwei 
Teilmengen  R,  S  zerlegen: 

A  =  E  +  S, 

von  denen  die  eine  E  abzahlbar,  die  andere  S  perfekt  ist. 
Die  Menge  S  ist  immer  und  nur  dann  Null,  wenn  A  abzahl- 
bar  ist. 

90.  Ist  A  eine   perfekte,    in   keinem  Intervalle  uberall 
dichte   lineare  Punktmenge1),  so   laBt   sich  eine    abzahlbare 
und    in    sich    dichte   Punktmenge    bilden;    die    A   zur    ersten 
Ableitung  hat. 

Wir  dfirfen  die  Punktmenge  A  als  in  einem  bestimniten  end- 
lichen  Intervalle  d  entha^tpp.  voraussetzen  und  werden  die  Gesamtheit 
der  Punkte  von  d  mit  I  iJtJzeichnen.  Setzen  wir: 

A  +  S-I, 

so  bezeichnet  S  die  Gresamtheit  der  Punkte  des  Intervalles  d,  welche 
der  Menge  A  nicht  angehoren.  Weil  nun  A  keine  Grenzstelle  hat^ 
die  nicht  A  selbst  angehorte,  laBt  sich  fur  jeden  Punkt  von  B  eine 
Umgebung  des  Punktes  selbst  angeben;  die  kein  Element  von  A  ent- 
halt.  Diese  Umgebungen,  die  sich  selbst  ganz  oder  teilweise  tiber- 
decken  konnen,  werden  einrnal,  mehrere  oder  unendlich  viele  Male 
einen  bestimmten  Teil  des  Intervalls  d  bedecken,  der  aus  einer  end- 

1)  tiber  die  Beschafienheit  solcher  Mengen  lafit  sich  folgender  Satz  be- 
weisen:  Jede  abgeschlossene  (und  folglich  insbesondere  jede  perfekte) 
lineare  Punktmenge,  die  in  keinem  Teile  eines  Intervalles  d,  daa 
sie  enthalt,  uberall  dicht  iat,  besteht  aus  den  Endpunkten  einer 
ira  ganzen  Tntervall  &  uberall  dichten  Menge  von  Intervallen  und 
aus  den  Grenzstellen  der  Gresamtheit  dieser  Endpunkte.  —  Als  Bei- 
spiel  einer  perfekten,  in  keinem  Interval!  uberall  dicnten  linearen  Menge  konnen 

00  c 
wir   die  Menge   der  Zahlen    ^S~   anfuhren,   wo    die  Konstanten  cn  nur    die 

n  =  i&n 
Werte  0  und  2  annebmen  konnen. 
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lichen  oder  abzahlbaren  (Art.  47)  Menge  getrennter  IntervaUe  besteht. 
Wir  nennen  die  Menge  der  linken  Endpunkte  P,  diejenige  der  rechten 
Endpunkte  Q  und  setzen: 

C=P+Q. 

Die  aus  der  Vereinigung  der  beiden  abzahlbaren  Mengen  P,  Q 
gebildete  Menge  G  ist  abzahlbar  (Art.  29). 

AuBerdem  ist  sie  in  sich  dicht.  Sei  namlich  e  irgend  einer  ihrer 
Punkte,  7  irgend  eine  Umgebung  desselben.  Die  Umgebung  y  ent- 
halt  dann  sicher  Punkte  YOU  A,  well  c  sonst  kein  Endpunkt  eines 
der  betrachteten  Interralle  sein  wiirde;  nun  rmiB  y,  weil  A  in  keinem 
Teile  von  d  nberall  dicht  ist,  auck  Punkte  enthalten,  die  A  nicht 
angehoren.  Daraus  folgt,  da8  innerhalb  y  notwendig  Punkte  von  P 
und  Punkte  von  Q,  also  Punkte  von  C  vorkommen;  und  da6  mitkin 
jeder  Punkt  von  C  Grenzstelle  von  G  selbst  ist;  so  daB  G  in  sich 
dicht  ist. 

Wir  betrachten  nun  einen  Punkt  von  C' ';  in  jeder  Umgebung 
desselben  werden  sich  Punkte  von  C  und  folglich  nach  dem;  was  eben 
bemerkt  worden,  Punkte  von  A  finden,  so  daB  die  Punkte  von  Cr 
Grenzstellen  von  A  sind  und  deshalb  —  da  A  perfekt  ist  —  A  selbst 
angehoren.  Uingekehrt  werden,  da  A  in  keinem  Teile  von  d  liberal! 
dicht  ist,  in  jeder  Umgebung  irgend  eines  seiner  Punkte  auch  Punkte 
von  B  und  folglich  von  G  liegen,  so  daB  jeder  Punkt  von  A  der 
Menge  0'  angehort. 

Daraus  folgt  A=*C'9  und  die  Menge  C  genligt  alien  Bedingungen 
des  Satzes. 

91.  Jede  lineare  perfekte  Menge  besitzt  die  Machtig- 
keit  des  Kontinuums. 

Sei  A  eine  perfekte  Menge  von  Punkten  einer  Strecke  §.  Ist 
sie  in  einem  Teile  s  von  d  (oder  auch  im  ganzen  d)  iiberall  didit, 
so  enthalt  sie  alle  Punkte  von  «;  in  der  Tat  smd  alle  diese  Punkte 
ihr  zngehorige  Grrenzstellen  und  miissen  ihr  folglich;  weil  A  perfekt 
ist,  angehoren.  Die  Machtigkeit  von  A  ist  also  (Art.  26)  ^>  derjenigen 
der  Gesamtheit  der  Punkte  von  s-:  nun  ist  diese  (Art.  38)  gleich  der- 
jenigen der  Gresamtheit  der  Punkte  von  8,  welche  ihrerseits  (Art.  26) 
^  derjenigen  von  A  ist.  Daraus  folgt,  daB  A  die  Machtigkeit  des 
Eontinuums  besitzt. 

Wir  wolleu  jetzt  annehmen,  A  sei  in  keinem  Teile  von  8  liberal! 
dicht.  Dann  laBt  sich  (Art.  90)  eine  abzahlbare  und  in  sich  dichte 
Menge  C  bilden,  welche  A  zur  Ableitung  hat;  da  A  nicht  abzahlbar 
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1st  (Art.  49),  so  entk'alt  A  auBer  denen  von  C  nock  andre  Punkte7 
und  man  kann  sckreiben: 

A  =  C  +  D, 

worin  die  Menge  D  siclier  nickt  Null  ist.  Die  Gresarntkeit  der 
Intervalle,  deren  Endpunkte  die  Menge  C  bilden,  werde  mit  I  be- 
zeicknet. 

Zwischen  zwei  beliebigen  dieser  Intervalle  sind  andre  Intervalle 
der  Menge  I  entkalten;  es  wiirden  in  der  Tat,  wenn  dies  nicht  der 
Pall  ware,  in  irgend  einem  Teile  der  zwiscken  den  beiden  betreffen- 
den  Interyallen  entkaltenen  Strecke  Pnnkte  von  A  liegen,  und  daker 
A  innerkalb  dieser  Strecke  iiberall  dickt  sein,  was  ausgescklossen 
ist.  Wir  bringen  jetzt  die  Intervalle  der  Menge  I  in  eine  Reike  von. 
abnekmender  GroBe  (ygl.  Art.  47): 


nnd  nekmen  auf  irgend  einer  Strecke  6  eine  Punktmenge: 


an?  die  abzaklbar,  innerkalb  der  ganzen  Strecke  6  iiberall  dickt  ist 
und  deren  Endpunkte  nickt  entkalt.  Wir  konnen  dann  zwiscken  den 
Elementen  der  beiden  Mengen  I,  L  eine  eineindentige,  vollstandige 
Bezieknng  derart  kerstellen,  da6;  wenn  sick  ein  Intervall  s  reckts- 
yon  einem  andern  in  der  Strecke  8  befindet,  der  dem  ersteren  ent- 
spreckende  Punkt  sick  reckts  YOB.  dem  Pnnkte  befindet,  der  dem. 
andern  im  Abscknitte  &  entsprickt.  Zu  diesem  Zwecke  lafit  man  Yor 
allem  dem  InterYaJle  £t  den  Punkt  \  entsprecken,  den  wir  auck  p1 
nennen  werden.  In  L  sind  sicker  Punkte  Yorkanden,  die  sick  in  bezug 
auf  ^  in  derselben  relativen  Lage  befinden,  in  welcker  sick  £2  in  bezug 
auf  si  befindet;  ist  lrn  derjenige  Yon  iknen,  welcker  den  niedrigsten 
Index  hat,  so  bezeicknen  wir  ikn  mit  p%  und  betrackten  ikn  als  komo- 
log  zu  f2.  Taki-t  man  in  dieser  Weise  fort,  so  entsprickt,  wie  man 
siekt,  jedeua  Abscknitte  s.  ein  und  nur  ein  Punkt  lr,  oder  jp£,  Man 
bemerkt  leickt,  daB  kein  Punkt  I  Yon  der  Beziekung  ausgescklossen 
bleibt.  Sind  namlick  die  Punkte  plf  p2,  -  •  •,  ps  wirklick  bestimmt  und 
ist  lt  unter  den  Yerbleibenden  Punkten  I  der  Punkt  Yom  niedrigstea 
Index,  so  sind  in  der  Menge  I  sicker  Interfile  Yorkanden,  welcke 
sick  in  bezug  auf  £1;  £2;  •  •  -,  ss  in  derselben  relatiren  Lage  befinden, 
in  welcker  sick  lt  in  bezug  auf  p±,  pzy  -  •  -,pa  befindet;  zu  demjenigen 
unter  iknen,  der  den  niedrigsten  Index  kat,  ist  dann  in  L  offenbar 
der  Punkt  lt  komolog. 


Anwendung  der  Theorie  der  transfmiten  Zahlen  usf.  47 

Wir  bezeichnen  mit  Jdie  Gesamtheit  der  Punkte  des  Abschnittes  6 
und  definieren  die  Menge  M  mittelst  der  Gleichung: 

J=L  +  M. 

1st  m  ein  Punkt  von  M  und  nimmt  man  eine  linke  Umgebung 
desselben,  so  liegen  in  dieser  sicher  Punkte  der  Menge: 

L^pup*,  •••; 

ph  sei  derjenige  von  ihnen,  der  den  niedrigsten  Index  hat.  Wir  nehinen 
eine  neue  Umgebung  links  von  m,  die  nicht  von  groBerer  Lange  als 
der  Halfte  der  vorigen  ist  und  p^  nicht  enthalt,  und  p^  sei  von  den 
darin  enthaltenen  Punkten  p  derjenige  vom  niedrigsten  Index;  und 
so  fort.  Die  Punkte  ph^  p^,  •  •  •  werden  eine  Folge  mit  wachsenden 
Indices  bilden,  die  von  links  nach  rechts  forts chreitet  und  m  zur 
Grenze  hat.  Ebenfalls  von  links  nach  rechts  werden  die  homologen 
Intervalle  s^,  e^,  •  -  •  fortschreiten  und  sich  folglich  —  da  ihre  GroBe 
mit  wachsenden  Indices  abnimmt  —  unbegrenzt  einem  bestimmten 
Punkte  n  nahern;  der  A  angehort,  weil  in  jeder  Nahe  desselben 
Punkte  von  C  und  folglich  von  A  vorkommen.  Man  kann  gleichwohl 
zeigen,  daB  er  C  nicht  angehort.  Ware  er  n'amlich  ein  (selbstver- 
st'andlich  linker)  Endpunkt  eines  Intervalles  sk,  so  "wurde  der  sk  in  6 
entsprechende  Punkt  pk  sich  rechts  von  alien  Punkten  phi)  p^}  •  -  - 
befinden  und,  da  er  nicht  mit  m  zusammenf alien  kann,  weil  dieses 
L  nicht  angehort,  rechts  von  m  stehen.  Nennt  man  daher  ps  irgend 
einen  von  den  zwischen  m  und  pk  enthaltenen  Punkten  p,  so  miiBte 
es  rechts  von  alien  Intervallen  eh^  s^,  •  •  •  und  links  von  skj  also  links 
vom  Punkte  n  stehen;  allein  das  ist  unmoglich,  weil,  wenn  man  links 
von  n  eine  Umgebung  von  geringerer  Breite  als  ^  nimmt,  in  ihr 
sicher  Intervalle  eh.  vorkommen.  Mithin  gehort  der  Punkt  n  der 
Menge  D  an. 

Halten  wir  den  Punkt  m  fest  und  nehmen  wir  die  Folge p^yp^r  •  -  * 
auf  verschiedene  Weise,  so  erhalten  wir  eine  Folge  sf^?  s^  -  -  •  von 
Intervallen,  die  von  denen  der  ersten  verschieden  sind.  Die  Grenze  n 
andert  sich  gleichwohl  nicht,  weil  jedes  Interval!  e,  das  rechts  von 
alien  denen  der  ersten  Folge  steht,  ebenso  rechts  von  alien  denen 
der  zweiten  stehen  muB  und  umgekehrt. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  lassen  sich  umkehren,  indem 
man  von  einem  Punkte  n  von  D  ausgeht,  um  zu  einem  Punkte  m 
von  M  zu  gelangen. 

Damit  ist  zwischen  den  Punktmengen  D  und  M  eine  einein- 
deutige,  vollstandige  Beziehung  hergestellt;  man  hat  daher: 

D~  M. 
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Da  andrerseits  G  nnd  L  abzahlbar,  A  "(Art.  49)  und  J  (Art.  36) 
nicht  abz'ahlbar  siad;  hat  man  (Art.  32): 

A~D,    J~M. 
Daraus  folgt: 

=  A~J, 

d.  L  A  =  X. 

92.     Jede   abgeschlossene    lineare    Menge    ist    entweder 

abzahlbar,   oder  besitzt   die  Machtigkeit   des  Kontinuums1). 

Fur  jedwede  abgescKLossene  Menge  war  (Art.  89)  gefunden  worden: 

A  =  R  +  S, 
Ym  R  abzahlbar  und  S  perfekt  ist.     Ist  S  Null,  so  hat  man: 


also  ___ 

ist  S  perfekt,  so  hat  man  (Art.  32): 
also  (Art.  91):  __  ~     ' 

93.  Jede  perfekte  Menge  yon  Punkten;  die  in  einem 
Raume  yon  einer  beliebigen  Zahl  n  yon  Dimensionen  liegen, 
besitzt  die  Machtigkeit  des  Kontinuums. 

Wir  setzen  der  Einfachheit  wegen  n  =  2  und  denken  uns  weiter- 
hin  die  Punkte  der  perfekten  Menge  A  innerhalb  des  Quadrates  ge- 
legen,  das  die  Strecken  Of  der  beiden  rechtwinkligen  Koordinaten- 
achsen  als  benachbarte  Seiten  hat.  Wir  nennen  dann: 

B  die  Gresamtheit  der  Punkte  des  Quadrates, 

BI  die  Gresamtheit  der  Punkte  yon  B,  fur  welche  beide  Koordi- 
naten  irrational  sind, 

B2  die  Gresamtheit  der  Punkte  yon  B,  fur  welche  nur  eine 
Coordinate  irrational  ist; 

B3  die  Gesamtheit  der  Punkte  yon  B,  fur  welche  beide  Koord> 
naten  rational  sind, 

AU  A2y  A3  die  beziehentlich  in  JB1;  B2)  BB  enthaltenen  Bestand- 
teile  yon  A. 


1)  Cantor  hat  wiederliolt  versicliert,  dafi  dieser  Satz  fiir  a  lie  linear  en 
Mengen  gelte,  ein  stronger  Beweis  dafiir  ist  aber  noch  nicht  geliefert  worden. 
Der  von  P.  Tannery  470  ist  nngenugend  Levi  262  teilt  zwar  mit,  er  habe 
diesen  Satz  bewieeen,  sein  Beweis  ist  aber  bisher  noch  nicht  veroffentlicht  worden. 
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Wir  wollen  dann  naehweisen,  daB  A^  und  A2  eutweder  endlich 
oder  abzahlbar  sind  oder  die  Machtigkeit  des  Kontimmins  besitzen, 
tmd  daB  A3  abzahlbar  ist. 

Betrachten  wir  zunachst  Al}  so  wollen  wir  voraussetzen,  es  sei 
weder  endlich  noeh  abzahlbar. 

Wir  setzen  auf  einer  bdiebigen  Geraden  einen  Nullpunkt  fest, 
nehmen  auf  ihr  die  Strecke  01  an  und  nennen: 

G  die  Gesamtheit  der  Punkte  der  Strecke, 

01  die   Gesamtlieit  der  Punkte  yon  C  mit  irrationaler  Abscisse, 

C2  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  C  mit  rationaler  Abscisse. 

Zwischen  den  Punkten  ct  von  C±  und  den  Punkten  lu  u  von  B± 
lafit  sich,  wie  in  Art.  42,  erne  eineindeutige,  vollstandige'Bezieliiing 
berstellen.  Wir  nennen  E  die  Gesamtheit  der  Punkte  von  Clf  die 
denen  von  A±  entsprechen,  Et  die  Gesamtheit  der  Punkte  der^  Ab- 
leituag  E'9  die  C±  angehoren,  JB3  die  Gesamtheit  derjenigen,  die  G, 
aagehoren,  so  daB: 

E'*~El  +  E«. 

Die  Menge  E,  und  folglich  (Art.  51)  die  Menge  Erf  besitzt  eine 
h.ohere  als  die  erste  Machtigkeit. 

Ist  cr  ein  Punkt  von  E^  und  setzen  wir  unter  Benutzung  der 
Bezeichmmg  in  Art.  42: 

r  =*  (?i>  &>  -  -  0. 

so  laBt  sich^  well  cr  Grenzstelle  von  E  ist,  fur  jeden  Wert  von  i 
von  1  an  in  E  ein  Punkt  ct  von  der  Art  finden;  daB  die  ersten 
2&  Glieder  der  Bntwicklung: 


mit  denen  von  r  zusammenf  alien;  dieee  Punkte  bilden  dann  eine  Folge 
mit  der  Grenze  cr.  Die  homologen  Punkte  in  S±  "bilden  eine  Folge 
von  der  Art,  daB  die  ersten  Jc  Glieder  der  Kettenbruchentwicklungen 
der  Koordinaten  des  /.-ten  Punktes  mit  denen  aller  folgenden  Punkte 
zusammenfallen.  Daraus  folgt,  daB  auch  diese  Folge  einen  Grenz- 
punkt  6^a  besitzt  ,  der  irrationale  Koordinaten  hat  und  folglich  JB^ 
angehort.  Nun  entsprechen  die  Punkte  derjenigen  Folge,  deren  Grenze 
6^ijSa  ist,  Punkten  der  Menge  E  und  gehoren  daher  der  Menge  J.t  und 
folglich  auch  A  an;  da  aber  die  Menge  A  perfekt  ist,  so  wird  der 
Punkt  bSiiSit  zu  A  und;  da  seine  Koordinaten  irrational  sind,  zu  A^  ge- 
horen;  der  ihm  homologe  Punkt  cr  in  C^  wird  daher  E  angehoren. 
Jeder  Punkt  von  E±  gehort  also  E  an  oder?  mit  audern  Worten,  alle 

Vivauti,  Theorie  der  eindeutigen  analytisohen  Punktionen  4 


50    Erster  Tfeil.    Elemente  der  Mengenlehre.     Anwendung  der  Theorie  usf. 

Punkte  von  J£'?  die  E  nickt  angekoren,  kaben  eine  rationale  Abscisse  ; 
daraus  folgt  (nack  der  in  Art.  51  festgesetzten  Bezeicknung),  daB  die 

Menge:  '  E'-D(E,E'} 

abzaklbar  oder  endlich  ist  (Art.  26,  33).     Andrerseits   ist  die  Menge: 


weil  sie  isoliert  ist,  abzahlbar  oder  endlick  (Art.  50).  Daraus  folgt 
(Art.  32): 

E' 
mitLin: 

E'~E. 

Nun  besitzt  E'}  weil  es  (Art.  7)  eine  abgeschlossene,  nicht  ab- 
zahlbare  Menge  ist,  die  Machtigkeit  des  Kontinuums  (Art.  92);  folg- 
lich  laBt  sick  von  E  dasselbe  sagen  und  ebenso  von  A±,  welckes, 
niit  E  Equivalent  ist. 

Wir  betrackten  jetzt  den  Bestandteil  F  von  A2}  der  auf  der  Ge- 
raden  x  —  v  li^gt;  wo  v  eine  zwiscken  0  und  1  entkaltene  rationale 
Zakl  ist.  Die  Punkte  von  F  kaben  dann  eine  irrationale  Ordinate; 
wenn  nun  ein  Punkt  von  Ff  eine  irrationale  Ordinate  kat;  so  sckliefit 
man;  wie  kurz  vorker,  dafi  er?  da  A  perfekt  ist,  A  und  folglick  F 
angekoren  muB.  Daraus  folgt  dann  wieder,  daB: 

F'-D(F,F') 

aus  Punkten  mit  rationaler  Ordinate  bestekt  und  mi  thin,  abzahlbar 
ist;  endlich  folgerfc  man  durck  dieselben  Betracktungen  wie  friiker;  da& 
F  entweder  abzaklbar  ist  oder  die  Macktigkeit  des  Kontinuums  be- 
sitzt. Da  nun  jedem  rationalen  Werte  der  Abscisse  oder  der  Ordi- 
nate eine  Menge  wie  F  entsprickt  und  der  Inbegriff  dieser  Mengen  J^ 
bildet,  so  darf  man  scklieBen  (Art.  30,  43),  daB  A^  entweder  (endlich 
oder)  abzaklbar  ist  oder  die  Macktigkeit  des  Kontinuums  besitzt. 

ScklieBlick  ist  J.3  (Art.  39)  (endlick  oder)  abzaklbar. 

Mitkin  ist  A  entweder  (endlick  oder)  abz'aklbar  oder  es  besitzt 
die  Macktigkeit  des  Kontinuums. 

Kun  kann  A,  weil  es  perfekt  ist,  nickt  abzaklbar  sein  (Art.  49)^ 
also  besitzt  es  die  Macktigkeit  des  Kontinuums. 

94.    Daraus  laBt  sick  wie  oben  scklieBen: 

Jede  unendlicke  abgescklossene  Menge  von  Punkten^ 
die  in  einem  Raume  von  einer  beliebigen  Zakl  von  Dirnen- 
sionen  liegen,  ist  entweder  abzaklbar  oder  besitzt  die 
Macktigkeit  des  Kontinuums. 


Zweiter  TeiL 
Allgeineine  Theorie  der  analytisclien  Frniktionen1). 

Funktionen  der  Punkte  eines  Bereichs, 

95.  Wenn  jedem  Punkte  eines  Bereichs2)  yon  beliebiger  Dimen- 
sionszahl  ein  einziger  reeller  oder  komplexer  Wert  entspriclit,  so  sagt 
man,  die  Gesamtlieit  dieser  Werte  bilde  eine  eindeutige  Funktion 
der  Punkte  des  Bereichs.    Die  Funktion  heiBt  reell,  wenn  alls 
ihre  Werte  reell  sind. 

Wir  werden  auf  die  Funktionen  der  Punkte  eines  Bereichs  ge- 
wisse  Definitionen  und  Eigenscliaften  zu  iibertragen  sudien,  die  sich 
auf  die  gewohnlichen  Funktionen  einer  reellen  Veranderlichen  beziehen, 
indem  wir  uns  zumeist  auf  einen  Bereich  ron  zwei  Dimensionen  be- 
sckranken. 

96.  Unter  der  oberen  bezw,  unteren  Grrenze  einer  reellen 
Funktion  der  Punkte  eines  Bereichs  verstehen  wir  eine  Zahl  yon  der 
Art,  daB  kein  Wert  der  Funktion  groBer  bezw,  kleiner  ist  als  sie^ 
dafi  aber  Werte  der  Funktion  yorhanden  sind,  die  yon  ihr  um  weniger 
als  eine  beliebig  kleine  positive  Grrofie  cr  yersctieden  sind. 

Nimmt  die  Funktion  Werte  an,  die  grofier  bezw.  kleiner  sind 
als  irgend  ein  yorgescliriebener  Wert,  so  sagt  man,  sie  liabe  zur 
oberen  bezw.  unteren  Grrenze  +  oo  bezw.  —  oo. 

Es  esistiert  stets  eine  obere  bezw*  untere  Grrenze,  und 
zwar  nur  eine. 


1)  Nachschlagewerke:  Bianchi  33,  Biermann  36,  37,  Borel  46,  47> 
Burkhardt  98,  f  orsyth  155,  Fouet  156,  Harkness  und  Morley  197T 
Hermite  201,  Osgood  338,  Petersen  365,  Pincherle  383,  384,  387, 
Puzyna  420,  Tannery  und  Molk  468,  Thomae  477,  Timtschenko  4817 
Yivanti  511.  —  S.  aucn  Hurwitz  211. 

2)  "Wenn  wir  von  einem  Bereich  sprechen,  so  betrachten  wir  atets  auch  die 
Punkte  seiner  Begrenzung  (d,  h.  diejenigen  Punkte ,  yon  denen  jede  Umgebnng1 
Punkte  enthalt,  die  dem  Bereicli  angehoren,  und  Punkte,  die  ilim  nicht  ange- 
h(5ren)  als  zu  ihm  gehorig, 
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tjbersteigen  die  Werte  der  Funktion  jede  beliebig  festgesetzte 
Zahl,  so  1st  die  obere  Grenze  vorhanden  und  gleich  +  oo ;  und  es  1st 
klar,  daB  es  keine  andre  geben  kann. 

Seien  dagegen  alle  Werte  der  Funktion  kleiner  als  eine  ge- 
gebene  Zahl  p.  Denken  wir  sie  uns  nach  zunehmender  GroBe  ge- 
ordnet,  so  erhalten  wir  eine  steigende  Folge  reeller  Zahlen,  die  samt- 
lich  kleiner  sind  als  die  bestimmte  Zahl  p-  und  diese  Polge  besitzt 
stets  eine  Grenze1).  Man  kann  leicht  beweisen,  daB  sie  die  obere 
Grenze  der  gegebenen  Menge  ist. 

Die  obere  (untere)  Grenze  bezeich.net  man  auch  als  Maximum 
(Minimum),  wenn  sie  einer  der  Werte  ist,  welche  die  Funktion 
annimmt. 

Greift  man  zwei  beliebige  Punkte  des  Bereichs  heraus  und  bildet 
die  Different  der  entsprechenden  Werte  der  (reellen  oder  nicht  reellen) 
Funktion,  so  besitzt  die  Gesamtheit  der  absoluten  Werte  der  so  er- 
haltenen  GroBen  eine  obere  Grenze.  welche  man  die  Schwankung 
der  Funktion  in  jenem  Bereiche  nennt. 

Fiir  eine  reelle  Funktion  ist  die  Schwankung  gleich  der  Differenz 
zwischen  ihrer  oberen  und  ihrer  unteren  Grenze. 

97.  Ist  L  die  obere,  I  die  untere  Grenze  einer  reellen 
Funktion  der  Punkte  eines  Bereichs,  so  ist  in  dem  Be- 
reiche mindestens  ein  Punkt  von  der  Art  vorhanden,  daB  in 
jeder  Umgebung  desselben  die  obere  Grenze  der  Funktion  L, 
und  ein  zweiter  von  der  Art,  daB  in  jeder  Umgebung  des- 
selben die  untere  Grenze  I  ist. 

Wir  nehmen  ein  Rechteck  an,  das  in  seinem  Innem  den  ge- 
gebenen Bereich  C  enthalt.  Teilen  wir  es  durch  Parallele  zu  den 
Seiten  in  4  gleiche  Rechtecke,  so  ist  mindestens  in  einem  der  Teile, 
in  welche  der  gegebene  Bereich  auf  diese  Weise  zerlegt  wird,  die 
obere  Grenze  der  Funktion  gleich  i;  ware  sie  namlich  in  alien  vier 
Teilen  niedriger  als  L}  so  wiirde  sie  es  auch  im  ganzen  Bereiche  sein. 
Sei  Q  ein  Teil,  in  welchem  die  obere  Grenze  L  ist.  Wir  teilen  das 
Rechteck,  in  welchein  er  liegt,  in  4  gleiche  Teile  und  fahren  damit 
unbegrenzt  fort.  Man  erhalt  so  eine  Folge  von  Rechtecken,  von  denen 
ein  jedes  in  dem  voraugehenden  enthalten  ist  und  ein  Viertel  von 
ihm  betragt,  und  in  deren  jedem  die  obere  Grenze  L  ist.  Diese 
Rechtecke  bestimmen  gemafi  Art.  5  einen  Punkt,  der  innerhalb  aller 
dieser  Rechtecke  liegt.  In  jeder  Umgebung  dieses  Punktes  ist  die 
obere  Grenze  L-  sie  kann  n'amlich  nicht  kleiner  als  L  sein,  weil  man 

1)  Siehe  z.  B.i  Cape  Hi,  Istituzioni  di  analisi  algebrica,  Napoli  190§,  S.  284. 
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zu  jeder  vorgegebenen  Umgebung  des  betrachteten  Punktes  ein  von 
derselben  umschlossenes  Rechteek  finden  kann,  in  welchem  die  obere 
Grrenze  L  ist.  Der  Punkt  gehort  ferner  dem  gegebenen  Bereiche  an, 
weil  sich  in  jeder  Umgebung  von  ihm  Pimkte  des  Bereichs  vorfinden. 
Analog  gestaltet  sich  der  Beweis  fur  die  untere  Grenze. 

98.  Eine  Funktion  f(x)  der  Punkte  x  eines  Bereichs  heiBt  stetig 
in  einem  Punkte  c,  wenn  sich  nach  Annahme  einer  beliebig  kleinen 
positiven  GrroBe  <y  eine  Umgebung  von  c  finden  laflt,  fur  deren  samt- 
liche  Punkte1)  die  Ungleichung  gilt: 

Mit  clieser  Definition  ist  die  andere  gleichbedeutend: 

Eine  Funktion  heiBt  stetig  in  einem  Punkte  c,  wenn  sich  nach 

Annahme  einer  beliebigen  positiven  QroBe  (5  eine  Umgebung  von  c 

finden  lafit,  in  welcher  die  Schwankung  kleiner  ist  als  <?. 

In  der  Tat  TaBt  sich,  wenn  f(x)  in  c  nach  der  ersten  Definition 

stetig  ist,  nach  Annahme  eines  beliebigen  <?  eine  Umgebung  von  c 

so  bestirnmen,  daB  fur  jeden  Punkt  x  derselben: 


ist;  sind  daher  x19  X2  irgend  zwei  Punkte  der  betrachteten  Umgebung^ 
so  hat  man: 


und  folglich: 


Es   ergibt   sich  hieraus;   dafi   die   Schwankung  nicht  groBer  als  -^\ 
also  kleiner  als  6  ist.  d 

Lafit  sich  umgekehrt,  wie  man  auch  6  wahle,  eine  Umgebung  von 
c  bestimmen,  in  welcher  die  Schwankung  kleiner  ist  als  a,  so  gilt 
fur  jeden  beliebigen  Punkt  x  dieser  Umgebung: 

i  /•(*)-  f(c)  |  «?. 

99.  Die  absoluten  Werte  einer  stetigen  Funktion  bilden 
eine  (reelle)  stetige  Funktion. 

1)  Wenn  c  auf  der  Begrenzung  des  betrachteten  Bereieks  liegt,  so  verstelit 
sicla  von  selbst,  daft  von  jeder  Umgeb-ung  yon  c  irar  der  iro  Bereicli  selbst  ent- 
haltene  Teil  berucksichtigt  werden  darf. 


54         Z  welter  Teil.    Allgemeiae  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

In  der  Tat  tat  man;  da  der  absolute  Betrag  der  Differenz  zweier 
Grofien  niemals  kleiner  ist  als  die  Differenz  ihrer  absoluten  Betrage: 


wenn  folglich  in  einer  Umgebung  von  c: 

\fW 

ist;  so  ergibt  sich  daraus: 


100.  Wenn    eine   Funktion    in    einem    ganzen   Bereiclie 
(d.  h.  in  alien  Punkten  des  Bereichs)  stetig  ist,  so  laBt  sich  nach 
Annahme  einer  beliebig  kleinen  positiven  GroBe  0  eine  be- 
stimmte  GroBe  r  der  Art  finden;    daB    die  Schwankung    der 
Funktion  in  jedem  in  dem  Bereiclie  enthaltenen  Kreise  Tom 
Radius  r  kleiner  ist  als  6  (Satz  von  der  gleichmaBigen  Stetigkeit). 

Ist  x  irgend  ein  Punkt  des  betrachteten  Bereichs,  so  laBt  sicn 
um  x  ein  Kreis  beschreiben,  in  welchem  die  Schwankung  der  Funk- 
tion kleiner  ist  als  <s.  Ist  Q(X)  die  obere  Grenze  der  Radien  der- 
jenigen  Kreise  mit  dem  Mittelpunkt  x,  fur  welche  diese  Bedingung 
erfullt  ist;  so  laBt  sich  Q(X)  in  deni  betrachteten  Bereiche  als  reelle 
und  positive  Funktion  von  x  auffassen  und  besitzt  demnach  eine  untere 
Grrenze  r,  die  positiv  oder  Null  ist.  Es  laBt  sich  daher  (Art.  97)  ein 
Punkt  xQ  so  bestimmen,  daB  in  jeder  Umgebung  desselben  die  untere 
Grrenze  von  Q(X)  'gleichfalls  r  ist.  Beschreibt  man  mit  dem  Radius 
Q(XQ}  um  xQ  einen  Kreis,  so  ist  entsprechend  der  Definition  der  Funk- 
tion Q  die  Schwankung  der  Funktion  in  jedern  Bereiche  innerhalb 
dieses  Kreises  kleiner  als  6;  sie  wird  es  im  besondern  in  jedem  Kreise 
sein;  der  mit  einem  Radius  ^!0(#0)  um  einen  Punkt  beschrieben 
wird,  der  innerhalb  des  Kreises  um  #0  mit  dem  Radius  $Q(XO]  liegt. 
Daraus  folgt,  daB  fur  irgend  einen  Punkt  x  dieses  letzteren  Kreises 
p(#)^i-p(#o)  ^s^  un(^  ^a^  ^ithin  die  untere  Grenze  der  Funktion  Q(X) 
innerhalb  desselben  ^  ^Q  (a?0)  ist.  Nun  ist  diese  untere  Grenze  nach 
der  Art,  wie  der  Punkt  XQ  gewahlt  worden,  gleich  r-  folglich  ist 
r^^Qfyo),  d.  h.  r  ist  nicht  Null,  sondern  positiv. 

Weil  demnach  fiir  alle  Punkte  x  des  betrachteten  Bereichs  die 
Ungleichung  Q(x)^:r  gilt,  so  ist  die  Schwankung  in  jedem  mit  dem 
Radius  r  um  irgend  einen  Punkt  des  Bereichs  beschriebenen  Kreise 
sicherlich  kleiner  als  G. 

101.  Wenn   eine   reelle  Funktion  in   einem   ganzen  Be- 
reiche stetig  und  L  bezw,  I  ihre  obere  bezw.  untere  Grenze 
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ist,  so  ist  mindestens  ein  Punkt  vorhanden,  in  dem  sie  den 
Wert  L,  und  ein  zweiter,  in  dem  sie  den  Wert  I  annimmi 
—  Kurzer:  Eine  in  einem  Bereiche  stetige  reelle  Funktion 
besitzt  darin  ein  Maximum  und  ein  Minimum. 

Auf  Grand  des  Satzes  in  Art.  97  laBt  sieh  ein  Punkt  c  so  be- 
stimmen,  daB  die  obere  Grrenze  der  Funktion  fur  jede  Umgebung  des- 
selben  gleich  L  ist.  Nehmen  wir  an?  die  Funktion  habe  in  c  nicht 
den  Wert  L,  so  ist  alsdann: 


Es  werde  L  —  f(c)  =  t  gesetzt.  Da  die  Funkfcion  in  c  stetig  ist, 
lafit  sich  eine  TJmgebung  von  c  so  bestimmen.  da8  fiir  alle  ihre 
Punkte: 


wird.     Da  andrerseits  die   obere  Grenze  der  Funktion  in  dieser  Uni- 
gebung  gleich  L  ist?  lassen  sich  darin  Punkte  x  angeben,  fiir  seiche: 


ist.     Aus  beiden  Beziehungen  folgt: 

-^      -     -     -A  L-f(c)<r, 

was  widersmmg  ist. 

Analog  ist  der  Beweis  fiir  die  untere  Grenze. 

102.  Eine  in  einem  zusammenh'angenden1)  Bereiche 
stetige  reelle  Funktion  uimmt  darin  jeden  Wert  an,  der 
zwischen  ihrem  Maximum  und  ihrem  Minimum  enthalten  ist. 

Sei  M  ein  zwischen  I  und  L  liegender  Wert. 

ISTach  dem  vorigen  Satze  gibt  es  zwei  Punkte  c.  d  von  der  Art, 
daB: 


ist.  Es  werde  c  mit  d  durch  eine  Linie  I  verbunden,  die  sich  selbst 
nicht  schneidet  und  vollstandig  innerhalb  des  betrachteten  Bereiches 
enthalten  ist.  Wegen  der  Stetigkeit  der  Funktion  laBt  sich  nach  An- 
nahme  einer  beliebigen  positiven  GroBe  (?  ein  Punkt  p  der  Linie  A 
so  bestimmen,  daB  die  Funktion  auf  dem  ganzen  Bogen  cp  von  I  um 
weniger  als  G  verschieden  ist.  Nehmen  wir  im  besondern  <3  =  M  —  ly 
dann  bleibt  die  Funktion  auf  dem  ganzen  Bogen  cp  kleiner  als  JJf. 

1)  Ein  Bereich  heiJBt  zusammenhangendt  wenn  irgend  zwei  Punkte  des- 
selben  sich  durch  eine  ganz  im  Innern  des  Bereichs  liegende  Linie  yerMnden 
lassen. 
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Da  diese  Eigenschaft  oifenbar  nicht  dem  ganzen  Bogen  cd  zukommt, 
so  laBt  sieli  auf  der  Linie  I  ein  Punkt  e  so  bestimmen,  daB  f(x\ 
falls  p  auf  dem  Bogen  ce  liegt,  in  alien  Punkten  x  des  Bogens  cp 
kleiner  ist  als  M,  wahrend  diese  Ungleichung  nicht  fur  alle  Punkte 
dieses  Bogens  besteht,  falls  p  auf  ed  liegt.  Es  laBt  sich  nun  leicht 
beweisen,  daB  f(e)  =  M  ist. 

Es  moge  zunachst  f(e)  <M  sein.  Wird  f(e)  =  M  —  0  gesetzt, 
so  laBt  sich  auf  der  Linie  I  zwischen  e  und  d  ein  Punkt  p  so  be- 
stimmen,  daB  auf  dem  ganzen  Bogen  ep: 


ist.    Es  gilt  dann  fur  den  ganzen  Bogen  cp  die  Ungleichung  f(x) 
was  unmoglich  ist. 

Es  sei  nun  umgekehrt  f(e)  >  M.  Wird  f(e)  =  M+6  gesetzt, 
so  laBt  sich  auf  der  Linie  A  zwischen  c  und  e  ein  Punkt  p  so  be- 
stimmen,  daB  fur  den  ganzen  Bogen  pe: 


,1VV. 

fourlich.: 

f(x)  >  M 

ist.    Der  Bogen  cp  hat  dann  die  Eigenschaft,  daB  /'(#)  nicht  in  alien 
seinen  Punkten  kleiner  ist  als  M,  was  wiederum  unmoglich  ist. 
Folglich  ist  f(e]  «  M. 

103.  Die  Summe  zweier  (oder  mehrerer)  in  einem  Punkte 
stetiger  Punktionen  ist  eine  in  diesem  Punkte  stetige 
Funktion. 

Es  seien  /i(#);  f9(x)  zwei  in  einem  Punkte  e  stetige  Punktionen, 
JsTehmen  wir  6  willkurlich  an;  so  1'aBt  sich  eine  Umgebung  ^  von  c 
bestimmen?  fiir  deren  samtliche  Punkte: 

(1)  !/i(*)~/i(*)i<|- 

ist,  und  eine  zweite  Umgebung  £2  von  c,  fiir  deren  samtliche  Punkte 
ebenfalls: 


(2) 
ist. 

Ptir  die  den  beiden  Umgebungen  eif  £2  gemeinsamen  Punkte  des 
Bereiches  s  gelten  dann  (1),  (2)  gleichzeitig;  aus  ihnen  folgt: 

i  0i(s)  +  £(*)]  -  Di(<0  +  /;(«)]  |  <  tf, 

womit  die  Stetigkeit  der  PunMionf1(#)+/'2(#)  im  Punkte  c  bewiesen  ist. 
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104.  Das  Produkt  zweier  (oder  mehrerer)  in  einem 
Punkte  stetiger  Funktionen  1st  eine  in  diesem  Punkte 
stetige  Funktion. 

Die  Stetigkeit  der  beidea  Funktionen  /^(a?);  f%(x)  im  Punkte  c 
laBt  sich  folgendermafien  ausdriicken:  Welches  auch  die  reelle  positive 
GroBe  t  sei?  stets  lassen.  sich  zwei  TJmgebungen  £1;  £2  von  e  angeben, 
fur  deren  samtliche  Punkte  beziehentlich: 

(i)  /i(s)  =  /iOO  +  «i*,   /;00-/»00  +  «** 

ist;  wo  j  &!  \  <  1?    «3   <  1  1st.    In  dem  £1;  £2  geineinsanien  Bereiche  a 
gelten  dann  die  Gleiclaungen  (1)  gleichzeitig.     Aus  ihnen  folgt: 


und  daraus,  werm  man  beacktet,  daB  der  absolute  Betrag  der  Suniine 
niemals  die  Summe  der  absoluten  Betrage  tibersteigt,  und  mit  Rtick- 
siclit  auf  die  Bedingungen;  denen  a1;  «2  unterliegen: 


c)  I  <  r[  /i(c)  |  +  j/i(c)  I  4-  T]. 

Nelimen  wir  6  beliebig  an  und  wahlen  wir  t  so,   daB  es   den  beiden 
Bedingungen: 


geniigt,  so  ist  fur  alle  Punkte  des  Bereichs  £: 


eine   Beziehung?   welche    die   Stetigkeit   der   Funktion  /i(#)f2(#)    im 
Punkte  c  beweist. 

105.  Die  reziproke  Funktion  einer  in  einem  Punkte 
stetigen  und  nictt  Terscliwindenden  Funktion  ist  in  diesem 
Punkte  stetig. 

Welches  auch  die  positive  GroBe  r  s'ei?  stets  lafit  sich  der  Yoraus- 
setzung  nach  eine  Umgebung  s  des  Punktes  c  angeben?  ftir  deren 
samtliche  Punkte: 


1st,  wo  I  a  |  <  1  ist;  auBerdem  ist  f (c)  4s  0-     Daraus  folgt: 

Ji 1__  «T 

mithin: 

1  i 

< 


i     i 


l«c)l  ! 
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Nun  laBt  sick,  wenn  tf  beliebig  gegeben  ist,  t  so  wahlen,  dafi: 


ist.     Alsdann  wird: 


tind  folglich: 


1 
«*)' 


durch.  diese  Beziehung  ist  die  Stetigkeit  der  Funktion  y-r-r  im  Punkte  e 
bewiesen. 

106.  Kombinieren  wir  diesen  Satz  mit  dem  des  vorigen  Artikels, 
so  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Der  Quotient  zweier  in  einem  Punkte  stetiger  Funk- 
tionen, von  denen  die  Funktion  im  Nenner  in  diesem  Punkte 
nicht  Null  ist,  ist  eine  in  dem  Punkte  selbst  stetige  Funktion. 

107.  Ist    eine  Reihe    in    einem  Punkte   stetiger   Funk- 
tionen in  einer  TJmgebung  dieses  Punktes  gleichmaBig  kon- 
yergent1),    so    ist    die   Snmme   der  Reilie    eine   in    diesem 
Punkte  stetige  Funktion. 

oo 

Sei  s  die  TJmgebung  des  Punktes  c,  in  welcher  die  Reihe 


- 

gleiclmaBig  konrergent  ist.    Nach.  WaU  eines  beliebigen  6"  laBt  sich 
eine  Zahl  n  so  bestimmen,  daB  fur  alle  Punkte  x  ron  s: 


folglich  im  besondem: 
(2) 


A  =  n  -f  1 


h  =  n  + 1 


00 

1)  Es  sei  daran  erinnert,  dafi  eine  Summe  von  Funktionen  ^ f,(x)  in  einem 

Bereiche  gleiclimafiig  konvergeut  genannt  wird,  -wenn  sich  nacii  Annahme 
einer  "beliebig  kleinen  positiven  2ail  c  eine  Zahl  n  der  Art  bestimmen  laBt, 
daB  fiir  alle  ruakte  des  Bereichs: 


ist. 


Potenzreiheru 
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n 

ist.     Da  andrerseits    ^fh(x)   eine  im  Punkte  c  stetige  Funktion  ist 

(Art.  103),   so  lafit  sich  eine  Umgebung  s    des  Punktes  c  angeben; 
fur  deren  samtliche  Punkte: 


ist.  In  dem  s,  sr  gemeinsamen  Bereiche  gelten  dann  die  Unglei- 
chungen  (1),  (3)  gleichzeitig;  kombinieren  wir  sie  mit  der  Un- 
gleiclmng  (2),  die  wir  auch  folgendermafien  schreiben  konnen: 


so  erhalten  wir: 


00  ! 


7/  =  l 


Daxnit  ist  die  Stetigkeit  der  Funktion 


im  Pnnkte  c  bewiesen. 


Potenzreihen. 

108.  Die  Erorterung  der  allgemeiaeren  Funktionen  der  Punite 
eines  Bereichs  beiseite  lassend,  werden  wir  jetzt  den  Punkten  der 
Ebene  zunachst  eine  aritnmetische  Bedeutung  beilegen  und  nns  mit 
denjenigen  Funktionen  beschaftigen,  deren  Wert  in  einem  Punkte  man 
erhalt,  indem  man  mit  dem  durcn  den  Punkt  selbst  dargestellten 
Werte  arithmetische  Operationen  yornimmt. 

Die  Ebene  werden  wir  von  nun  an  in  der  iiblicnen  Weise  als 
das  Bild  der  Gresamtheit  aller  komplexen  Zahlen  betrachten.  Wir 
neLmen  also  zwei  recntwinklige  Koordinatenaehsen  an  und  betrachten 
als  das  Bild  der  komplexen  Zahl  x  +  iy  den  Punkt  der  Ebene,  der  die 
Abscisse  x  und  die  Ordinate  y  hat.  Die  Puukte  der  #-Acnse  stellen 
also  im  besondern  die  reellen  Werte  dar.  Hiermit  wird  die  Theorie 
der  linearen  Mengen  zur  Tkeorie  der  Mengen  yon  reellen  Zahlen;  und 
die  Theorie  der  zweidimensionalen  Mengen  zur  Theorie  der  Mengen 
yon  komplexen  Zahlen.  Uberhaupt  gewinnen  damit  allgemein  die 
geometrischen  Theorien  des  ersten  Teiles  auch  eine  arithmetische  Be- 
deutung. 
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Die  einfachsten  unter  den  durch  arithmetische  Operationen  er- 
zeugten  Funktionen  erhalt  man  dadurch;  daB  man  die  durch  die 
Punkte  der  Ebene  dargestellte  komplexe  Variable  x  mit  andern  reellen 
oder  komplesen,  konstanten  numerischen  Werten  mittels  einer  end- 
lichen  Anzahl  von  Additionen,  Subtraktionen  und  Multiplikationen 
verkntipft.  Dergleichen  Ausdriicke  nennt  man  Polynome;  ihre  Unter- 
suchung  ist  Sache  der  elementaren  Algebra. 

Die  nachstliegende  Verallgenieinerung  der  Polynome  ergibt  sich, 
wenn  man  voraussetzt,  daB  in  einem  nach  steigenden  Potenzen  der 
Variabeln  geordneten  Polynome  die  Anzahl  der  Glieder  tiber  jede 
Grenze  hinaus  wachse.  Man  erhalt  so  eine  Reihe,  der  en  Glieder 
ganze,  positive  und  wachsende  Potenzen  der  Variabeln  enthalten  oder, 
wie  man  kurzer  sagt,  eine  Potenzreihe. 

109,    Liegt  die  Potenzreihe: 

cc 

n  "\  ^^  n  ^ 

W  /<  ahx 

vor  und  setzt  man: 

so  lassen  sich  alle  reellen  nicht  negativen  Zahlen  in  zwei  Klassen  A,  S 
teilen,  je  nachdem  sie,  in  der  Reihe  mit  reellen  und  posifciven  Gliedern: 

(2)  2"*? 

an  Stelle  von  £  gesetzt,  diese  Reihe  konvergent  oder  divergent  machen. 
Es  ist  klar?  daB,  wenn  eine  Zahl  der  Klasse  A  (oder  JB)  angehort,  jede 
Zahl,  die  kleiner  (grofier)  ist  als  sie,  derselben  Klasse  angehort.  Es 
gibt  folglich  eine  einzige  Zahl  Q}  die  weder  kleiner  ist  als  irgend  eine 
Zahl  der  Klasse  A  noch  groBer  als  irgend  eine  Zahl  der  Klasse  J5, 
die  mithin  die  Eigenschaft  besitzt,  daB  die  Reihe  (2)  ftir  jedes  £  <  p 
konvergent,  ftir  jedes  (•  >  Q  divergent  ist.  Welcher  der  beiden  Klassen 
die  Zahl  $  angehort;  ob  also  die  Reihe  (2)  ftir  %  =  $  konvergent  oder 
divergent  ist?  laBt  sich  nur  in  jedem  besondern  Falle  entscheiden. 

Der  Klasse  A  gehort  in  jedem  Falle  die  Zahl  0  an,  weil  sich 
die  Reihe  (2)  ftir  £  =  0  auf  ihr  erstes  Glied  reduziert.  Enthalt  sie 
keine  weitere  Zahl,  so  ist  $  =  0.  Es  kann  umgekehrt  vorkommen, 
daB  alle  reellen  und  positiven  Zahlen  der  Klasse  A  angehoren;  dann 
setzt  man  $  =  oo. 

Besehreibt  man  mit  dem  Radius  Q  um  den  Anfangspunkt  einen 
Kreis,  so  gilt  fur  alle  Punkte  innerhalb  desselben  \x\  =  %  <  Q,  so  dafi 
die  Reihe  (2)  konvergent,  die  Reihe  (1)  folglich  absolut  konvergent  ist; 
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umgekehrt  gilt  fur  alle  Punkte  auBerhalb  desselben  !a;i  =  |>p;  so 
daB  die  Reihe  (2)  divergent,  die  Reihe  (1)  also  nicht  absolut  kon- 
vergent  ist.  tJber  die  Punkte  der  Peripherie  laBt  sich  auf  allgemeine 
Weise  nichts  entscheiden. 

Die  Zahl  Q  heiBt  Konvergenzradius,  der  um  den  Anfangs- 
punkt  mit  dem  Radius  Q  beschriebene  Kreis  Konvergenzkreis  der 
Reihe  (1). 

Beispiele : 

1  +  x  +  x2  +  *  •  •  hat  den  Konvergenzradius  1 ; 

1   _L    Ux  _L  2\X2  _L  .   .  .  A. 


21     '    "  '  "      n        yj  ;;  C5C>- 


110.  In  den  Punkten  auBerhalb  ihres  Konvergenzkreises 
ist  eine  Potenzreihe  nicht  einmal  bedingt  konyergent. 

Angenommen,  die  Reihe  sei  fur  einen  Wert  von  x  ron  der  Art, 
daB  '#!  =  (;>(>  ist;  konvergent;  dann  muB  sein: 


;i  =  0 

h-  ™ 

und  folglich: 

lini^^==0. 

h  =  oc 

Dies    besagt?    nach   Annahme    einer    beliebig    kleinen    positiven 
GroBe  0  laBt  sich  eine  Zahl  n  der  Art  finden,  daB  flir  jedes  k  >  n  gilt: 

«ft6*<*. 

1st  also  j]  eine  zwischen  Q  und  |  enthaltene  Grr6Be?  so  wird: 

«.^  <«(!)* 

nnd  folglich: 


sein;  hiernach  wiirde  die  Reihe  J^a^7*  konyergent  sein?  wahrend  sie 

7*=0 

doch,  da  ??  >  $  ist,   divergent  ist.     Folglich  kann  die  gemachte  Vor- 
aussetzung  nicht  statthaben. 

Der  Satz  laBt  sich  auch  folgendermaBen  aussprechen:  Konyer- 
giert  eine  Potenzreihe  fur  einen  bestimmten  Wert  yon  #, 
so  konyergiert  sie  absolut  fur  jeden  Wert  yon  x  yon  klei- 
nerem  absoluten  Betrage. 
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111.  Eine  Potenzreihe  ist  in.  jedem  Kreise  um  den  An- 
fangspunkt gleichmaBig  konvergent,  dessen  Radius  kleiner 
ist  als  der  Konvergenzradius. 

Sei  o  >  0  der  Konvergenzradius  der  Reihe,  ^'  irgend  eine  positive 

CO 

Zahl,  die  kleiner  ist  als  Q.     Weil  die  Reihe  J5j;  a}£h  fur  |  ==  Q    kon- 

vergiert,  so  lafit  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen  positiven  GrroBe  <? 
eine  Zahl  n  von  der  Art  bestimmen;  daB: 


Daraus  folgt  fur  jedes 


und  mithia  ftir  jeden  Punkt  x  des  Ejreises  mit  dem  Radius  $    \im 
den  Anfangspunkt  (mit  EiasenluB  der  Peripherie): 


7i  =  ft  +  1  I 

woroit  der  Satz  bewiesen  ist. 

112.  Beacttet  man,  dafi  (Art.  104)  &A  eine  stetige  Funktion  von 
x  ist,  so  gilt  (Art.  107,  111)  das  folgende  Theorem: 

Bine  Potenzreihe  ist  in  jedem  Kreise  um  den  Anfangs- 
punkt, dessen  Radius  kleiner  ist  als  der  Konyergenzradius 
der  Reihe,  eine  stetige  Funktion. 

Ist  ein  im  Innern  des  Konrergenzkreises  liegender  Bereich  (d.  h. 
eiti  Bereich  ;  dessen  samtliche  Punkte  mit  Einschlufi  der  Begrenzung 
dem  Konvergenzkreise,  nicht  aber  dessen  Peripherie  angehoren)  yor- 
handen,  so  laBt  sich  stets  um  den  Anfangspunkt  ein  Kreis  beschreiben, 
dessen  Radius  kleiner  ist  als  der  Konrergenzradius  und  der  jenen 
Bereich  rollstandig  enthalt.  Daraus  folgt  also: 

Eine  Potenzreihe  ist  in  jedem  iin  Innern  ihres  Konver- 
genzkreises  liegenden  Bereiche  eine  stetige  Funktion.  Oder 
kurzer:  Eine  Potenzreihe  ist  mnerhalb  ihres  Konvergenz- 
kreises  eine  stetige  Funktion. 

113.  Der  Konvergenzradius  einer  Potenzreihe  ist  offenbar  eine 
Funktion  ihrer  Koeffizienten;  aber  die  Untersuchung  dieser  Funktion 
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"bietet  die  erheblichsten  Schwierigkeiten  und  1st  noeh  so  gut  wie  yoll- 
standig  zu  erledigen. 

Eine  beinerkenswerte  Beziehung  zwischen  den  Koeffizienten  einer 
Potenzreihe  und  ihrem  Konyergenzradius  1st  dureh  folgenden  Satz 
gegeben1): 

00 

*st    2ah&  eine  Potenzreihe,  ah=\ah\9  so  ist  das  grofite 

h=Q 

Element2)  A  der  abgeleiteten  Menge  der  Menge  der  reellen 
und  positiyen  "Werte: 


der  reziproke  Wert  des  Konyergenzradius  der  Reihe. 

Die  Zanl  A;  die  durch  ]imtyah  bezeicknet  werden  mag?  lafit  sich 

h  =  oo 

ancn  als  das  Trennungselement  definieren  zwischen  denjenigen 
Zahlen;  welete  von  der  Art  sind,  da6  in  der  Menge  (1)  un- 
zanlige  Elemente  vorkommen?  die  grofier  sind  als  sie,  und 
denjenigen;  welche  diese  Eigenschaft  nicnt  besitzen3). 

Nekmen  wir   einen  Wert  §  <  -r-  an   und   bezeichnen  wir  mit  ^ 
eine  Zanl  zwischen  -y  und  A,  so  konnen  wir  schreiben: 


wo  0  <  ^  <  1  ist.  Nach  der  Definition  yon  1  ist  dann  nur  eine  end- 
liche  Anzalil  yon  Elementen  der  Menge  (1)  vorhanden,  die  groBer  als 
y,  sind;  nennen  wir  n  —  1  den  groBten  unter  den  Indices  dieser 
Elemente;  so  hat  man  fur  jedes  li^n: 


woraus  folgt: 


1)  Hadamard  184,  187.    S.  auch  van  Vleck  512,  Walter  515.  —  Nach 
einer  Bemerkung  von  Pringsheim  (Enzyklop.  d.  math.  Wissenscnaffcen,  Bd.  I, 
Leipzig,  1898,  S.  81)  wurde  der  Satz   zum   ersten  Male  bereits   von  Cauchy 
(Analyse  alg^brique,  1822)  entdeckt,  geriet  dann  aber  wiedex  in  Yergessenlieit, 
so  daB  er  jetzt  bisweilen  als  der  Cauchy-Hadamaidsche  Satz  bezeichnet  wird. 

2)  Es  mag  hier  darauf  hingewiesen  sein,  da6  eine  abgeschlossene  Menge 
von  reellen  ZaKLen  immer  ein  grofites  und  ein  kleinstes  Element  besitzt. 

3)  Gabe  es  namlich  fiir  ^  >  1  unendlich  viele  Elemente  der  Menge  (1),  die 
]>  ^  waren,   so   wiirden  sie  eine  Grenzstelle  besitzen   (Art.  5),  die  ^>  ^  warer 
wahrend  es  doch.  keine  Grenzstelle  gibt,  die  grOBer  als  I  ist, 
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und  wenn  wir  summieren: 


Daraus  folgt,   daB   fur    den  betreffenden  Wert  yon  |   die  Eeihe 

CO 

^tth%h  konvergieri 

h  =  n 

Nelonen  wir  nun  £  >  -r-  an,    so  werden  in  der  Menge  (1)   un- 

zahlige  Elemente  vorhanden  sein;   die  grofier  als  -j-  sind;   man  wird 
also  fur  unzahlige  Werte  von  1i  haben: 


woraus  sich  erscibt: 

«»6*  >  1- 

Daraus  folgt,  daB  fur  den  betreffenden  Wert  von  g   die  Reihe 

CO 

^ah%h  diyergieri 
A=O 

Folglich  ist  ~  der  Konvergenzradius  der  vorgelegten  Reine. 


t.  Sind  L,  I  das  groBte  und  das  kleinste  Element  der 
abgeleiteten  Menge  der  Menge  der  reellen  und  positiyen 
Werte: 

(1)  *L      J5>    ...      ^i±i   ... 

V    /  «,    ;         „    J  y  9  j 


so  ist,  wenn  L  endlicn  ist,  der  Konyergenzradius  nicht 
kleiner  als  ^-;   wenn  ferner  I  yon  0  yerscMeden  ist,   so   ist 

der  Konyergenzradius  nicht  groBer  als  -y1). 

Y 
Nehmen  wir  |  <  ^  und  bezeichnen  wir  mit  K  einen  Wert  zwischen 

-|-  und  L,  so  kann  man  sckreiben: 


wo  0  <  &  <  1  ist  Da  in  der  Menge  (1)  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Elementen  yorhanden  ist,  die  groBer  als  K  sind,  so  tat  man  yon 
einem  bestimmten  Werte  5  von  h  an: 


1)  Pincherle  384. 
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a,  ,, 

—  -  <  K  ( //  >  s ) 


«// 
und  folglich  fur  jeden  Wert  yon  r: 


woraus  folgt: 


tf£K#  y*  &?=«,> 

IL  —  S  r  —  0  ;  =  0 

so  daB  die  Reihe  endlich  ist  und  der  Konvergenzradius  nicht  kleiner 
als  -j  sein  kann. 

JsTehmen  wir  jetzt  !>>  und  bezeichnen  niit  7,-  einen  Wert  zwischen 
-g  und  I,  so  konnen  wir  sehreiben: 

wo  (?  >  1  ist.  Da  in  der  Menge  (1)  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Elementen  vorhanden  ist?  die  kleiner  als  1:  sind;  so  hat  man  von 
einem  bestimmten  Werte  /  von  It  an: 

~~  ^  7'  (*  ^  f] 

und  folglich  ftir  jeden  W'ert  von  r: 

woraus  folgt: 


diese  letzte  Reihe  divergiert  aber;  folglich  kann  der  Konvergenzradius 
der  betrachteten  Reiie  nicht  grofier  als   ^    sein. 

115»   Daraus  ergibt  sick  als  besonderer  Fall: 

Nahert  sich  -^i  niit  unbegrenzt  wachsendem  It  einer  be- 

stimmten  Grenze  A;  so  ist  der  reziproke  Wert  dieser  Grenze 
der  Konyergenzra#ius  der  Reihe. 

In   der  Tat  besteht  in  diesem  ]?alle   die    abgeleitete  Menge   der 
Menge  (1)  aus  dem  einzigen  Elemente  A;  so  daB  L  ==  /  =  /I  ist. 

Vivanti,  Theorie  der  emdeutigen  analytischea  Funktionen.  5 
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116,    Eine  Verallgemeinerung    dieses  Satzes  ist    der  folgende1): 
LaBt  sich  eine  Zahl  m  yon  der  Art  finden;   daB  sich  fur 
eine  Zahl  r  der  Reilie: 

(1)  0,  1,  2,  .--,  m-1 


das  Verhaltnis  — 1^~^-~  mit  unbegrenzt  wachsendem  h  einer 

bestimmten  Grrenze  A  nahert  und  daB  sich  auBerdem  nach 
Annahme  einer  beliebigen  positiyen  GrroBe  6  eine  Zahl  S 
angeben  lafit,  so  daB  fur  alle  iibrigen  Zahlen  /  der  Reihe  (1) 
die  Bedingung: 

— ^±£L-  <  i  +  Q    far  7*  >  H 


erftillt  ist;  so  ist  der  Konvergeazradius  der  Potenzreihe 

CC  ^ 

]gak&  gleich  —  - 

A=0  V^ 

Die  zweite  Bedingung  ist  gleichbedeutend  mit  der;   daB   die  ab- 
geleitete  Menge  der  Menge  —  ^^  —  eine  obere  Grrenze  habe;  die  nicht 

«D         -LI,  "(b-Vm  +  r' 

grocer  ist  als  L 

Man  kann  schreiben: 


00 

wo  fi  =  ^m  gesetzt  ist.    Die  Reihe  J§XTO+^*  hat  fur  #«r  (Art.  115) 

^=o 

den  Konyergenzradius  -  und  fQr  jeden  andern  Wert  yon  i  (Art.  114): 
einen  Konyergenzradius  ,  der  nicht  kleiner  ist  als  j--  folglieh  hat  die 

oo 

Reihe   2&hm  +  tt>hm    in    beiden   Fallen    einen.   Konyergenzradius.    der 

A  =  O 

gleich  n~  bezw.  nicht  kleiner  als  ^r~  ist.     Da  andrerseits  die  Glieder 

V*.  -\/i 

der  m  Teilreihen,  in  die  gemaB  (2)  die  Reihe    j|tfA^  zerfallt,  yer- 

A=O 
schiedene  Potenzen  yon  |  enthalten  und  sioh  folglieh  nicht  gegen- 

1)  Bortolotti  82. 
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einander  heben  konnen;  so  ist  diese  Reihe  immer  und  nur  dann  kon- 
yergent,  wenn  es  alle  m  Teilreihen  sind  (ygl.  unten  Art.  118).  Daraus 

folgt,  daB  der  Konyergenzradius  der  betrachteten  Reihe  gleich  ^m  ist. 

y  % 

ce 

117*  Wenn  der  Konyergenzradius  der  Potenzreihe  ^ahnh 

A=O 

CO 

gleich  Q,  der  der  Reihe    J^^a/'  gleich  $'  isi}  so  ist  der  Kon- 

h=0 

00 

vergenzradius  der  Reihe    J^fl^Z^^  ^  ^f?'1)- 

h=Q 

Setzen  wir  \ah\  =  cch,  \  bh  \  ==  /3A    und   nehmen  wir   eine  beliebige 
Zahl   p"  >  —  T  an,   so   konnen  wir  diese   auf  unzahlige  Arten   derart 

in    zwei   Faktoren   p,    11    zerlegen,    daB    ^  >  —  ;  p  >  —   ist.      Dann 

lassen  sich  (Art.  113)  zwei  Zahlen  n,  nr  yon  der  Art  bestimmen,  daB 
"j/oA<la  fur  jedes  Ji>n  und  ~f//3A  <<  fir  fiir  jedes  7i  >  n'  ist  ;  bezeichnen 
wir  nun  mit  n"  eine  Zahl;  die  rdcht  kleiner  ist  als  jede  der  beiden 
Zahlen  n,  n,  so  wird;  fiir  jedes  li^>n'7  y«A/3A<^'  =  ^/  sein.  Daraus 


folgt?  wenn  wir  mit  Q"  den  Konyergenzradius   der  Reihe 

//  =  o 

bezeichnen;    daB    ^  ^  -n  sein    mu6;    so    oft    ^ff  >  —  r  ist;    folglich 

oder  *"'- 


118.  Ist  p  der  Konyergenzradius  der  Reihe  ^?ahaP,  g   der 

A=O 

03 

der  Reihe   ^^fixhf   so   ist    der   Konyergenzradius    der   Reihe 

;.  =  o 

00 

^(aA  +  l}j^)xh   genau   gleich    der   kleineren   der   Zahlen  p;    g'9 

k=Q 

wenn  sie   yersehieden?  dagegen  miudestens  gleich  ihrem  ge- 
meinsamen  Werte;  wenn  sie  einander  gleich  sind. 

Setzt  man  p  >  p'  yoraus;  so  sind  beide  Reihen  fur  x  <  Q'  kon- 
yergent;  folglich  ist  es  auch  die  dritte;  dagegen  ist  die  erste  Reihe 
fiir  Werte  yon  |  x  ,  die  zwischen  $  und  Q  liegen;  konyergent?  die 


I)  Hadamard  191,  192,  193.  —  Siehe  auch  Jensen  214,  Meyer  302. 

5* 
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zweite  aber  nicht,  also  die  dritte  ebensowenig;  damit  1st  bewiesen, 
daB  der  Konvergenzradius  der  dritten  Reihe  genau  p'  ist. 

1st  dagegen  £  =  0',  so  ist  die  dritte  Reihe  fiir  [#'  <  $  konvergent, 
man  kann  aber  im  allgemeinen  nichts  dariiber  sagen,  wie  sie  sich 
fur  x  >  Q  verhalt;  es  laBt  sich  demnach  nur  behaupten,  daB  ihr 
JEonvergenzradius  nicht  kleiner  als  $  ist. 

Aus  diesem  Satze  und  dem  des  Art.  113  ergibt  sich  unmittelbar 
der  folgende,  der  sich  iibrigens  leicht  direkt  beweisen  lafit: 

Sind; 


zwei  Folgen  positirer  Zahlen  und  ist: 


h  =  cc 

wobei  <9  >  r  ist,  alsdann  ist: 


119.  Die  Frage  nach  der  Abhangigkeit  des  Konvergenzradius 
yon  den  Koeffizienten  laBt  sich  noch  unter  einem  andem  Gresichts- 
punkte  betrachten.  Sieht  man  namlich  die  Koeffizienten  als  Funk- 
tionen  einer  neuen  Variabeln  y  an;  so  lafit  sich  der  Konvergenzradius  Q 
als  Funktion  von.  y  untersuchen.  Aber  auch  naeh  dieser  Richtang 
hra  sind  die  bisher  erzielten  Ergebnisse1)  gering.  Sie  zeigen  indes? 
daB  selbst  in  deni  einfachsten  Falle;  in  dem  die  Koeffizienten  ganze 
rationale  Funktionen  von  y  sind;  ^  im  allgemeinen  eine  nnstetige 
Funktion  von  y  ist. 

So  1'aBt  sich  beispielsweise  eine  Potenzreihe  bilden;  deren  Koefli- 
zienten  Polynome  in  y  sind  und  deren  Konyergenzradius  einen  be- 
stimniten  Wert  R  fiir  alle  Werte  von  ?/  hat;  "rnit  Ausnahme  einer 
endlichen  Anzahl  von  Werten  y±,  y%,  •  -  -,  yn,  fiir  die  er  einen  andern 

00  GO 

Wert  R'  >  It  hat.     Wenn  namlich  die  Potenzreihen         a, 


h  =  0  )i  ~  0 

beziehentlich  die  Konvergenzradien  R,  Iif  haben  (R  >  JS)  und: 


(y  -  ?/i)Q/  -  %.>  •  •  •  (y  -  > 

gesetzt  wird?  so  hat  (Art.  118)  die  Reihe: 


1)  Pineherle  391,  Vivanti  507,  508. 
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tatsachlieh  die  yerlangte  Eigenschaft. 
Allgemeiner:  Sind 


die  Konvergenzradien  der  Keihen: 


so  hat  die  Ileihe: 


den  Konvergenzradius  /"($/)  fiir  alle  Werte  yon  ^/;  fur  welche 
und  g?(y)  4=  0  ist,  fiir  alle  iibrigen  aber  den  Konyergenzradius  g(y). 
Dagegen  lafit  sick  cblgender  Satz  beweisen: 
Sind  die  Koeffizienten  einer  Potenzreihe: 


Polynome,  deren  Grade  nickt  hoher  sind  als  eine  bestimmte 
Zanl  p7  und  hat  die  Eeihe  fiir  p  +  1  Werte  yQ,  yly  •  •  -,  yp  von 
y  einen,  Konvergenzradius,  der  nicht  kleiner  ist  als  eine  be- 
stimmte Zahl  Ry  so  findet  dasselbe  fiir  alle  Werte  von  y 
statt. 

Es  sei: 


1   % 

•* 

05- 

-  yg 

i    y, 

</!• 

•y? 

iind  es  mogen  rait  Dik  die  Unterdeterminanten  der  Elemente  der 
Determinante  D  bezeichnet  werden.  Da  nun  der  Armahme  nach  die 
Reihen: 

CO 

(*-o,  i,  .-.,2» 
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einen  Konyergenzradius  ^>  R  haben;   so  wird   dasselbe  (Art,  118)   fur 
die  ReDien: 


oder: 


statthaben  und  folglich  anch  (Art.  118)  (indem  man  den  Faktor  D 
forthebt  und  nach  Multiplikation  mit  2/*""1  fiir  alle  Werte  voa  i 
summiert)  fiir  die  Reihe: 


oder: 


wo  2/  jeden  beliebigen  Wert  haben  kann. 

Hinsichtlich  anderer  yerwandter  Satze  sei  auf  die  in  der  letzteii 
Anmerkung  angefdHrten  Arbeiten  verwiesen. 

120.  1st  eine  Potenzreihe  gegeben,  so  lafit  sich  eine 
TImgebung  des  Anfangspunktes  finden?  innerlialb  welclier 
die  Reihe  in  keinem  Punkte,  Lochstens  den  Anfangspunkt 
selbst  ansgenommen,  den  Wert  Null  bat1). 

00 

Sei   ^ak^=-^(x}  die  betracttefce  Potenzreihe  und   sei  vorerst 

A=0 

a0=f=0.  Da  5JJ(a?)  innerlialb  ikres  Koayergenzkreises  eine  stetige  Funk- 
tion  ist  (Art.  112),  so  wird  sich.  eine  Umgebung  des  Anfangspunktes 
bestiinnien  lassen,  in  deren  samtlichen  Punkten: 


ist;  mm  ist  5)S(0)  =  a0;   folglich  wird  in  alien  Punkten  dieser   Um- 
gebung 5p(ic)  4=0  sein. 

Ist  dagegen  a0  =  0  und  wird  auBerdem  der  Allgemeinheit  halber 
^  daJJ: 


1)  In  diesem  Satze  wie  in  den  folgenden  wird  stillechiveigend  vorausgesetzt, 
der  Konvergenzradius  nicht  Null  ist,  weil  die  Satze  sonst  keinen  Sinn  haben 
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••=*=  ar_i  =  0,    ar  +  0 


sei7  so  1st: 


Nun  laBt  sich  nacn  dem   soeben   Gesagten    erne   Umgebung  des 

oc 

Anfangspunktes  finden,   in  der   ^ar  +  h&A  niemals  Null  1st;  in  dieser 

h-G 
Umgebung  wird  5(5  (a?)  nur  im  Anfangspunkte  yerschwinden. 

121.    Der  yorstekende  Satz  laBt  sich   auch  folgendermafien  aus- 
sprechen: 

1st  eine  Potenzreihe  in  alien  Punkten  einer  Menge,   die 
den  Anfangspnnkt  zur  Grenzstelle  hat7  Null,  so  1st  sie  i 
tisch  Null  (d.  k  alle  inre  Koeffizienten  sind  Null)1). 


1)  Aus  diesem  Satze  folgt: 

ex 

Eine  Potenzreihe   ^(x)==^ahxh   kann    niclit   in    alien  Punkten 


h  =  0 

einer  Umgebung  des  Anfangspunktes  einen  reellen  (oder  rein  ima- 
ginaren)  Wert  haben. 

Sei  diese  Umgebung  ein  Kreis  voni  Radius  Q.  Wir  setzen  ah  =  ~bh  +  ich 
und  geben  x  irgend  einen  reellen  Wert  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als  e; 
dann  muB: 


sein,  woraus  ck  =  0  folgt,  so  daB  die  Koeffizienten  ah  reell  sein  miissen. 
Wir  geben  hiernacti  x  einen  rein  imaginaren  ^Vvrert  it)  und  erhalten: 


Da  ty(iv)  fur  jedes  reelle  v  yon  kleinerem  absolutem  Betrage  als  g  reell 
sein  muB,  so  wird  far  alle  diese  Werte  von  i?  gelten  miissen: 


woraus  nach  dem  Satze  im  Texte  folgt: 

«2A  +  i=-°     (/*  =  0,1,  2,. 
mithin,  wenn  ic2  =  y  gesetzt  wird: 
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Beachten  wir?  daB  die  Stellen,  an  denen  eine  Poteuzreihe: 


h=0 

emeu  Wert  C  annimmt,  dieselben  sind  wie  die,  an  denen  die  Potenzreihe: 


verschwindet;  so  erhalten  wir  den  Satz: 

1st  $$(#)  eine  Potenzreihe,  C  eine  beliebige  GrroBe,  so 
lafit  sieh  eine  Umgebung  des  Anfangspunktes  finden,  inner- 
halb  welcher  5jJ(^)  in  keinem  Punkte?  boclistens  init  Aus- 
nahme  des  Anfangspunktes  selbst,  den  Wert  G  anninimt.  — 
Oder  in  andrer  Form: 

Hat  eine  Potenzreihe  an  alien  Punkten  einer  Menge.  die 
den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle  hat;  ein  und  denselbeu 
Wert,  so  reduziert  sie  sicb  auf  eine  Konstante  (d.  b.  alle  ihre 
Koeffizienten  sind  Null  auBer  dem  ersten). 

Beach  ten  wir  ferner,  daB  die  Punkte,  in  denen  zwei  Potenzreihen: 


gleiche  Werte  annehiaen;  dieselben  sind  wie  die;  in  denen  die  Potenz- 
reihe: 


h-0 


verschwindet,  so  erhalten  wir  den  Satz: 

Haben  zwei  Potenzreihen  in  alien  Punkten  einer  Menge, 
die  den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle  hat?  gleiche  (wenn 
auch  moglicherweise  yon  Punkt  zu  Punit  yerschiedene)  Werte;  so 
sind  die  beiden  Eeihen  identisch  gleich  (d.  h.  ihre  entsprechen- 
den  Koeffizienten  sind  gleieh). 


Da  die  KeiLe  Q(y)  for  jedes  y  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als 
reell  sein  mnB,  so  findet  man,  indem.  man  die  vorige  tlberlegung  wiederholt: 


Indem  man  so  fortfakrt,  beweist  man,  daB  diejenigen  Eoeffizienten  Null 
sein  miissen,  deren  Indices  hoch.stens  die  2te,  3te,  -  •  •  Potenz  von  2  enthalten 
und  daB  mitbin  aUe  Koeffizienten  mit  Ausnakme  von  «0  Null  sein  miissen  weii 
sich  for  jeden  gegebenen  Koeffizienten  die  hochste  Potenz  von  2  angeben  lafit 
die  in  seinem  Index  enthalten  ist. 
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122.  Die  Eigenscbaften   der  Potenzreiben  Yon  x  lassen  sich  tiuf 
die  Potenzreihen  Yon  x  —  c  iibertragen,  wo  c  eine  endliche  Zahl  ist, 
Yorausgesetzt,   dafi   der  Punkt  c  in   den  Yerschiedenen   Satzen  an  die 
Stelle  des  Anfangspunktes  tritt.     So  konYergiert  z.  B.  eine  Potenzreihe 
Yon  x  —  c  innerhalb   eines   Kreises  mit   dem  Mittelpunkt  c:   sie  kann 
in  alien  Punkten   einer  Menge,   welche  c  zur  Grenzstelle  hat,   nicht 
Null  werden,  ohne  identisch  Null  zu  sein,  usf. 

Um  zu  sehen,  was  geschieht,  wenn  wir   anstatt  eines  Punktes  c 
Yon    endlicher  Entfernung    den   unendlicb   fernen  Punkt  in  Betracht 

00 

ziehen,  wenden  wir  auf  die  Beihe    ^fyx*,  die  den  KonYergenzradius  Q 
habe,    die    Substitution    x  =    ;    an;    sie    wird    dadurch    zu    J5f--;4~? 

diese  Reihe  konYergiert  aber,  wenn  man  $r  =       setzt,  fur    x    >  9'. 

In  dem  hier  betrachteten  Falle  liegt  also  eine  Potenzreihe  Yon    ,,  Yor? 

oc 

die  in   dem   Teile   der  Ebene  konYergiert,   der  sich  auBerhalb  eines 
bestimmten  Kreises  um  den  Anfangspuukt  befindet. 

Der  Mittelwert  und  seine  Anwendungen. 

123.  Sei  f(x]  eine  Funktion  der  Punkte  eines  Bereiches,  die  auf 
einer   in    diesem  Bereiche   enthaltenen  Kreislinie   Yom  Radius  Q   um 
den  Anfangspunkt  stetig  sein  nioge.     Man  teile  die  Kreislinie.   Yon 
ihrem   Schnittpunkte  mit  der  positiYen  reellen  Achse  ausgehend,  in 
2n  gleiche  Teile,  wo  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.    Die  Teilpunkte 
stellen  dann  die  Werte: 


der  Variabeln  x  dar?  wo: 


die  imaginare  Wurzel  der  Einheit  Yom  Grrade  2n  mit  clem  kleinsten 
Argumente  ist;  bezeichnen  wir  mit  %Rnf(o)  das  aritknietische  Mittel 
der  Punktionswerte  in  diesen  Punkten,  so  wird  sein: 


Wir  werden  beweisen?  dafi  sich  dieser  Ausdruck,  wenn  n  uiibe- 
grenzt  w*achst;  einer  endlicben  und  bestimmten  Grrenze  n'abeii. 
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Setzen  wir:  o. 

„ 

a>n+p  ~ 

so  ist: 


und: 


Wir  schreiben  nun: 
(3  )  Jc  =  2*  • 

wo  #  ruid  r  den  Quotienten  und  den  Rest  der  Division  yon  k  dnrcn 
2^  bezeicinen.  Da  t  in  (2)  yon  0  bis  2"+?  —  1  variieren  muB;  wird 
man  alle  seine  Werte  aus  (3)  eriialten,  wean  man  darin  q  yon 
0  bis  2"  —  1;  r  aber  yon  0  bis  2^—1  yariieren  laBt;  so  daB  sich  (2), 
wenn  man  anBerdem  beriicksichtigt;  daB  «5+jp=aw  ist,  folgenderniaBen 
schreiben  laBt: 


9 

7  =  0      r  =  0  -• 

Zieht  man  dayon  (1)  ab;  so  erhalt  man: 


Nun  kann  man1)  infolge  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  f(x) 
fur  x  |  =  Q  nach  Vorgabe  einer  beliebig  kleinen  GroBe  6  eine  andere 
positive  GroBe  9  so  bestimmen,  daB  die  Schwankung  der  Funktion  f(x) 
auf  jedem  Bogen,  der  gleich  oder  kleiner  als  9  ist,  kleiner  ist  als  <?. 
Wailt  man  demnact  die  Zanl  n  so,  daB  der  Bogen  von  der  Lange 
^  kleiner  ist  als  6,  und  beachtet  raan;  daB  der  Bogen  zwischen  den 

beiden  Punkten: 

und  a^+pOfaQ  (0  ^  r  <J  2P  —  1) 


die  Lange  ^J-<^  <0  hat;  so  ist  fur  jeden  Wert  von 


l)  Nach  dem  Satze  von  der  gleichmafiigen  Stetigkeit  der  Funktionen  einer 
reelien  Yariabeln  der,  wie  andere  analoge  Satze,  unmittelbar  auf  Funktionen  der 
Punkte  irgendwelcher  Linie  iibertragen  werden  darf 
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und  folglich: 


eine  Beziehung,  welche  zeigt,  daB  sich  $i1nf(ff)  einer  bestimmten  end- 
lichen  Grenze  nahert,  wenn  n  iiber  alle  Grenzen  wachst.  Wir  werden 
diese  Grenze  mit  %Jlf(g)  bezeichnen: 

r  *n~ i 

gR^-limaRJ^-lim    ± 


und  sie  Mittelwert1)  der  Punklion  f(x)  auf  der  Kreislinie  TO  in 
Radius  Q  nennen.  Anstatt  3#w/'(@),  3)t /'((>)  empfiehlt  es  sich  bisweilen 
zu  schreiben:  3JUfte;]f,  3ttf/(a;)]?. 

Die  Definition  des  Mittelwertes  findet  im  besondern  auf  jede 
Potenzreihe  Anwendung?  die  einen  groBeren  Konvergenzradius  als  Q 
hat?  da  ja  (Art.  112)  eine  solche  Reite  eine  innerhalb  ikres  ganzen 
Konvergenzkreises  und  folglich  im  besondern  auf  der  betrachteten 
Kreislinie  yoni  Radius  Q  stetige  Punktion  ist. 

Aus  der  Definition  des  Mittelwertes  folgt: 

Der  absolute  Betrag  des  Mittelwertes  einer  Punktion 
ist  nicht  grofier  als  der  Mittelwert  ihres  absoluten  Betrages. 

124.  Der  absolute  Betrag  des  Mittelwertes  einer  Funk- 
tion  auf  einer  Kreislinie  tibertrifft  nicht  den  groBten  abso- 
luten Betrag  der  Punktion  langs  der  Kreislinie  selbst. 

Ist  M(Q)  der  groBte  absolute  Wert  der  Punktion  f(x]  langs  der 
Kreislinie  yorn  Radius  Q,  so  gilt  fur  jeden  Wert  yon  n  und  /•:: 

\f(<*nti\ 

folglich  ist: 


woraus  nach  einem  bekannten  Satze  iiber  Grenzwerte  folgt: 


1)  Der  Mittelwert  wurde  von  Pringsheim  407,  412,  416  hauptsaehlieli 
211  dem  Zwecke  eingefiikct,  nm  auf  elementarem  Wege  den  Satz  von  Laurent 
(siehe  weiter  unten  Art.  180)  zu  beweisen,  der  tirsprunglich  aus  der  Theorie  der 
krummlinigen  Integrale  Kergeleitet  worden  ist.  Andre  elementare  Beweise  des 
Satzes  von  Laurent,  die  aber  weit  weniger  einfach  sind  als  der  von  Prings- 
heim,  waren  bereits  vorher  von  Mittag-Leffler  308,  309,  311  und  von 
-Scheeffer  439  gegeben  -worden.  —  Seit  1880  nat  WeierstraB  517  zxon 
Beweise  der  Ungleichung  (3)  Art.  128  Mittelwerte  benutzt,  worauf  mich  Herr 
•Outzmer  aufmerksam  gemacht  hat. 
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Man  kann  den  Satz  hinzufiigen: 

1st  die  Funktion  langs  des  Kreises  nicht  konstant;  so 
hat  man: 

(i;  !^/'(>)|<J/(?). 

Man  setze  zur  Abkiirzung  JI(p)  =  a  Falls  nun  f(x)  langs  des 
Kreises  niclit  konstant  1st,  so  gibt  es  mindestens  einen  Punkt  x^7  fur 
den  f(x^\<a  ist,  Sei  |  /"(#<,)  \  =  a  -  ^  dann  laBt  sicn,  weil  f(x)> 
stetig  ist,  ein  %0  enthaltender  Bogen  angeben,  in  dessen  samtlichen 

Punkten  /'(a?)  |  <  a  —  -  ist.  Hat  man  diesen  Bogen  festgestellt,  so 
gibt  es  einen  ersten  Wert  m,  fur  den  er  mindestens  zwei  der  Punkte 
avm(q  ==  0,  1,  •  -,  2m—  1)  enthSflt;  fiir  m  +  1  entkalt  er  deren  minde- 
stens 2  +  1  =  3  (namlich  die  beiden  vorigen  und  den  Mittelpunkt  des 
von  ihnen  begrenzten  Bogens)7  fiir  m  +  2  mindestens  2  +  1  +  2  =  5; 
fiir  m  +  3  mindestens  2+l+2  +  4  =  9;---;  fiir  m  +  p  mindestens 
2+1  +  2  +  4H  -----  h  2^-1=  1  +  2^.  Man  tat  sonach: 


%       _ 

-r  <  a  - 


da  aber  die  letzte  Grofie  unabhangig  von  p  ist;  so  erhalt  man  durch 
Ubergang  zur  Grenze: 


woruit  die  Behauptung  erwiesen  ist1). 


1)  Es  laBt  sich  auch  leicht  beweisen,  daB,  wenn  /(a?)  in  alien  Punkten  eines 
Kreisiinges  um  den  Anfangspunkt  mit  den  a/u&ersten  Radien  ^  ,  (>2  <  ^JL  stetig  ist, 
3f  (^)  eine  fiir  alle  zwischen  ^  nnd  ?2  liegenden  "Werte  von  Q  stetige  Funktion  ist. 

Da  (Art.  99)  \f(x)\  eine  sfcetige  Funktion  ist,  laBt  sich  (Art.  100),  wenn 
man  willkurlich  eine  Grofie  a  annimmt  eine  Grofie  k  von  der  Art  angeben,  daB 
fiir  jedes  \x  —  x  <^Jc  innerhalb  des  Kreisringes: 

\f(ttf)\-\f(iB-)\<t 


ist.  Nimmt  man  nun  $'—  Q  +  ^  an,  wo  <?  <  7c,  ?3  <C  $>  <C  9'  <C  ^i  ^  ^^d  bezeichnet 
man  mit  x,  xf  zwei  auf  demselben  Radius  Hegende  Punkte  der  Kreislinien  ^,  Q" 
um  den  Anfangspunkt,  so  hat  man: 


folglich: 

!«^)[-|/(oj)|  o, 

und  demnach: 
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125.  Leieht  beweist  man  folgende  Satze: 

Der  Mittelwert  einer  Konstanten^  ist  die  Konstante 
selbst 

Der  Mittelwert  des  Produktes  einer  Konstanten  niit 
einer  Funktion  ist  das  Produkt  der  Konstanten  mit  dem 
Mittelwerte  der  Funktion. 

Der  Mittelwert  der  Summe  zweier  oder  niehrerer  Funk- 
tionen  ist  die  Summe  ihrer  Mittelwerte. 

126.  Sind  die  unendlich  yielen  Funktionen: 

f\(x),  fax),  •  -  • 
langs  der  mit  dem  Radius  ^  um  den  Anfangspunkt  beschrie- 

CG 

benen  Kreislinie   stetig   und   ist    ^f'7l(x)    auf  der  Kreislinie 

A  =  l 

selbst  gleichmaBig  konvergent;  so  ist: 


h-i  7?  =  1 

Wahlt  man  m  so;  daB  langs  der  ganzen  Kreislinie: 


wo  0  beliebig  gewahlt  ist,   und  bedenkt  man,    daB  nach.  einem  be- 

cc 

kannten  Satze  (ygl.  Art.  107)  ^fh(%)  eine  langs  der  Kreislinie  stetige 

h-\ 
Funktion  ist,  so  hat  man  (Art.  124,  125): 


.    + 

A=l 


Es  gilt  also  fur  alle  Punkte  der  Elreislmie  @': 
mithin  ist  for  g'  —  ?  <C  ^ 

Auf  dieselbe  "Weise  beweist  man: 
so  daB: 
also  ist  die  Funktion  M($)  stetig. 
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woraus  folgt: 


127.    Wir  wollen  den  Mittelwert  einer  ganzzahligen  Potenz 
der  Variabeln  bestimmen.     1st  m  Null,  so  hat  man  (Art.  125): 


1st  m  Jj  0.  so  hat  man: 


Wahlt  man  ^  so;  daB  2n >\ni  7  so  ist  die  Summe  auf  der  rechten- 
Seite  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Einheitswurzeln  gleich 
Null,  so  daB  3JJTC(^7n)  von  einem  bestimmten  Werte  yon  n  an  Null  ist; 
folglieh  ist: 

==0     fur  m^O. 


128.     Es  sei  jetzt  eine  Potenzreihe  yon  x,   ^£ahxh,   und   eine 

GC 

Potenzreihe  yon  — ,  ^  ^^"Ji?  gegeben;  die  erste  sei  konyergent  inner- 

halb    eines  Ereises   um   den  Anfangspunkt   mit  dem  Radius   @1?   die 
zweite  auBerhalb  (Art.  122)  eines  Ereises  mit  dem  Radius  $»• 
Ist  p1  >  09,  so  wird  die  Summe: 


eine   innerhalb    des   zwischen   den   beiden  Ereisen   gelegenen   Ringes; 
stetige  Funktion  sein;  und  ihr  Mittelwert  wird  daher  auf  jedem  Ereis& 
Yom  Radius  Q,  wo  (>2  <  Q  <  ^  ist;  endlich  und  bestimmt  sein. 
Wir  setzen  far  alle  positiyen  Werte  yon  h: 


bh  =  a_ 
so  daB  wir  schreiben  dtirfen: 


DemgemaB  erhalten  wir  (Art.  125,  126,  127): 
(1) 


h  =  —  oo 
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ein  bemerkenswertes  Ergebnis,   das  uns  zeigt;  daB  der  Mittelwert  der 
Funktion  f(x)  von  Q  unabhangig  1st. 

Auch  -^-  ist  eine  in  dem  betrachteten  Binge  fur  jeden  positiven 

xr 
und  negativen  Wert  von  r  stetige  Funktion,  und  man  hat: 


Folglich  hat  man  fur  jeden  positiven  oder  negatiyen  Wert  ron  r 
einschlieBlich  Null: 

(2)  %lf-Q  =  ar. 

Q 

Aus   der  gefundenen  Formel  und  dem  Satze  des  Art.  124  folgt: 


129.    Es  sei: 


eine  Potenzreihe,  deren  Konyergenzradius  nicht  Null  ist.     Setzt  man: 


wo    Q(x)  und  E(x)  reel!  sind;  und  bezeichnet  man  mit  t   die  zu 
konjugierte  GrroiBe,  so  ist: 


mithin: 


und  folglich  (Art.  126),  wenn  $  kleiner  als  der  Konyergenzradius  der 
gegebenen  Reihe;  r  aber  eine  ganze,  positive  Zahl  ist: 


Nun  ist  (Art.  127): 

to 


„ 
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Setzt  man  ferner  x  =  $eie7  so  ist  x  =  Q(j~l6j  folglich: 

»*-i 

•^-1  .A-r- 


Jo  -        /c  -  0 

da  aber  —  7*  —  r  =4=  0  fur  li  >  0,  r  >  0,  so  ist  (vgl.  Art.  127)  fur  ein 
hinreichend  groBes  n: 

**.[$}-<>, 

worau.s  folgt: 

\   Tr        ~~ 

L>l1      ->Q 

Es  ist  also: 
(1)  9J 

Da  ferner  (Art.  128): 


ist;  so  ergibt  sich: 

(2  S0i^  =  -  '  a 

V  ~</l-       r  o    ur* 

(•> 

Bezeicbien  wir  mit   C(Q)  den  gi-6Bten  positiven,   mit  D(Q)   den 
absoluten  Wert  des  groBten  negativen  Wertes  von  Q(x)  fur 
so  ist: 


Nun  hat  man.  weirn  a0=  »0'+  za0"  gesetzt  wircl: 

a0'=gRC(p),      «o" 

ferner  (Art.  123  am.  Ende),  -wegen  (1): 

5  ffri^ 

Daraus  folgt: 

^"jffv; 

i<r|or 
mithin  ist: 


<? 

9  Q 
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130.    Aus  Art.  124,  (1)  und  Art.  128,  (1)  folgt: 


unter  der  Yoraussetzung,  daB  die  Funktion  auf  der  Kreislinie  0  nieht 
konstant  sei.  Diese  Formel,  welcke  besagt,  daB  es  auf  der  Kreislinie 
notwendig  Punkte  gibt,  in  denen  der  absolute  Betrag  der  Funktion 
groBer  als  im  Mittelpunkt  ist,  gibt  zu  einer  wichtigen  Betrachtung  AnlaB. 

1st  *$(x)  eine  Potenzreine,  Q  ein  Wert,  der  kleiner  ist  als  ihr 
Konvergenzradius,  M  der  groBte  Wert  von  ty(%)\  in  dem  ganzen 
Kreise  mit  dem  Radius  Q  um  den  Anfangspunkt;  den  Umfang  mit 
einbegriffen,  so  laBt  sich  beweisen,  da6  die  Punkte,  in  denen  |$P(#)' 
den  Wert  M  annimmt,  auf  clem  Umfange  liegen,  oder  aucn; 
daB  das  Maximum  von  j$P(#)j  ^-  dem  Kreise  mit  seineni  Maximum 
auf  dem  Umfang  desselben  zusammenfallt.  Setzen  wir  voraus,  fur 
einen  Innenpunkt  c  sei  1  5JJ  (c)  |  =  M,  und  beschreiben  wir  um  c  als 
Mittelpunkt  einen  Kreis,  der  vollstandig  innerhalb  des  Kreises  Q  liegt, 
so  gibt  es,  da  S|5(ff)  (siehe  unten  Art.  159,  Anm.)  nicht  langs  dieses 
ganzen  Kreises  konstant  sein  kann,  auf  inm  notwendig  Punkte  p,  fur 
die  |$p(j>)j>  Jf;  das  widerspricht  aber  der  Annabme,  Jf  sei  der 
Maximalwert  von  |  ^  (x)  |  . 

Zieht  man  also  eine  Folge  von  Kreisen  um  den  Anfangspunkt 
in  Betracht,  cleren  Radien  waclisen,  aber  bestandig  kleiner  bleiben  als 
der  Konvergenzradius  der  Reibe,  und  bezeichnet  man  wiederum  durcn 
M(ff)  das  Maximum  von  |$|J(#)j  auf  dem  ganzen  Kreise  oder  —  was 
nacn  dem  soeben  Gresagten  dasselbe  ist  —  langs  der  Kreislinie  vom 
Radius  $,  so  waclist  M(Q),  wenn  $  wachst. 

131.    Wir  wollen  jetzt  den  Mittelwert  der  Funktion: 


langs  eines  Kreises  Q  bereclmen,  wo  f(x)  langs  desselben  Kreises  stetig 
und  c  eine  GroBe  ist,  deren  absoluter  Betrag  von  Q  verschieden  ist. 
Zunacnst  sei    c  \  >  ^>.     Bekanntlich  ist  fur  |  x   =  $  : 


das  ist  aber  eine  Potenzreihe,  die  den  Konvergenzradius  |  c  \  hat  und 
folglich  langs  des  Kreises  Q  gleichmafiig  konvergent  ist.  Daner  wird 
auch.  die  Reihe: 


x—c 

A  =  l 

Vivanti,  Theorie  der  emdeutigen.  analytischea  Funktionen. 


82          Z welter  Teil.    AUgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 
gleichmaBig  konvergent  sein;  und  man  hat  (Art.  126): 

(1)  ^i^«_  j?4sKrpYteyi    ftir 


A  =  l 


Es  sei  jetzt    c  \  <  Q.     Man  hat  fur  |  x  \  =  Q  : 


1_^ 

X 


und  folglicii;  wie  vorhin: 


Setzt  man  ftir  f(x)  eine  Potenzreihe: 


r-Q 


und  erwagt  man,  dafi  (Art.  128): 

sjftlfe)  _  f°  ^  ^<0 
Qr~       \ar  fiir  r^0; 

0  fur  | c   > 

(3) 


so  ergibt  sich: 


(4) 


Setzt  man  insbesondere  $£(#)  =  !,  so  erhalt  man: 

0  far  I  c  |  >  p, 

fiir  |(j|<o. 


132.    Es  seien  nnendlich  yiele  Reihen  mit  positiven  und 
negativen  Potenzen: 


(1) 


(t-1,2,.-.) 


gegeben;    die    innerhalb    des   Ringes   zwischen   den   Kreisen 
um  den  Anfangspunkt  mit  den  Radien  ^  und  ^  <  ?1  konver- 

gieren1);  ist  die  Reihe: 


1)  Tgl.  Art.  128. 
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gleickmaBig  konvergent  langs  jedes  Kreises  um  den  An- 
fangspunkt,  dessen  Radius  Q  zwiscken  ^  und  $2  liegt,  dann 
gelten  folgende  Satze: 

a)  Die    Summen    der    entspreckenden   Koeffizienten    der 
Reihen  fk(x)  sind  konvergent: 

b)  Setzt  man: 


= 

so  1st  die  Reike: 

W  G(x) 

in  alien  Punkten.  konvergent,  die  innerkalb  des  Ringes 
liegen,  und  nat  denselben  Wert  wie  die  Fnnktion  F(x) 
(Hilfssatz  von  Weierstrafi)1). 

Da  die  Funktionen  (1)  langs  des  Kreises  vom  Radius  $  stetig 
sind  (Art.  112)  und  die  Reine  (2)  auf  diesem  Kreise  gleichmaBig  kon- 
yergent  ist?  so  wird  aucn  F(x)  eine  stetige  Punkfcion  sein;  und  ebenso 
—  ~,  welcnes  auch.  die  ganze  ZaU  li  sei:  tmd  daner  wird  W^~  eine 

X  °  Q* 

bestimmte  und  endlicne  GrroBe  sein.     Nun  ist  (Art.  126;  128): 


so  dafi  (3)  konvergent  ist. 

Man  nekme  nun  einen.  beliebigen  Wert  ^/  zwiscken  Q  und  QI 
und  einen  zweiten  p/  zwiseken  Q%  und  9  und  bezeickne  mit  M^  den 
groBten  absoluten  Betrag  von  F(x)  langs  des  Kreises  vom  Radius  p/, 
mit  M2  den  analogen  Wert  langs  des  Kreises  vom  Radius  £/.  Mit 
Rticksiekt  auf  (3)  erkalt  man  dann  aus  (5)  fur  alle  Werte  von  Ji 
(Art.  124): 

1-4!  = 


1)  Weierstrafi  517.  Die  Bedingungen  des  Satzes  sind  hinreickend,  aber 
nickt^notwendig,  wie  Rnnge  434  an  einem  Beispiele  gezeigt  hat.  Die  not- 
wendigen  tmd  Mnreichen den  Bedingungen  sind  von  Arzela  10  festgeatellt -worden, 
S.  anch  Arzela  11,  v.  Dalwigk  126,  Osgood  340,  Severini  456,  457. 
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f olglich : 


2! 


analog  ist: 
folglich: 


z^^^za-)  -  Q-Qi 

//  =  —  1  A  =  l 


Durch.  Summierung  erhalt  man: 


also  ist  die  Reihe  (4)  absolut  konvergent  fiir  jedes  x,  dessen  absoluter 
Betrag  zwisclien  Ql  mid  p2  liegt. 
Setzen  wir: 


so  werden  wir  wegen  der  gleichmaBigen  Konvergenz  YOU  (2)  nach 
Aruialime  einer  beliebigen  GroBe  6  zwei  ZaMen  n1;  %  der  Art  be- 
stimmen  konnen;  dafi  langs  des  Kreises  Q±: 


ist  fur  jedes  N^.nly  und  langs  des  Kreises  Q%  dieselbe  Beziehung  fiir 
jedes  N^>n2  gilt.  Bezeickaen  wir  nun  mit  n  irgendwelche  Zahl? 
die  nicht  kleiner  ist  als  jede  der  beiden  Zanlen  n1}  n2,  und  setzen  wir: 


k 

so  ergibt  sicn  ftir  alle  Punkte  der  beiden  Kreise  Q±', 


Man  wird  demnach  durch  Wiederholung  der  oben  dargelegten 
ScnluBweise  fiir  die  Funktion  Fn(x)  zu  einer  ahnlicnen  Beziehung 
wie  (6)  gelangen,  wo  ~  an  Stelle  von  M19  M%  tritt,  an  Stelle  der 
Eoeffizienten  Ah  aber  die  Koeffizienten: 
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auftreten.     Man  wird  also  erhalten: 


2 


und  folglich: 


fur  |*|  =  ?. 

Andrerseits  lafit  sich  w  Hnreicnend  groB  wahlen,  damit  Tangs  des 
Kreises     : 


sei;  daraus  folgt  fur  jedes     x\  = 
stimmten  Werte  an: 


und  fiir  jedes  n  von  einem  be- 


(7) 


Es  1st  nun: 


und: 


oder,  da  das  erste  Grlied  rechts  die   Summe  einer  endlichen  Anzanl 
von  Reinen  ist: 


woraus  sich  ergibt: 

F(x)-G(x)=Fn(sc)- 
und  folglich;  wegen  (7),  fiir  \x\  =  ^: 

N 

oder?  da  0  willkurlich  ist: 
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Ableitung  nnd  Integral  einer  Potenzreihe. 
133.   Unter  der  Ableitung  einer  Potenzreihe: 


yersteht  man  die  Reihe: 


die  man  erhalt,  indem  man  jedes  (Hied  rait  dern  in  ihm  yorkomnien- 
den  Exponenten  yon  x  multipliziert,  den  Exponenten  selbst  aber  um 
eine  Einheit  vermindert. 

Die  Ableitnng  der  Ableitung  wird  zweite  Ableitung  genannt 
und  mit  *$"(%)  bezeichnet  usf. 

Als  Integral  einer  Potenzreine: 


h-0 

bezeichnet  man  die  Eeihe: 


(i) 


A=0 


die  man  erhalt3  indem  man  jeden  Exponenten  um  eine  Einheit  yer- 
mehrt;  das  betreffende  Grlied  durch  den  so  yermehrten  Exponenten 
diyidiert  und  dann  eine  willkiirliche  Konstante  hinzufiigt. 

03       'A+I 
1st  die  Reihe  JJ??££L   .  fur   einen  Wert  #0  von  x   konyergent, 

A  = 
so  schreibt  man: 


T+T-  - 

A  =  0  !  A  = 

es  ist  insbesondere: 


Manchmal  schreibt  man  auch  J  9$(x)dx  anst'att 
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Die  Ableitung  des  Integrals  einer  Potenzreihe  fallt,  wie 
leicht  einzusehen,  mit  der  urspriinglichen  Reihe  zusammen. 
Dasselbe  kann  man,  yon  einer  willkurlichen  additiven  Konstanten  ab- 
gesehen,  yon  dem  Integral  der  Ableitung  einer  Potenzreihe 
sagen. 

134.  Eine  Potenzreihe  und  ihre  Ableitung  haben  den- 
selben  Konyergenzradius. 

Es  sei  p  der  Konyergenzradius  der  Reihe: 


'  derjenige  ihrer  Ableitung: 


Es  laBt  sich  yermittelst  der  Konyergenzkriterien  der  algebraischen 
Analysis  leicht  beweisen;  daB  die  Reihen: 


fiir  x  \  <  1  konyergent;  fur  |  x  \  >  1  divergent  sind;  so  daB  ihr 
Konyergenzradius  1  ist. 

Wenden  wir  den  Satz  des  Art.  117  zunachst  auf  die  Reihen  9$(x), 
g>(tt),  dann  auf  die  Reihen  x^r(x\  ^(x)  an^  so  finden  wir  demgemaB: 

Q^lQxl,     (>^^xl? 
woraus  Q  ==  $'  folgt. 

Auf  Grund  der  letzten  Bemerkung  des  yorigen  Artikels  1'aBt  sich 
der  Satz  auch  so  aussprechen: 

Eine    Potenzreihe    und    ihre    Integralreihe    haben    den- 
selben  Konyergenzradius. 

135.    In  Art.  128,  131  haben  wir  gefunden: 

a)  « 

(2)  sp^-a 

yorausgesetzt?  daB  Q  kleiner  ist  als  der  Konyergenzradius  yon  $(#). 
Man  kann  nun  Formeln  finden,  die  ftir  alle  Ableitungen  yon  ^(x)  zu 
(2)  analog  sind. 
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Wegen  (1)  hat  man: 


und  allgemein: 


+  rW  +  r  -  1)  -  -  •  (h  + 


1=0 


Nun  weiB  man,  dafi  fur    t  \  <  1  die  Entwioklung  besteht: 


daraus  folgt  far  |^|  <  ^>;  wenn  r  +  1  an  die  Stelle  von  r  tritt: 

-  - 


1)   Diese  Formel   laBt   sich   iiberaus   leicht   durch   vollstiindige  Induktion 
beweisen. 

Vorausgesetzt,  daB: 


7, 


hat 


Nun  ist  bekanntlich : 


folglich  ist: 


(1  -  tf4 
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and  deinnach: 


136.  Wir  werden  in  diesem  und  den  folgenden  Artikeln  zeigen, 
da8  die  gewohnliehen  Differentiationsregeln  auch  bei  unserer  Definition 
der  Ableitung  gelten1). 

Die  Ableitung  einer  auf  ein  einziges  konstantes  Grlied 
rednzierten  Reihe  ist  Null. 

Umgekehrt:  Eine  Reihe,  die  identisch  Null  ist  ('d.  L  deren 
samtliche  Koeffizienten  Null  sind);  kann  als  Ableitung  einer 
Reihe  aufgefafit  werden,  die  auf  ein  einziges  konstantes 
Grlied  reduziert  ist,  das  iibrigens  jeden  "beliebigen  Wert 
halben  kann. 

137.  Die  Ableitung  der  Summe  zweier  Potenzreihen  ist 
die  Sumnie  inrer  Ableitungen. 

Sind  zwei  Potenzreihen:  ' 

(1)  ^(x)= 

gegeben  und  setzt  man: 


so  ist: 


h=l 


f°lghcll:  ^)  =  ^'W  +  W( 

138.   Die  Ableitung  des  Produktes: 

$(*)-&(*)$,(*) 

zweier  Potenzreihen  ^(o;),  5P3(»)  ist: 


Es  seien  5pA(fl?),  $3(^)  durch  die  Pormeln  (1)  des  yorigen  Artikels 
ausgedriickt.  Nach  dem  aus  der  Reihentheorie  bekannten  Multiplika- 
tionsgesetz  von  Reihen  hat  man: 

1)  Vivanti  502. 
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wo: 


folglich  1st: 
ferner: 


Hieraus  folgt: 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

139.  Die  Ableitung  des  Produktes  melirerer  Potenz- 
reihen  erhalt  man;  indem  man  die  Ableitung  jeder  einzelnen 
Eeihe  init  allea  librigen  multipliziert  und  die  Produkte 
addiert. 

Da  der  Satz  fur  das  Produkt  zweier  PotenzreiheiL  gilt  (Art.  138), 
so  genugt  es;  ikn.  durct.  Tollstandige  Induktion  zu  beweisen. 

Es  sei: 


wo: 


Setzt  man: 


so  hat  man: 

«(*)-£!(*)$,,(*), 

nnd  folglich,  da  der  Satz  far  n  =  2   gilt  und  fur  w  —  1    als   wakr 
Torausgesetzt  wird: 
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•woraus  folgt: 


140.     Die    Ableitung    yon    [$P  (*)]*,    wo    n    eine    ganze 
und  positive  Zahl,  $P(#)  eine  Potenzreine  bezeichnet,  ist 


Es  geniigt;  in  dem  yorliergeliendeii  Satze: 

^(«)-^(!r)-----^(*)-?P(*) 
zu  setzen. 

Daraus  laBt  sich.  ein  bemerkenswertes  Ergebnis  herleiten. 
Setzen  wir: 


dann  ist: 


woraus  folgt: 

(i) 


.   Es  sei  eine  Potenzreine: 


gegeben,  deren  Konyergenzradius  ^  sei,  und  eine  zweite  Potenzreihe: 


und  es  sei  fur  \x\  <  ^>: 

Dann  ist  die  Reihe  von  Potenzreihen: 
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in  jedem  Bereiclie  gleichmaBig  konvergent,  der  in  dem  mit  dem 
Radius  p  urn  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreise  enthalten  ist? 
und  laBt  sich  folglich  (Art.  132)  in  der  Form  einer  einfachen  Potenz- 
reihe  darstellen: 


Wir  werden  jetzt  beweisen,  daB  die  Ableitung  von  9R(^)  das 

Prodnkt  der  Ableitung  von  5)3  (#)  mit  der  von  Q(^')  ist,  wo 
£  =  $P(#)  zu  setzen  ist. 

Man  nat: 


folglich: 


Da  (Art.  134)  auch  D'(j8f)  den  Konvergenzradius  <?  hat,  so  laBt 
sich  anch  auf  diese  Reihe  der  Satz  des  Art.  132  anwenden,  und  man 
erhalt: 


Andrerseits  ist  nach  (1)  des  vorigen  Artikels: 

CP  CD  h 


folglich: 


oder: 
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142.    Wir    wollen   uns    die   Aufgabe   stellen,   eine    Potenzreihe, 
falls  sie  iiberliaupt  existiert,  zu  finden,  die  mit  inrer  Ableitung  iden- 

CO 

tisch  ist.     1st  SJJ(#)  =  ^ahxh  die  gesuchte  Reihe,  so  muB  sein: 


£  =  0 

oder: 


h  =  0  h  —  0 

woraus  fur  alle  Werte  von  Jr. 
xaithin: 

«0  = 

oder: 

n    —  -?<L 

a*~  hi 
folgt.     Die  gesuchte  Reihe  ist  also: 


der  eingeklammerte  Ausdruck  heifit  die  Exponentialreihe  und  wird 
mit  e*  bezeiclinet: 


1    1!     '     2!     J  ^J  hi 

(unter  der  bekannten  Festsetzung:  0!  ==  1). 

Die  Exponentialreihe  ist  fur  jeden  Wert  von  x  absolut  konver- 
gent,  da  sich  ja  das  Verhaltnis  des  w-ten  Gliedes  zuin  (n—  l)-ten  der 
Null  nahert,  wenn  ^  iiber  alle  Grrenzen  wacnst.  Der  Konvergenz- 
xadius  der  Reihe  ist  folglich  unendlich. 

Die  Fundamentaleigenschaft  der  Exponentialreihe  ist  folgende: 

(1)  '  &ey  ==  ^+y. 

In  der  Tat  ist: 

00 
«r — <•  I     -.«  fjl  —  1  „ ,  Jl  —  2     2 

^W  i  I    (K  SC          V  OC          V 

=  ^-/  \Jhl    '    (h  —  1)1  II  ^~  (7i  —  2)!2!  +  *  *  '  + 

h  —  0 

27i  —  2  A  —  1  h  ~] 

~^  2!  (A  — 2)!    ""  11^  —  1)1  "^  "ST J  ' 
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nun  ist: 


folglieh: 


A.US  (1)  und  ans  e°=  1  folgt: 
(2)  *—-i. 

Aus  (1s)  und  (2)  folgt,  da6  man  tf  in  der  Tat  als  die  Potenz 
einer  ZaLl  e  mit  dem  Esponenten  x  ansehen  kann. 

143.  1st  Sp(a;)  eine  Potenzreihe,  so  ist  (Art.  132)  e%W  erne  min- 
destens  innerhalb  des  Konvergenzkreises  von  $fj(a?)  konvergente  Potenz- 
reihe.  ttre  Ableitung  ist  (Art.  141,  142): 

e*to?F(ai). 

14=4:.    Es    mogen   nier  einige  die  Funktion  &  betreffende   Rela- 
tionen  Platz  finden,  die  uns  in  der  Folge  von  Nutzen  sein  werdeiu 
Zunachst  hat  man: 


Die  Zahl  e,    deren  Wert  2771828  .  .  .    betragt,    dient   als    Basis    eines 
Systems   yon   Logarithmen,    die    hyperbolische    oder    natiirliche 
Logarithm  en  genannt  werden.     (S.  unten  Art.  146). 
Ftir  jede  beliebige  positive  Zahl  h  hat  man: 


wachst  Ji  unbegrenzt;  so  nahern  sich  iiberdies  das  erste  und 
dritte  Glied  der  Ungleichung  dem  Werte  e. 
Wir  haben: 
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Wachst  h,  so  wachsen  alle  Grlieder  der  Entwicklung  YOU  fl  +  y-J  ? 

und  auBerdem  kommen  neue  positive  Grlieder  liinzu,  so  daB,   wenn  li 

/         *  \  ji 

nach  ganzen  positiven  Werten  wachst,  auch  f  1  +  -r-)  bestandig  wachst. 

Weil  aber  diese  Summe  begrenzt  ist;    da  sie  stets  <  e  bleibt?   so 
nahert  sie  sich  nacb.  einem  bekamiten  Satze  einer  endlichen  Grrenze 
^  e,  die  wir  vorlanfig  mit  g  bezeickaen  wollen. 
Setzt  man: 


also: 

so  bat  man1): 

ebenso: 

usf.     Daraus  folgt: 

und: 

LaBt  man  h  ins  Unendlicbe  zunehmen,  und  beachtet  man, 

so  erhalt  man  daraus: 


und  sch.lieBlicb;  wenn  man  r  ins  TJnendlicbe  wacbsen  lafit,  g  =  e. 
Also  ist: 

Daraus  folgt  weiter: 


1)  Ygl.  Cesaro-Kowalewski,  Elementares  Lehrbucli  der  algebraischen 
Analysis  und  der  Infinitesimalrechnung  mit  zahlreichen  tTbtingsbeispielen,  Leipzig 
(B.  Gr.  Tenbner)  1904,  S.  121. 
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immer  Yorausgesetzt,  dafi  li  dem  Unendlichen  nach  ganzen  positiven 
Werten  zustrebt.  I\A  +  I 

Nun  1'aBt  sich  aber  beweisen;  dafi  ( 1  +  -A       abnimmt,  wenn  h 
wachst.     Setzen  wir: 


so  ist: 

cp  (Ji)           \    h    }  7i  -4-1  r(7i  +  1)  (h  —  l)~|7i 

*    \    '          t . — — .      .      .      ! ~—    ] 

\A  h     L         h*        J 


wo: 


7A? 


, 

h 


mithin  ist  far  gerade  wie  ungerade  h: 
Daraus  folgt: 


.  . 

A2        /i3^       4! 


Die  Summe  innerhalb  der  geschweiften  Klammern  besteht  fur  h  >  2 
aus  alternierenclen  und  abnehmeBden  Grliedern,  ihr  Wert  ist  folglich 
groBer  als  die  Differenz  der  ersten  beiden  Grlieder;  also  ist: 


2       7?2 
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Fur  7*  :>  4  ist  folglicli    Q  —  P  >  0,   d.  L  ^  <  1.     Fur  die  Anfangs- 

werte  YOU  li  bestatigt  es  sich  unmittelbar;  daB  dieses  Verhaltrds  kleiner 
ist  als  1.  Fclglich  nimmt  (p  (Ji)  ab;  wena  li  waclist-,  weil  aber  sein 
Orenzwert  fur  li  =  co  gleicli  e  ist;  so  folgt  daraus;  daB  <p(Ji)  >  e  ist 
fur  jeden  ganzen  und  positiven  Wert  von  li. 

145.    Setzen  wir: 


so  ist: 
mithin: 


X       . 

3!+ 


—     =  x 


Ist  \x\  <  1?  so  folgt: 


und  da  e  <  — : 


< 


mitHn  ist: 

^i^| 

woftir  man  schreiben  kann: 


1  7 

wo  --  <  0  <  —  und  I  x    <  1  ist. 

4  4  ' 

Sei  jetzt  #  irgend  eine  positive  GrroBe;  offenbar  gilt  dann: 

(1)  e°>l  +  x, 

(2)  '  er>i+a?  +  .J. 
Man  hat  auch: 

e  *  =  l  —  --  -f  --  —  —  +  .  .  - . 

Fur  0  <  a;  <  1  nehmen  die  Glieder,  vom  Vorzeiehen  abgesehen,  fort- 
gesetzt  ab;  also  folgt  unmittelbar: 

(3)  e-*>l-x  (0  <  x  <  1) 
und: 


(4) 


(0  <  x  <  1). 


Yivanti,  Tlieone  der  eindeutigen  analytischea  Funktionen. 
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Femer  ist;  wiederum  fur  0  <  x  <  1,  wegen  (1): 


mi  thin : 

oder  auch: 

(5)  e~  c  <  1  —  ~  (0  <  x  <  1). 

146.    Ist  eine  ganze  und  positive  Zahl  n  gegeben,   so  laBt   sich 
ein  positiver  Wert  p  von  der  Art  angeben;  daB  fiir  jedes  x  >  Q  : 

el  >  xn 
ist. 

In  der  Tat  hat  man: 

,         x 


-    '  n\     r  (»+!)!""    LH!^(«  +  1)U' 
nimmt  man: 

P -(«+!)!-(«  +  !), 
so  folgt  daraus: 


9Z  !  "     (%  +  1)  !        --  ? 

mithin  fur  jedes  #  >  ^)  : 

1    ,        x       ^  i 
M!  "i"  (M  +  i)!  ^  i; 

und  schlieBlich  e?  >  xn. 

Setzt  man  n  +  1  fiir  n,  so  kann  diese  Formel  auch   folgender- 
mafien  geschrieben  werden: 


sie  lehrt  uns;  daB  fiir  jede  beliebige  ganze  und  positive  Zahl  n  der 

ex 
Quotient  —  unbegrenzt   wachst;    wenn   x   unbegrenzt  wachst.     Das- 

^  tx 

selbe  kann  fiir  jede  beliebige  positive  GrroBe  t  offenbar  von  --     be- 
hauptet  werden.  x 

Setzen  wir  fiir  ein  positives  oder  negatives  reelles  xi 


so  ist  offenbar  ?t>l;  wenn  x  positiv  ist;  dagegen  ist  fiir  ein  nega- 
tives Xj  da  e-*=—,  0  <  u  <  1.     Wachst  x,  so  wachst  auch  u,  folg- 
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licli  entspricht  jedein  positiven  Werte  von  u  em  und  nur  ein  reeller 
Wert  von  #5  er  wird  der  hyperbolische  oder  natiirliche  Log;a- 
rithmus  von  u  genannt  und  folgendermaBen  geschrieben: 

x  =  Ig  u . 
Aus  Art   142,  (1)  folgt  unmittelbar: 

lg(ui)  =*1gii  +  Igv. 
Weiterhin  folgt  aus   der  zuletzt  gewonnenen  Ungleichung,    claB   sich 

fur  jedwede  ganze  und  positive  Zalil  n  das  Verhaltnis  ^~~~  der  Null 
nahert,  wenn  u  fiber  alle  Grenzen  waehst. 

In   der  Analysis    pflegt    man    auch    die   Logarithm  en    komplexer 
GroBen  in  Betracht  zu  ziehen.     1st: 

u  =  e* ,     u  =  v  +  n 

so  schreibt  man  ebenfalls: 

x  =  I 
Es  ist  dann: 


ferner,    da  e'z  und  e~t:  als  konjugierte  GroBen    denselben    absoluten 
Betrag  haben: 

woraus  folgt: 

<*--,- 1, 
also: 

oder: 

y- 

Man  ersieht  daraus,  daB  y  bei  gegebenem  u  vollstandig  bestimmt  ist 
14:7.    Es  sei  die  Potenzreihe: 

CO 

/;  =  (> 

gegeben;    ihr  Konvergenzradius   sei  Q.     Bezeichnen  wir   mit  c  einen 
Punkt  innerhalb  ihres  Konvergenzkreises  und  setzen  wir: 

x  —  o  +  #1; 

so  wird  sich  3$(x)  in  eine   Summe  von  unendlich  vielen  Polynomen 
in  x±  umwandeln: 

(C)\  ^kfrf>\   - 

\     J  T^  \     /    " 
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Da  die  Reihe  (1)  in  jedem  Bereiclie  innerhalb  des  Kreises  $ 
gleichmafiig  konyergent  ist  (Art.  Ill),  so  wird  sie  es  ini  besondern 
anf  einer  beliebigen,  innerhalb  des  Kreises  gelegenen  Kreislinie  um 
c  sein;  folglich  (Art.  132)  wird  man  die  Reihe  <p(x^)  in  eine  Potenz- 
reihe  yon  oc1  transformieren  konnen: 


•wo  Ar  die  Summe  der  Koeffizienten  yon  x^  in  den  Gliedern  yon  (2) 
ist.     Die  allgemeine  Form  dieser  Glieder  ist: 


daraus  ergibt  sich;  wenn  man  beachtet^   dafi  x^  nur  in  den  Grliedern 
yorkommt;  in  denen  Ji  ^>  r  ist: 


Diese  letzte  Summe  ist   aber   die  r-ie>  Ableitung   yon   *$(%)  fiir 
=  c;  folglich  hat  man: 


und  (wenn  man  festsetzt,  da6  ^5^(c)  =  ^(c)  sei) 


oder: 


das  ist  aber  die  bekannte  Taylorsche  Reihe.  Sie  ist  in  jedem  um 
den  Punkt  c  beschriebenen,  innerhalb  des  Konyergenzkreises  $  der 
Reihe  (1)  enthaltenen  Ereise  konvergent;  ihr  Konyergenzradius  ist 
folglich  nicht  kleiner  als  Q  —  c  [  . 

148.    Aus  der  gefundenen  Formel  folgt: 
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Wenn  x  sich  c  natert;  so  naKern  sict  alle  Glieder  der  Reibe  auf 
der  rechten  Selte  anBer  dem  ersten  der  Null;  folglidb  nabert  sich 
ebenso;  da  die  Reihe  gleichmaflig  konyergent  ist,  ikre  Summe  der 
Null.  Daraus  folgt: 


D.  k:  Unsere  Definition  der  Ableitung  deckt  sicli  mit 
der  in  der  Infinitesimalreclmung  iiblichen. 

149.  Aus  der  Taylorschen  Eeibe  laBt  sich  alles  folgern,  was 
gewoknlicb  in  den  Lehrbtiehern  der  Infinitesimalreckoung  aus  dieser 
Formel  hergeleitet  wird.  Wir  wollen  hier  nur  eine  Einzelheit  be- 
rtihren. 

Die  Taylorsche  Eeibe  werde  folgendermaBen  gesclirieben: 

und  entsprechend: 

1.  2 .          *  ^ 

Nehmen  "wir  an,  dafi  c,  u  sowie  die  Koeffizienten  yon  5)J(/()  reell 
sind  und  daB: 

5p'(c)  =  y$"(c)  =  .-.==  5p^-^(c)  =  0,    9SW(c)  4=  0 
ist,  so  haben  wir: 


?(C-tO-?(*)-(-«)'^ 

Wegen  der  Stetigkeit  der  Potenzreihen  (Art.  112)  konnen  wir 
einen  reellen  positiyen  Wert  <s  yon  der  Art  angeben;  dafi  £}(«)  und 
Sft(w)  fiir  jedes  u\  <<5  mit  itrem  ersien  Gliede,  also  mit  ^(c\  im 
Vorzeiclxen  iibereinstimmen.  Daraus  folgt,  daB  die  Differenzen:  ' 


fiir  'it  <  (9  dasselbe  VorzeicHen  baben  oder  nicht,  je  nachdem  r  ge- 
rade  oder  nngerade  1st,  und  daB  ihr  gememsames  Yorzeicaen  im  erst  en 
Falle  das  von  ^(c)  ist. 

Nun  sagt  man?  eine  reelle  Funktion  besitze  fur  einen  Wert  c  der 
Veranderlichen  ein  Mazimnm  oder  Minimum1),  wenn  sich  eine  Um- 

1)  Die  Worte  Maxiiniiia  und  Minimum  haben  hier  eine  et^as  andere 
Bedeutnng,  als  ihnen  in  Art.  96  "beigelegt  worden  ist, 
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gebung  yon  c  angeben  laBt,  in  cleren  samtliclen  Punkten  die  Funktion 
Werte  annimmt,  die  kleiner,  beziehentlich  groBer  sind  als  der  Wert, 
den  sie  in  c  besitzt.  Es  liegt  namlich  ein  Maximum  oder  Minimum 
in.  c  vor?  \venn  die  beiden  Differenzen  (1)  fiir  Werte  von  it,  die  absolut 
kleiner  sind  als  eine  bestinimte  positive  Gr6Be;  dasselbe  Vorzeichen 
haben,  also  zugleich  negativ,  beziehentlich  positiv  sind.  Man  darf 
deshalb  schlieBen,  daB  es;  wenn  in  c  ein  Maximum  oder  Minimum 
statthaben  soll;  notwendig,  aber  auch  hinreichend  ist;  daB  die  erste 
Ableitung  in  c  verschwindet,  die  erste  Ableitnng  aber,  die  in  diesem 
Punkte  melt  verschwindet,  von  gerader  Ordnung  ist;  je  nachdern  diese 
Ableitung  negativ  oder  positiv  ist;  liandelt  es  sich  urn  ein  Maximum 
oder  Minimum. 

Wenden  wit*  diese  Regel  auf  ein  Beispiel  an. 

Es  sei: 


daraus  folgt  (Art.  138,  142): 

$|J'  (x)  =  e*+  xe*=  e*(x  +  1;, 
Sp"(aO  =  e*+  (x  +  IV  =  (?(x  +  2). 

y$'(x)  verschwindet  fur  x  =  —  1;  und   man  hat:   ^J"(-—  1)  ==  e~l  >  0; 
daraus  ergibt  sich;  daB  ^S(^')  fiir  x  =  -—  1   ein  Minimum  besitzt.     Der 

Wert  von  ^(x)  fiir  x  =  —  1  ist  ---  . 

Da;  wie  bereits  bemerkt;   v  und  ce  zugleich  zu-  und  abnehmen, 
so  besitzt  auch  eie*  fiir  x  =  —  1  ein  Minimum. 

Setzen    wir   x  =  Igu,    so    haben    wir:    e***  =  eul*u  =  (e]^M)"==  «"; 

auBerdem    ist  u  fur  a?  =  —  1   gleich  —  ;    also    besitzt   n16   fiir   ^  =  — 
ein  Minimum 

Transformierte  Beilien. 
150.    Die  gefundene  Bezielmng  (Art.  147): 


transformiert  eine  Potenzreihe  von  x  in  eine  Potenzreihe  von  x  —  c, 
wobei  c  ein  Punkt  innerhalb  des  Konvergenzkreises  $  der  ersten  Reihe 
ist.  Der  Konvergenzradius  QI  der  zweiten  Reihe  ist  mindestens  gleich 
Q  —  \c\,  und  deshalb  beriihrt  der  Konvergenzkreis  der  zweiten  Reihe 
den  Kreis  Q  von  innen,,  oder  er  geht  zum  Teil  dariiber  hinaus. 
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Die  auf  der  recliten  Seite  von  (1)  stehende  Reihe  heiBt  die  aus 
*$(%)  in  bezug  auf  c  transformierte1)  Reihe  und  wird  rait  ^(x^c) 
bezeichnet. 

Fur  jeden  Punkt  x  innerlialb  der  Konvergenzkreise  der  beiden 
Reihen  liat  man: 


Man  nehme  nun  innerhalb  des  mit  dem  Radius  ^  uui  c  be- 
schriebenen  Kreises  einen  Punkt  d  an.  Die  aus  $$(%  c)  in  bezug  auf 
d  transformierte  Reihe,  die  man  mit  y$(x\c,<I}  bezeichnen  kann;  wird 
erne  Potenzreihe  von: 

[(x  —  c]  —  (d  —  c)] 

oder  von  x  —  d  sein.  Liegt  der  Punkt  d  zugleich  innerhalb  des 
Kreises  p;  so  werden  wir  aucli  die  Reihe  ^(x\d)  bilden  konnen;  die 
aus  9$(x)  in  bezug  auf  d  transformiert  ist  und  demnach  eine  Potenz- 
reihe von  x  —  d  ist.  Wir  werden 
beweisen,  daB  ^(x\c,d)  und  ^(x'd) 
niiteinander  identisch  smd. 

Es  seien  @2,  Q%    die  Konvergenz- 
radien  dieser  beiden  Reihen. 

In    den   Punkten    innerhalb    der 
Kreise  hat  man: 


in  den  Punkten  innerhalb  der  Kreise 
)    hat  man: 


in  den  Punkten  innerhalb  der  Kreise 


hat  man: 


Bezeichnen  wir  also  mit  ^  den  kleineren  der  Radien  der  beiden 
konzentrischen  Kreise  ^>2;  ^2',  so  wird  in  den  den  drei  Kreisen  $;  ^>1;  ^ 
gemeinsamen  Punkten  tj)  sein: 


und  clemnach: 


1)  Wir  ge"braucb.en  das  Wort  ^transformiert"  statfc  des  fibhchen  ^ab- 
geleitet",  urn  Yerwechslungen  zu  vermeiden. 

2)  Derartige  Punkte  sind  unter  der  Yoranssetzung ,   da6  c  inneriialb  des 
Kreises  Q  und  d  innerhalb  der  beiden  Kreise  e,  ^  liegt,  immer  vorhanden. 
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Diese  Grleiekung  wird  daker  in  alien  Punkten  eines  bestimmtert 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  d  stattkaben,  woraus  folgt  (Art.  121): 


Man  drtickt  dies  dahin  aus,  dafi  man  sagt:  Die  unmittelfear 
oder  mittelbar  aus  einer  gegebenen  Reike  in  bezug  auf  den- 
selben  innerkalb  ihres  Konvergenzkreises  liegenden  Punkt 
transformierten  Reiken  sind  identisck  gleich. 

Der  Satz  wird  okne  Sckwierigkeit  auf  den  Pall  einer  beliebigen 
Anzakl  von  Zwisckenpunkten  ausgedeknt,  vorausgesetzt.,  dafi  sie  alle 
innerkalb  des  Konvergenzkreises  der  urspriinglicken  Reike  liegen. 

151.  Liegt  der  Anfangspunkt  innerkalb  des  Kreises  p1;  so  kann 
man  den  Punkt  d  niit  ikm  zusammenfallen  lassen;  und  die  zuletzt 
gefundene  Beziekung  wird  zu  folgender: 


D.  L:  Die  urspriinglicke  Reike  kann  als  aus  ikrer  trans- 
formierten Reike  transformiert  angeseken  werden. 

Wir  werden  beweisen?  daB  sick  die  Reike  $$(V);  auck  wenn  der 
Anfangspunkt  nickt  innerkalb  des  Kreises  Q±  liegt;  als  aus  ^(x  c} 
—  selbstyerstandlick  mittelbar  —  transformiert  anseken  laBt. 

Es    sei  A  der  Scknittpunkt   der  Verlangerung  von   OC  (wo   0 

den  Wert  c  darstellt)  mit  dem 
Kreise  Q,  M  der  Scknittpunkt 
von  OC  mit  dem  Kreise  QL, 
somit: 


Auf  MA  nekmen  wir  eine 
Strecke  M  D  =  -^r ;  bezeicknet 

d  die    dem   Punkte   D   zuge- 
korige  GrroBe,  so  ist: 

4- 


Ist 


Fig.  2  i         2~ 

p2  der  Konvergenzradius  der  Reike  ^(x\c}d\  so  ist: 

02  ^  Q  ~~  $y 
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folglicli: 

d  —  Qv  ^  26  ~  Q  =  7  ~  ~Qi- 

1st  p2  >  OD,  so  liegt  der  Anfangspunkt  innerhalb  des  Kreises  p2; 
und  man.  hat: 

$(x\c,d,Q)  =  $(x). 

Im  entgegengesetzten  Falle  sei  N  der  Schnittpunkt  der  Strecke 

OD  mit  dein  Ereise  £2;  man  nehme  auf  ND  die  Strecke  NE  =  ^^-; 
bezeichnet  e  die  dem  Punkte  E  zugehorige  Grrofie;  so  ist: 

\e 


1st  QS  der  Konvergenzradius  der  Reihe  y$(x\c,d,e),  so  ist: 

Ps  ^  Q  ~  £  ; 
folglicli: 

£-  p8^2fi-(>^y-4p1, 

usf.  Nun  konnen  die  GroBen  y  —  Q,  y  —  2^)1;  y  —  4^1?  •  •  -  nicht  samt- 
licn  positiv  sein;  folglich  stoBt  man  nach  einer  endlichen  AnzatL  yon 
Transformationen  auf  einen  Konvergenzkreis  ;  der  in  seinem  Innern 
den  Anfangspnnkt  enthalt. 

152.  Aus  den  im  yorigen  Art.  angefiihrten  Ergebnissen  lafit  sich 
ein  wiclitiger  SchluB  ziehen, 
Es  war  gefunden  worden: 


da  aber  3$  (ft)  als  aus  *$(x\c)  transformiert   betrachtet  werden  kann? 
so  hat  man  aus  demselben  Grande: 


woraus  folgt: 

(!)  Q  +  y  ^  Qi  ^  ?  -  y- 

Geometrisch  laBt  sich  das  so  aussprechen:  Der  KonYergenz- 
kreis  der  Eeihe  $$(%  c)  liegt  zwischen  dem  Kreise  urn  cy  der 
den  KonYergenzkreis  Yon  ?$(%)  Yon  innen;  und  demjenigen, 
der  ihn  Yon  aufien  beriihrt. 

Aus  (1)  ergibt  sich  auch:  Der  Konvergenzradius  der  trans- 
formierten  Reihe  *$(%  c)  ist  eine  stetige  Funktion  Yon  c. 

153.  Die  Ableitung  der  aus  einer  gegebenen  Reihe  in 
bezug  auf  einen  Punkt  c  transformierten  Reihe  ist  die  in 
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bezug    auf   den   Punkt  c    aus    cler    Ableitung    cler    ursprung- 
lichen  Reihe  transformierte  Reihe. 
Setzen  wir: 

CU1  —  c)  =  y$(x'\c)  •• 
so  ist: 


Andrerseits  ist: 


r  =  0 

woraus  folgt: 


154,  Die  untere  Grrenze  der  Konvergenzradien  cler  aus 
einer  gegebenen  Reihe  in  bezug  auf  alle  Punkte  innerhalb 
iLres  Konyergenzkreises  transformierten  Reihen  ist  Null. 

Sei  A  die  untere  Grrenze  der  Konvergenzradien  und  I  >  0  voraus- 
gesetzt.  Man  nehme  eine  positive  GroBe  2?  <  A  und  eine  Q  <  Q-  ist 
c  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreises  uni  den  Anfangspunkt  mit  dem 
Radius  ^)';  so  wird  die  in  bezug  auf  cliesen  Punkt  transformierte  Reihe: 


der  Definition  von  A  gemaB  einen  Konvergenzradius  haben;  der  nicht 
kleiner  als  A?  folglich  groBer  als  A'  ist;  sie  wird  somit  im  ganzen 
Kreise  urn  c  mit  dem  Radius  A'  mit  EinschluB  der  Peripherie  (Art.  112) 
stetig  sein.  Die  Menge  aller  Kreise  vom  Radius  A';  deren  Mittel- 
punkte  auf  der  Kreislinie  Q  liegen;  bedeckt  die  von  den  Kreisen  urn 
den  Anfangspunkt  mit  den  Radien  Q'  ~  A'  und  $r  +  X  eingeschlossene 
Rmgflache.  Die  Werte  yon  ^(x)  in  den  inneren  Punkten  des  Kreises 
Q  —  If,  die  y$(oc)  und  den  yerschiedenen  $$(%  c)  in  der  Rmgflache 
zwischeii  Q  —  A'  und  $'  gemeinsamen  Werte  und  diejenigen  der  yer- 
schiedenen $|3  (x  c]  in  der  Ringflache  zwischen  Q  und  Q  +  X  bilden 
eine  in  dem  ganzen  Kreise  §  +  A'  (mit  EinschluB  der  Peripherie) 
endliche  und  stetige  Funktion.  Der  absolute  Betrag  dieser  Funktion 
ist  daher  (Art.  99)  eine  endliche  und  stetige  Funktion,  besitzt  folglich 
(Art.  101)  ein  endliches  Maximum  M ;  bezeichnen  wir  dann  mit  Mc 
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den  groBten   absoluten  Betrag  Ton  Sj?i'#  c)  auf  der  Kreislinie   uni  c 
mit  dem  Radius  A'?  so  1st  MC<^M.    Nun  hat  man  (Art.  128/3'): 


claraus  folgt: 


oder: 


fur  alle  Werte  c  vom  absoluten 
Betrage  9'.  Wendet  man  wie- 
derum  die  Formel  (3)  Art.  128 
auf  die  Reihe: 


an;  so  hat  man:  FI<T  g 


oder: 


und;  wenn  man  fiir  alle  Werte  von  r  von  0  "bis  li  summiert: 


woraus  folgt: 


Die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  ist  bekanntlich  (vgl.  Art.  134) 
konvergent  fiir: 

1  . 

17 


daraus  folgt,  dafi  $P(#)  absolut  konvergent  ist  fiir  jedes  x  von  Hei- 
nerem  absoluten  Betrage  als  Q'  -f-  If.  Ist  nun  1'  festbestrmmt,  so  Ia8t 
sich  Qr  stets  so  wahlen,  daB  Q  +  A'  >  (>  ist;  man  kornmt  somit  zu 
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dem   Schlusse,    daB  die  Reilie  $£(#)   in  Punkten  konyergent  ist,    die 
auBerhalb  ihres  Konyergenzkreises  liegen,  was  absurd  ist. 
Folglich  ist  A  =  0,  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

155.  Betrachtet  man  den  Konvergenzradius  pc  der  in  bezug  auf 
c  transformierten  Reilie  als  eine  reelle,  innerhalb  des  ganzen  Kreises  p 
definierte  Funktion  yon  c,  so  hat  diese  Funktion  (Art.  154)  zur 
unteren  Grenze  'Null.  Folglich  gibt  es  (Art.  97)  einen  Punkt  p  der 
Art,  daB  in  jeder  Umgebung  desselben  die  untere  Grenze  der  Funk- 
tion QC  gleichfalls  Null  ist. 

Dieser  Punkt  kann  nicht  innerhalb  des  Kreises  Q  liegen.  Nehmen 
wir  narnlich  an;  er  liege  innerhalb  desselben,  d.  h.  es  sei: 


so  wird;  wenn  man  um  p  einen  Kreis  mit  einem  Radius: 


beschreibt,  QQ  flir  alle  Punkte  innerhalb  dieses  Eieises  einen  groBeren 
Wert  als  $  —  %  —  d  haben  (Art.  152)  ?  so  daB  seine  untere  Grrenze 
innerhalb  des  Kreises  selbst  nicht  Null  sein  kann. 

Folglich  liegt  der  Punkt  p  auf  der  Kreislinie  p. 

Ein  Punkt  yon  der  Beschaffenheit;  daB  in  jeder  Umgebung  des- 
selben die  untere  Grenze  der  Werte  yon  pc  Null  ist,  heiBt  ein  singu- 
larer  Punkt.  Das  gewonnene  Ergebnis  lafit  sich  demnach  folgender- 
maBen  ausdrucken: 

Auf  dem  Umfange  des  Konyergenzkreises  liegt  min- 
destens  ein  singularer  Punkt. 

156.  Ein  singularer  Punkt  kann  nicht  innerhalb  des 
Konyergenzkreises  einer  der  transformierten  Reihen  liegen. 

Wir  nehmen  an,  der  dem  Umfange  des  Konyergenzkreises  (0) 
einer  Potenzreihe  angehorige  singulare  Punkt  p  liege  innerhalb  des 
Konyergenzkreises  (6)  der  mittelbar  oder  unmittelbar  in  bezug  auf 
einen  Punkt  &  transformierten  Reihe.  Man  beschreibe  um  p  einen 
Kreis  (p),  der  ganz  innerhalb  (&)  falle.  Die  Kreise  (j?)  und  (0)  haben 
notwendig  ein  gemeinsames  Gebiet;  nennen  wir  irgend  einen  Punkt 
desselben  c7  so  wird  QG  sicher  groBer  sein  als  die  kleinste  Entfernung 
zwischen  den  Kreisen  (6),  (p)}  folglich  kann  seine  untere  Grenze 
nicht  Null  sein.  Mithin  kann  p  nicht  innerhalb  eines  Konyergenz- 
kreises liegen. 
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157.  Es   sei  9$(%)   eine  Potenzreihe  mit  endlichem  Konyergenz- 
radius.     Der    Konyergenzkreis    yon    $J3(#)    und    die   Konyergenzkreise 
aller  nnniittelbar  oder  mittelbar  aus  SJJ(#)  transformierten  Potenzreihen 
bedecken  einmal,  inelirmals  oder  unendlich  oft  einen  Teil  C  der  Ebene, 
der  aus  einem  einzigen  Stiick  besteht,  d.  h.  zusammenhangend  1st  (vgl. 
Art.  102;  Anm.)  und  der  in  besonderen  Fallen  auch  die  ganze  Ebene 
umfassen  kann.    1st  c  irgend  ein  innerer  Punkt  yon  C,  so  gibt  es  mi- 
en dlicli  yiele  Arten;  eine  in  bezug  auf  diesen  Punkt  transformierte  Reihe 
zu  gewinnen,  da  wir  zwischen  den  Anfangspimkt  und   den  Punkt  c 
unendlich    yiele    Folgen    yon    Zwischenpunkten    einschalten    konnen. 
Liegen  nun  sowohl  c  als  auch  die  Zwiscnenpunkte  innerhalb  des  Kon- 
yergenzkreises  yon  ?)3(#),  so  sind  (Art.  150)  alle  entsprechenden  trans- 
formierten Reinen  identisch;  sind  hingegen  beide  Bedingungen  nicht 
zngleich  erfiillt;  so  kann  man  fur  em  und  denselben  Punkt  zu  nienieren, 
ja  sogar  unendlich  yielen  yerschiedenen  transformierten  Reihen  gelangen. 
Erha.lt  man  aber;  wie  man  auch  den  Punkt  c  wahlen  und  wie  man  auch 
yerfahren  moge;  fiir  ein  und  denselben  Punkt  stets  ein  und  dieselbe 
Potenzreihe.,  so  bestimmt  die  Gresamtheit  der  betrachteten  Potenzreihen 
fiir  jeden  Punkt  innerhalb  G  einen  einzigen  Wert;  und  zwar  ist  dies  der 
gemeinsame  Wert  (Art.  150),   den  in  jenem  Punkte  alle  Potenzreihen 
besitzen,  innerhalb  deren  Konyergenzbereich  er  liegt.    Wir  erhalten  so 
<eine  Funktion  der  Punkte  des  Bereiches  C  (Art.  95);  die  yvir  eine  ein- 
deutige   analytische  Funktion   oder  einfacher  eine   analytische 
Funktion  nennen  wollen1).    Die  Potenzreite  $(^);  wie  auch  jede  der 
transformierten  Reihen;  wird  als  ein  Element  der  Funktion  bezeichnet. 

Da  sich  jede  der  transformierten  Reihen  (Art.  151)  als  urspriing- 
liche  Potenzreihe  ansehen  lafit,  so  konnen  "wir  sagen:  Eine  analytische 
Funktion  ist  durch  ein  beliebiges  ihrer  Elemente  yollstandig  bestimmt. 

Die  Gesamtheit  der  innerhalb  des  BereicB.es  C  gelegenen  Punkte 
bildet  den  Existenzbereich  der  Funktion. 

158.  Man  sagt,  eine  analytische  Funktion  yerhalte  sich  regu- 
lar   oder   sei   regular   in  alien  Punkten   innerhalb   ihres  Existenz- 
bereiches   oder  in  alien  Punkten ,  denen  Elemente  der  Funktion  ent- 
sprechen.     Die  Punkte ;   in  welchen   die  Funktion  nicht   regular   ist; 
•werden  singulare  Punkte  derselben  genanat. 


1)  Was  man  gewohnlich  eine  nichteindeutige  oder  auch.  eine  mehr- 
•deutige  Funktion  nennt,  ist  nach  unaerer  Auffassnng  kerne  Funktion,  sondern 
der  Inbegriff  von  mehreren,  "bezw.  unendlich  vielen  Funktionen. 
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Singulare  Punkte  einer  analytischen  Funktion  sincl  insbesondere 
die  singularen  Punkte  aller  ihrer  Elemente  (Art.  155) ,  da  ja  diese 
Punkte  (Art  156)  innerhalb  keines  der  Konvergenzkreise  der  yer- 
schieclenen  Elemente  liegen.  Sie  befinden  sich  offenbar  auf  der  Um- 
grenzung  des  Existenzb ereich.es  der  Funktion. 

Die  Gesaintheit  der  singularen  Punkte  einer  analyti- 
schen Funktion  bildet  eine  abgeschlossene  Menge.  —  Ware 
namlich  ein  Grenzpunkt  p  dieser  Menge  nicht  singular,  so  wiirde  das 
entsprechende  E]ement  ein  en  bestimmten  Konvergenzkreis  haben, 
dessen  samtlichen  inneren  Punkten  transforniierte  Elemente  ent- 
sprechen  wiirden,  was  unmoglich  ist. 

159.  Die  Grenzpunkte   der  Menge   der  Punkte,   in  denen 
eine    analytische  Funktion    denselben  Wert    annimmt,    sincl 
singular  e  Punkte. 

Es  sei  I  die  betrachtete  Menge,  c  einer  ihrer  Grenzpunkte.  Ware 
c  nicht  ein  singularer  Punkt,  gehorte  er  also  dem  Existenzbereiche  C 
der  Funktion  f(x)  an;  so  lieBe  sich  (Art.  121)  eine  Umgebung  des 
Punktes  c  angeben,  innerhalb  welcher  das  dern  Punkte  c  entsprechende 
Element,  also  auch  die  Funktion  selbst,  an  keiner  Stelle,  hochstens 
'  den  Punkt  c  selbst  ausgeschlossen;  den  betrachteten  Wert  annehmen 
wiirde,  was  unmoglich  ist 

Beachtet  man;  daB  die  Punkte  yon  /  samtlich  dem  Bereiche  (7 
angehoren,  so  ersieht  man,  daB  kein  Grenzpunkt  yon  /  mit  einem 
Punkte  von  I  zusammenf alien  kann.  M.  a.  W.: 

Die  Punkte  des  Existenzbereichs  einer  analytischen 
Funktion,  in  denen  sie  denselben  Wert  anniinmt;  bilden 
eine  isolierte  Menge1). 

Ist  C'  ein  innerhalb  C  liegender  Bereich,  so  hat  I  anf  G'  keinen 
Grenzpunkt,  folglich  (Art.  5)  ist  die  Anzahl  der  in  Cf  liegenden 
Punkte  von  I  endlich.  .D.  L: 

In  jedem  iiinerhalb  des  Existenzbereiches  einer  analyti- 
schen Funktion  liegenden  Bereiche  nimint  die  Funktion 
denselben  Wert  nur  eine  endliche  Anzahl  yon  Malen  an. 

160.  Aus  dem  in  der  Anmerkang  zu  Art.  121  erwiesenen  Satze 
Mgt: 

Ist  eine  analytische  Funktion  in  einem  innerhalb  ihres 
Existenzbereiches  liegenden  Bereiche  entweder  bestandig 

1)  Insbesondere  kann  eine  Funktion  nicnt  in  alien  Punkten  einer  Linie 
ein  und  denselben  Wert  annehmen. 
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reell  oder  bestandig  rein  imaginar;  so  1st  sie  notwendig 
eine  Konstante. 

Daraas  ergibt  sich  als  Corollar: 

1st  der  reelle  Bestandteil  einer  analytiscken  Funktion 
(als  reelle  Funktion  des  reell  en  nnd  cles  imaginaren  Bestandteiles  der 
komplexen  Variablen)  gegeben,  so  ist  bis  auf  eine  additive 
Konstante  auch  ilir  imaginarer  Bestandteil  gegeben;  nnd 
urngekehrt. 

Sind  namlich  /"(#),  f±(%)  zwei  analytische  Funktionen  mit  deni- 
selben  reellen  Bestandteile  U(u,v)  (wo  x=  n  +  iv\  ist  also: 


so  folgt  daraus: 

fW  -  fit*)  = 

Da  nun  die  Differenz  f(x)  —  f\(x\  die  (s.  nnten  Art.  163)  eine 
analytiscne  Fnnktion  ist;  bestandig  rein  imagmar  ist;  so  muB  sie  sick 
auf  eine  Konstante  reduzieren.  Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

161.  Ist    c    ein  Punkt    innerbalb    des   Existenzbereiches 
einer  analytiscken  Funktion,   so   hat  ihr  dein  Punkte  c  ent- 
sprechendes    Element    zuni    Konvergenzkreise    den    grofiten 
Kreis  mit   clem  Mittelpunkt  c,   der  iin   Existenzbereiche   der 
Funktion  enthalten  ist. 

In  der  Tat  hat  die  Peripherie  dieses  Kreises,  weil  sie  mindestens 
einen  singularen  Punkt  enthalten  muB  (Art.  155)  ;  notweadigerweise 
irgend  einen  Punkt  mit  der  Grrenze  gemein. 

Daraus  folgt: 

Die  untere  Grenze  der  Konvergenzradien  der  Elemente 
einer  analytischen  Funktion?  die  den  Punkten  eines  imierhalb 
des  Existenzbereiches  der  Funktion  liegenden  Bereiches 
entsprechen,  ist  yon  JSTull  yerschieden. 

162.  Sind  mehrere  analytische  Funktionen: 


gegeben?  deren  Existenzbereiche  ein  zusammenhangendes 
Grebiet  G  gemeinsarn  haben  niogen?  und  besteht  zwischen 
ihren  demselben  Punkte  c  des  letzteren  entsprechenclen 
Elementen  ^(x  —  c),  ^(x  —  c),  ••-,  5jJr(o?  —  c)  eine  ganze  ratio- 
nale Beziehung: 

-  C),  ^(X  -C),.-  ;  $r(Z  -  C))  =  0, 
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so  besteht  dieselbe  Beziehung  zwischen  den  Elementen,  die 
irgend  einena  andren  Punkte  des  Bereiclies  C  entsprechen 
(Sata  von  der  Permanenz  der  analytischen  Bezielmngen). 

Es  sei  o  der  Radius  des  gro'Bten,  in  dem  Bereiche  C  enthaltenen 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  c}  d  ein  beliebiger  Punkt  innerhalb  des 
Kreises  Q?  ^  der  Radius  des  groBten,  im  Bereiche  0  enthaltenen 
Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  d.  Dann  ist  fur  alle  den  Kreisen  Q,  Qi 
gemeinsamen  Punkte  x  (Art  150): 

$h(x  -c  d~c)  =  ^0  -  c)        CA  -  1,  2,  •  •  -,  r), 

und  daher: 

F(^  (x-c  d-  c\  ^(x  -C\c1-c),..-,  $r<x  -c\d-$)*=Q. 

Derselbe  Beweis  gilt  far  alle  Punkte  des  Bereiclies  C,  da  man 
ja  yon  c  aus  zu  irgend  einem  dieser  Punkte  mittelst  einer  endlichen 
Folge  von  Transformationen  gelangen  kann.  Folglicn  darf  man  fur 
alle  Punkte  von  C  scnreiben: 


163.  Es  seien  zwei  analytische  Funktionen  f±(x)y  fs(x)  gegeben? 
deren  Exist  enzbereicne  einen  zusammenn'angenden  Teil  C  gemeinsam 
haben  niogen.  Der  Einfacbheit  der  Scnreibweise  halber  setzen  wir 
voraus;  dieser  entnalte  den  Anfangspunkt.  Sind  nun  $&(#),  S|J2(it;)  die 
dem  Anfangspunkte  entsprechenden  Elemente  der  beiden  Funktionen, 
so  wird  die  Potenzreihe: 


eine  analytische  Funktion  f(x)  erzeugen;  deren  Existenzbereich  sicher 
den  Bereich  C  entbalt  (Art.  118).  Das  irgend  einem  Punkte  yon  0 
entsprecnende  Element  dieser  Funktion  ist  (Art.  162)  die  Summe  der 
demselben  Punkte  entsprechenden  Elemente  von  /i(#),  /i(#);  man 
kann  also  schreiben: 

f±(*)  +  f3(x)-f(x) 

und  die  Funktion  f(x)  als  Summe  der  beiden  analytischen  Funk- 
tionen /i(a?);  fs(x)  bezeichnen. 

Es  -wird  also  diejenige  Funktion  als  Summe  zweier  (oder  meh- 
rerer)  analytischen  Funktionen  definiert;  bei  der  ein  Element  die 
Summe  von  zwei  (oder  mehreren)  auf  dieselbe  Stelle  bezxiglichen 
Elementen  der  Summanden  ist. 

Eine  ganz  analoge  Definition  laBt  sich  fur  das  Produkt  zweier 
oder  mehrerer  analytischen  Funktionen  aufstellen. 
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161.  Es  sei  nun  eiue  analytische  Funktion  f(x)  gegeben,  die  in 
dem  Anfangspunkte;  der?  wie  man  unbeschadet  cler  Allgemeinbeit 
Yoraussetzen  darf,  ihrem  Existenzbereiche  angeboreii  moge;  einen  von 

yerschiedenen  Wert  babe.     1st: 


das  dem  Anfangspunkte  entspreehende  Element,  so  mufi  also  a0  =(=  0 
sein.  Man  darf  demnach  fur  alle  Punkte  ini  Innern  des  Konvergenz- 
kreises  von  9(x  scbreiben: 


wo: 


>  axh  . 


N"un  ist  bekanntlicb.  fur    £    <  1: 


also  wird: 


fur  alle  Punkte  x,  fur  welche: 

!  0 !  H  f(& 

NacL.  einer  bereits  gemacbten  Bemerkung  (Art.  120)  gibt  es  stets 
eine  Umgebnng  des  Anfangspunktes,  die  wir  als  kreisformig  mit  eineni 
Radius  Q'  <  Q  Yoraussetzen  diirfen,  in  der  diese  Bedingung  Yerwirk- 
licbt  ist;  innerhalb  des  Kreises  $'  wird  also  die  Gleichnng  (1)  gelten. 
Nimmt  man  nun  eine  Kreislinie  Yom  Radius  ^  <  $'  und  nennt  man 
M  das  Maximum  des  absoluten  Wertes  von  6  langs  derselben,  so  bat 
man  fur  jeden  Punkt  der  Peripberie  Yon  ^  und  jedes  beliebige  n: 

1  00 

M, 

00     /    71 

da  aber   die  Reibe    J5?  (7—7)    konvergiert,   so   ist  die  auf  der  recliten 

A  =  0     'a°  ' 
Yivanti,  Tneorie  der  eiiideutigen  analytischen  Funktionen  8 
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Seite  yon  (1)  stehende  Reihe  fur  die  Kreisflache  Q  gleichmaBig  kon- 
yergent.  Man  kann  also  den  WeierstraBschen  Hilfssatz  (Art.  132)  in 
Anwendung  bringen  und  diese  Reihe  in  eine  Potenzreihe  von  x  um- 
formen;  dadurch  erhalt  man  innerhalb  des  Kreises  $  ': 


Die  Reihen  $P(#),  ^(a1)  sind  durch  die  Beziehung: 


verkniipft;   man  hat   also  (Art.  162),   wenn  man  die  durch  ^(-t')  be- 
stimmte  analytische  Funktion  init  /i(#)  bezeiclmet: 


oder: 


Die  Funktion  f^(x)  heifit  die  zu  f(x)  reziproke  Funktion;  ihr 
Existenzbereich  ist  im  allgemeinen  von  dem  der  Funktion  /'(#)  ver- 
schieden. 

Als  Quotienten  zweier  analytischen  Funktionen  definiert  marr 
denmach  das  Produkt  der  ersten  mit  der  reziproken  der  zweiten. 

165.  Es  bezeichne  *$(£)  eine  Potenzreihe,  welche  die  analytische 
Funktion  f(%)  erzeuge.  Die  Reihe  y$'(x)  hat  denselben  Konvergenz- 
radius  wie  S)J(#)  (Art.  134);  ist  c  ein  Punkt  innerhalb  ihres  gemein- 
samen  Konvergenzkreises,  so  ist  die  aus  $|3'(#)  in  bezug  auf  diesen 
Punkt  transformierte  Reihe  die  Ableitung  der  aus  $J5(#)  in  bezug  auf 
denselben  Punkt  transformierten  Reihe  (Art.  153).  Setzt  man  das 
SchluBverfahren  in  derselben  Weise  fort,  so  erkennt  man;  daB  $'(#) 
eine  analytische  Funktion  y(x)  erzeugt;  die  folgende  Eigenschaften 
besitzt: 

a)  Sie  hat  denselben  Existenzbereich  wie  /*(#); 

b)  Dasjenige  ihrer  Elernente,  welches  irgend  einem  Punkte  dieses 
Bereiches  entspricht;  ist  die  Ableitung^des  Elementes  der  Funktion  f(x\ 
das  demselben  Punkte  entspricht. 

Wir  werden  cp(x)  die  Ableitung  von^/fe)  nennen  und  mit  /"(#) 

bezeichnen. 

Die  Eigenschaft  a)  kann  auch  durch  den  Satz  ausgedrtickt  werden: 
Eine    Funktion    hat    dieselben    singularen    Punkte    wie 

ihre  Ableitung. 
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166.    Erzeugen  die  Reiiien  ^(x),  5P2(#)  und: 


beziehentlich    die    analytischen   Funktionen   /i(#);   /2'X)?   f(%)>    wobei 
(Art.  163): 

fl*D-/i(s)  +/*(*) 

1st,   so   hat    man   (Art.  137)   in  den   den  Esistenzbereicnen  von  f(x\ 
/iO*0;  fz(%)  gemeinschaftlichen  Punkten: 

(i)  ^^)  =  ^»  +  %'(*); 

nun  erzeugen  ^'(^^  ^'(a;),  5P'(^)  (Art.  165)  die  analytischen  Funk- 
tionen fi(od),  f$(x),  f'(%)l  also  f'°lgt  ans  (1)  (Art.  163): 


167.  Durch  ein  ganz  analoges  Verfahren  beweist  man^  daB;  wenn: 

f(x)  =  fax)  ft  (x  )-~f*(x) 
1st,  man  erhalt  (ygl.  Art.  139): 


168.    1st  (Art.  164J: 


so  ist  diese  Beziehuag  gleidibedeutend  mit  der  andern: 

/•lO 
Darans  folgt  (Art.  167): 

KM  -r 

•woraus  sich  ergibt: 
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169.  Es  seien,  wie  in  Art  141,  s^l/)7  5H(>)  zwei  Potenzreihen 
yon  x,  bezw.  3,  und  alle  dort  gestellten  Bedingungen  und  Bezeich- 
nungen  mogen  lestgehalten  werclen;  dann  kann  D($|3(ti'))  auf  die  Form 
einer  Potenzreihe  Ton  x: 

£  OP  Or))  =  SRC*) 
gebraeht  werden. 

1st  c  ein  Punkt  innerhalb  des  mit  dem  Radius  Q  urn  deu  An- 
fangspunkt  beschriebenen  Kreises7  und  bilclet  man  die  transformierte 
Eeihe  ^(x  c),  so  ist  in  jedeni  Punkte  des  um  c  bescliriebenen7  den 
Kreis  Q  von  innen  beruhrenden  Kreises  Q'  (Art.  150): 


und  folglich: 

\^(XC]  \  <  <3r, 

Wir  durfen  also  (Art.  132)  die  Eeike: 


in  eine  Potenzreihe  von  x  —  c  umwandeln,  die  wir  mit  <3(#  —  c)  be- 
zeichnen  wollen?  so  daB: 


Andrerseits  hat  man  innerhalb  des  Kreises 


oder,  da 


folglich: 


Da  diese  Beziehung  in  alien  Punkten  einer  gewissen  Uingebung 
cles  Punktes  c  gelten  muB,  so  nmB  sie  identisch  erfiillt  sein  (Art. 
Man  hat  also  identisch: 
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Wenn  dernnach  ?$(x),  d(/)  beziehentlich  die  analytisclien  Funk- 
tionen  f(x),  $(2)  erzeugen,  so  wird  cp(f(x))  eiue  dureb.  das  Element 
9?  (a/)  bestimmte  analytische  Funktion  von  x  sem: 


es  folgt  ferner  aus  Art.  141: 

F'(x}  =  y(f( 

1st  im  besondern: 

F(x)  = 
so  wird  ('Art.  143): 
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170.  Eine  analytische  Funktion1)  kann  uicht  in  der 
ganzen  Ebene  (mit  EinschluB  des  unendlich  fernen  Punktes) 
regular  sein. 

Die  analytisclie  Funktion.  /'(,r)  habe  keinen  singularen  Punkt  in 
endlicher  Entfernung,  so  daB  ihr  dem  Anfangspunkt  entsprechendes 
Element  5|5(^)  einen  unendlicli  grofien  Konvergenzradius  besitzt 
(Art.  155).  Setzen  wir  auBerdem  yoraus,  daB  der  unendlicli  feme 
Punkt  fur  die  Funktion  f(x)  kein  singularer  Punkt  sei;  so  kann  diese 

Funktion  (Art.  122  J  durch  eine  Reihe  ^A  —  j  dargestellt  werden;  die  — 

aus  demselben  Grunde  wie  die  erste  —  in  der  ganzen  Ebene  konvergent 
ist.  Wir  denken  uns  urn  den  Anfangspunkt  einen  beliebigen  Kreis 
beschrieben  und  mit  C,  C\  den  innerhalb  bezw.  auBerhalb  desselben 
liegenden  Teil  der  Ebene  bezeichnet.  Da  ^(x)  in  C  eindeutig  und 
stetig  ist?  so  ist  es  auch  (Art.  99)  \^(x)\]  die  letztere  Funktion  hat 
daher  (Art.  101)  in  C  ein  endlicb.es  Maximum,  das  mit  JLf  bezeicb.net 


werde.    Entsprechend  hat  ,  9ft  L  (--} 


in  C   ein  endliches  Maximum 


Wenn  M  eine  GrroBe  bedeutet^  die  weder  kleiner  ist  als  M  noch  als 
so  ist  also  in  der  ganzen  Ebene: 


1)  Man  darf  nicht  vergessen,  daB  wir  hier  nur  von  eindeutigen  ana- 
lytischen  Funktionen  sprechen.  Bekanntlich  gibt  es  anderweitige  Funktionen, 
die  keinen  singularen  Punkt  haben;  dergleichen  sind  die  Abelschen  Integrale 
erster  Gattung. 
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und  daher  hat  man  auf  jeder  beliebigen.,  urn   den  Anfangspunkt  be- 
schriebenen  Kreislinie:  

Daraus  folgt  fur  jeden  beliebigen  Wert  yon  Q  und  yon  li  (Art.  128,  (3)): 


imd  somit: 

ah  =  0     far  h  >  0, 

so  da8  sich  die  Funktion  auf  die  Konstante  a0  reduziert. 

Folglich  besitzt  eine  Funktion,  die  sich  nicht  auf  eine  Konstante 
reduziert,  notwendig  singulare  Punkte. 


171.    Es  seien  f(x),  /i(#)  zwei  reziproke  analytische  Funktionen 
(Art.  164);  so  daB: 


Da  die  Existenzbereiche  der  beiden  Funktionen  nicht  notwendig 
identisch  sind;  so  kann  es  vorkommen,  dafi  ein  fur  die  Funktion  f(x) 
singularer  Punkt  p  es  nicht  auch  fur  die  Funktion  /i(#)  ist. 

Die  singularen  Punkte  einer  Funktion;  welche  nicht  zugleich  fur 
ihre  reziproke  singular  sind,  heiBen  Pole  oder  Unendliehkeits- 
punkte  oder  auBerwesentlich  singulare  Punkte;  die  tibrigen 
heiBen  wesentlich  singulare  Punkte. 

Ist  p  ein  Pol  der  Funktion  f(x),  so  hat  man,  weil  in  ihni  f^(x) 
regular  ist,  in  einer  gewissen  Umgebung  yon  p: 

fi(x)  ==  c0  +  GI(X  -p)  +  %(x  -  p)2  +  -  •  •  =  ^(x  -p). 

Ist  c04=0,  so  lafit  sich  (Art.  164)  eine  in  einer  gewissen  Um- 
gebung yon  p  konyergente  Potenzreihe  ^(x  —  p)  yon  der  Art  finden7 
daB  in  dieser  ganzen  Umgebung: 


ist;  die  durch  die  Reihe: 

$(x-p) 

erzeugte  analytische  Funktion  ist  nichts  andres  als  die  Funktion  f(x\ 
die  demnach  —  gegen  die  Voraussetzung  —  in  p  regular  sein  wtirde. 

Folglich  muB  CQ  =  0  sein. 

Setzen  wir  allgemein: 

<o  =<!=••  '  =  ^-1  =  0;     ^  +  0, 
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so  haben  wir: 
^0  -p)  =  (x  -p)m[cn  +  cm+l(x-p)  +  cm+2(x  -$)*  +  •••]  = 


wo  Dj  (x  —  p)  eine  Potenzreihe  von  x  —  p  ist,  deren  konstantes  Grlied 
nicht  Null  ist.  Man  kann  mittels  des  eben  auseinandergesetzten  Yer- 
fahrens  eine  Potenzreihe  d(  #—  p)  von  der  Art  finden;  daB  in  einer 
gewissen  Umgebung  von  p: 


1st.     Die  durch  ^(x  —  p)  bestimmte  analytische  Funktion  cp^x)  ist: 


folglich  ist  die  durch  D(#  —  ^>)  bestimmte  analytische  Funktion  (f(x): 


Man  gelangt  daher  zu  deni  Schlusse:  Ist  p  ein  Pol  der  Funk- 
tion f(x),  so  gibt  es  stets  eine  ganze  und  positive  Zahl  m 
von  der  Art,  daB  (x  —  p)mf(x}  im  Punkte  p  regular  ist. 

Offenbar  ist?  wenn  tn  >  m,  auch  (x  —  p)m'f(x)  im  Punkte  p 
regular.  Ist  m  die  kleinste  ganze  positive  Zahl?  fur  welche  (x  —p)mf(x) 
im  Punkte  p  regular  ist;  so  heiBt  p  ein  Pol  w-ter  Ordnung 
oder  ein  7K-facher  Pol  der  Funktion  f(x)]  (x  —  p)mf(x)  ist  im 
Punkte  p  von  Null  verschieden. 

Setzt  man: 


wo  c!Q  4=  0,  so  hat  man  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Punktes  p: 


D.  h.:  Eine  analytische  Funktion  ist  in  der  Umgebung 
eines  ihrer  Pole  p  durch  eine  nach  positiven  und  negativen 
Potenzen  von  x  ~  p  fortschreitende  Potenzreihe  darstellbar, 
die  nur  eine  endliche  Anzahl  von  negativen  Potenzen  ent- 
halt 

Die  Summe  der  negative  Potenzen  enthaltenden  Glieder  wollen 
wir  den  zum  Pole  gehorenden  Hauptteil  nennen. 
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Zielit  man  von  einer  analytisclien  Funktion  ihren  Hauptteil1)  ab7 
so  erhalt  man  eine  im  Pimkte  p  regulare  Funktion,  die  keine  neue 
Singularitat  besitzt. 

172.  Hat  die  Funktion  fix]  im  Punkte  p  einen  Pol  wa-ter  Ord- 
ming,    so    ist    ihre  reziproke  Funktion  f\(x)    in  p    regular,    und    die 
Potenzreihe,   durch  die  sie  in  der  Umgebung  von  p  dargestellt  wird, 
entbelirt  der  m  ersten  Glieder,  ist  also  das  Produkt  yon  (x  —  p)m  in 
eine  Potenzreihe  von  x  —  p,    deren   konstantes   Grliecl  niclit  Null   ist. 
Man    sagt    in    diesem   Falle,    die    Funktion  /i(Y)  habe   im  Punkte  p 
eine  Nullstelle  w-ter  Ordnung    oder  eiue  wj-faelie   Nullstelle. 
—  Hat  umgekehrt  die  Funktion  f\(x)  eine  Nullstelle  y//-ter  Ordnung? 
so  hat   die  Funktion  f(x]  in  demselben   Punkte  einen   Pol   derselben 
Ordnung. 

173.  Hat  f(x)  in  p  eine  w-fache  Nullstelle,   so  hat  ihre 
Ableitung    in    denaselben    Punkte    eine    (m  —  D-fache    Null- 
stelle. 

Nach  Voraussetzung  hat  man: 


wo  /i(#)  in  p  regular  und  von  Null  verschieden  ist.     Es  ergibt  sich 
daraus  (Art.  167): 


Der  Ausdruck  innerhalb  der  eckigen  Klammern  ist  im  Punkte  p 
regular  und  von  Null  yerschieden,  folglich  hat  f'(x)  in  p  eine 
(m  —  l)-fache  NuUsteHe. 

171.   Hat  f(x)  in  p  einen  w-fachen  Pol,   so  hat  ihre  Ab- 
leitung in  demselben  Punkte  einen  (fn  +  l)-fachen  Pol. 
Nach  Voraussetzung  hat  man: 


1)  Wir  bemerken,  daft  der  Hauptteil,  da  er  eine  ganze  rationale  Funktion, 
und  folglich  ein  besonderer  Fall  einer  Potenzreihe,  von ist,  eine  analytische 

Funktion  ist,  die  mit  Ausnahme  des  Punktes  p  in  der  ganzen  Ebene  esistiert  und 
durch  das  einzige  von  dem  Polynom  selbst  gebildete  Element  dargestellt  wird 
(vgl.  Art.  187). 
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wo  /i(V)  in  p  regular  und  von  Null  verschieden  ist  Daraus  eroibt 
sich  (Art.  167): 

oder  auch: 

/•-i  n  f    \  f  \ 

(L)  f  (oc)(x~ p)m  =  fi(x)  —  >mf(x)(x  — 1>)"1~17 

und;  wenn  man  rnit  (#  —  p)  multipliziert: 

( £  )  T   ( OCi  (  %  —   Tt  V^         —  /     (  f\  (  y>  /)•)  ^  AD  •£(  <yi\  /  ..  v-i ,  m 

\  I     \    /  \  JL  /  /l    v  ™ }  V  "^          j~  )  liv  I  \JU\\JLf  i)  1 

Nun  ist  die  rechte  Seite  von  (1)  in  p  nicht  regular,  wahrencl  es  die 
rechte  Seite  von  (2)  ist;  also  hat  f  (x)  in  p  einen  (m  +  l)-fachen  Pol. 

175.  Die  angegebenen  Satze  andern  sich  etwas;  wenn  der  Punkt  |> 
im  Unendlichen  liegt  (vgL  Art.  122). 

Hat  f(x)  im  Unendlichen  einen  Pol,  so  gibt  es  eine  posi- 

tive;  ganze  Zahl  m  (die  Ordnungszahl  des  Poles)  von  der  Art, 

fix)    . 
^a^   "TV   ln    ^em   nnendlich   fernen    Punkte   regular   und   von 

Null  verschieden  ist.  In  der  Umgebung  dieses  Punktes  gilt 
folgende  Entwicklung  (wo  d0=4=0j: 

f(x)  =  d^  +  cl^'"-1  H h  dIH_^  +  dm  +  -"L+l  +  f*y  H . 

Hat  f(x)  im  Unendlichen  eine  w-fache  Si ullstelle,  so  hat 
ihre  Ableitung  im  Unendlichen  eine  (m  +  l)-fache  Nullstelle. 
—  Da  f(x)xm  im  Unendlichen  nach  Voraussetzung  regular  und  von 
Null  verschieden  ist,  so  laBt  sich  auf  diesen  Fall  der  Beweis  des 
Art.  174  anwenden,  wenn  man  darin  p  =  0  setzt. 

Hat  f(x)  im  Unendlichen  einen  w-fachen  Pol,  so  hat  ihre 
Ableitung  im  Unendlichen  einen  (m ,  —  IVfachen  Pol.  —  Da 
f(x]  . 

-  m  im  Unendlichen  nach  Voraussetzung  regular  und  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  laBt  sich  auf  diesen  Pall  der  Beweis  des  Art.  173 
anwenden,  wenn  man  darin  p  =  0  setzt. 

176.  Ist  p  ein  Pol  einer  analytischen  Funktion  f(x),  so 
laBt   sich  eine  Umgebung   des  Punktes  p   angeben,  in  deren 
samtlichen  Punkten,  p  selbst  ausgenommen;  f(x)  regular  ist. 

Die  reziproke  Funktion  f^(x)  ist  regular  und  verschwindet  im 
Punkte  p,  daher  laBt  sich  (Art.  159)  eine  Umgebung  von  p  angeben, 
in  der  sie  regular  ist  und  niemals  auBer  in  p  selbst  Null  wird. 
In  alien  Punkten  dieser  Umgebung;  ausgenommen  p,  ist  dann  f(x) 
regular. 
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Der  Satz  laBt  sich  auch  so  aussprechen:  Ein  Pol  einer  Funk- 
tion  kann  nicht  Grenzpunkt  der  Menge  ihrer  singularen 
Punkte  sein.  —  Man  kann  also,  wenn  man  sick  erinnert,  daB  diese 
Menge  abgeschlossen  1st  (Art.  Io8),  folgern:  Jeder  Grenzpunkt 
einer  Menge  singul'arer  Punkte  ist  ein  wesentlich  singu- 
larer  Punkt. 

177.  Ist  p  ein  Pol  einer  analytischen  Funktion  f(x),  so 
lafit  sich  nach  Annahme  eines  beliebig  groBen  A  eine  Urn- 
gebung  von  p  finden,  in  deren  samtlichen  Punkten  \f(x)\>  A 
ist.  —  Eben  aus  diesem  Grunde  werden  die  Pole  auch  Unendlich- 
keitspunkte  der  analytischen  Funktion  genannt. 

Es  ist  fur  eine  bestirnmte  Umgebung   des  Punktes  p  (Art.  171): 


Da  cp(x)  eine  stetige  Funktion  ist,  so  laBt  sich  eine  Umgebung 
des  Punktes  p,  die  wir  als  kreisformig  urn  p  mit  dem  Radius  (/  an- 
nehmen  konnen,  angeben,  in  deren  samtlichen  Punkten  gilt: 


|  cp(x)  -  <?(/}  |  =    q>  (x)  — 
oder: 


Andrerseits  kann  man  eine  positive  GrroBe  $"  von  der  Art  wahlen, 


ist.  Bezeichnet  man  daher  mit  $  eine  positive  GroBe,  die  kleiner  ist 
als  $'  und  9",  so  hat  man  innerhalb  des  Kreises  urn  p  mit  dem 
Radius  g: 

— 
folglich  : 


. 

was  zu  beweisen  war. 

178.    Es  moge  nun  der  folgende  Hilfssatz  aufgestellt  werden1): 

Ist  f(x)  eine  in  einem  Bereiche  C  regulars  analytische 

Funktion,   so  laBt  sich   nach  Annahme    einer  willktirlichen 

GroBe  o  eine  GroBe  h  der  Art  finden,  daB,  wenn  a,  &,  c  drei 

1)  S.  Pringsheim  407,  412. 
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beliebige  Punkte  eines  innerhalb   C  gelegenen  Bereiches  I) 
sind?  welche  den  Bedingungen: 

\b  —  a\  <ft?     \c  — 
genfigen,  dann  die  Beziehung: 


b  —  a  c  —  a 

gilt. 

Die  Konyergenzradien  der  Elemente  der  Funktion;  welche  den 
Punkten  des  Bereiches  D  entsprechen?  besitzen  (Art.  161)  eine  yon  Null 
yerschiedene  untere  Grenze;  die  wir  mit  /J  bezeichnen  wollen.  Nimrnt 
man  also  eine  GroBe  V  <  k  an;  so  wird  fiir  jeden  beliebigen  Punkt  x 
des  Bereiches  D  die  Funktion  f(x  4-  //),  und  folglich  (Art.  165)  auch 
die  Funktion  f"(x  +  //),  regular  sein;  der  absolute  Betrag  yon  f"(x  -f  7/) 
wird  demnach  (Art.  101)  ia  dem  Bereiche  U  ein  endliches  Maximum 
besitzen;  das  wir  rait  J/  bezeichnen  wollen.  Wir  wahlen  nun  eine 

GroBe  li  kleiner  als  //  und  kleiner  als  ^-Tr' 


1st  a  ein  Punkt  des  Bereiches  D;  1)  ein  zweiter  Punkt  desselben 
Bereiches,  der  yon  a  ura  weniger  als  It  entfernt  1st,  so  hat  man  die 
konvergente  Entwicklung: 


-  d0  +  ^(J  -  a)  +  ^2(&  -  a)s 

CO 

-2^(6  -«)p; 

r  =  0 

darans  folgt: 


Wenden  wir  auf  diese  Reihe  die  Ungleichung  (3)  Art.  128  an, 
so  ergibt  sich: 
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Daithin: 


r  +  2 


daraus  folgt  durch  Summierung  von  r  =  0  bis  r  =  oo : 


^J 


oder;  da  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  bekanntlich.  den  Wert  1  hat1): 


nnd  um  so  raehr: 


Nun  1st: 


+2(6  -  «)r+s  I  <  -w^  6  - 


r=0 


folglicli  ergibt  sich  aus  der  obigen  Beziehung: 


. 


Auf  dieselbe  Weise  erh'alt  man  fur    c  —  a-  j  <  lr. 


Folglich  1st: 


179.  1st  eine  analytische  Funktion  f(x)  in  einem  Kreis- 
ringe  regular,  so  ist  ihr  Mittelwert  auf  einer  beliebigen, 
rnit  dem  Ringe  konzentrischen  und  in  ihm  enthaltenen 
Kreislinie  unabhangig  von  der  Wahl  dieser  letzteren. 

1)  S.  i.  B  Cesaro-Kowale-wski,  a.  a.  0.,  S.  145 146. 
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Es  seien  ^  und  $2  <  Qi  die  Radien  der  beiden  Kreise;  die  den 
Ring  begrenzen,  dessen  Mittelpunkt  wir  der  Einfachheit  wegen  iin 
Anfangspunkte  annehmen  wollen 5  wir  wahlen  zwischen  ^  und  £2 
zwei  beliebige  Radien  p  und  p  >  Q.  Nach  Annahme  einer  beliebig 
kleinen  GroBe  <3  und  nachdem  h  derart  bestimmt  ist;  daB  der 
zwischen  den  Kreisen  ^;  ^  enthaltene  Ring  dem  vorhergehenden  Hilfs- 
satze  geniigt;  wahlen  wir  eine  positive  ganze  Zahl  m  so;  daB: 

S  <  Ji, 


m 
und  eine  zweite  n  der  Art,  daB: 

Pi  !  !  -  an  j   <  * 

ist;  wo: 

?5l 

s>n 
"n^V" 

gesetzt  ist. 

Setzen  wir  Q  -f  &  =  Q'  und  aufierdem: 


so  ist  fiir  jede  beliebige  Zahl  r: 


und  folglich  (Art  178): 


oder?  wenn  wir  mit  ic^(p'—  ^>)    =  d  multiplizieren: 


Summieren.  wir  von  r==0  bis  r  =  2n—  1?  ersetzen  wir  die  Summe 
der  absoluten  Betr'age  durch  den  absoluten  Betrag  der  Summe  und 
beachten  wir7  daB: 


ist?  so  haben  wir: 
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r-Q 

also: 

woraus  folgt: 

Setzt  man: 

?'  +  d  =  9",     p"  +  S  =  «.'", 
woraus: 

^-D^ 

folgt,  so  hat  man  analog: 


durch  Summierung  und  Ersatz    der   Summe   der   absoluten    Betrage 
durch  den  absoluten  Betrag  der  Sunime  ergibt  sich  daraus: 


^  mad  ==  <y(p  -  <o) 
Nun  ist  aber  <?  eine  beliebig  kleine  GroBe;  folglich  1st: 


180.  Eine  analytische  Funktion,  die  sich  an  alien 
Stellen  eines  Kreisringes  mit  deni  Mittelpunkt  p  regular 
Terhalt;  ist  ftir  alle  Punkte  der  Ringflacne  mittels  einer 
nach  positiyen  und  negativen  ganzen  Potenzen  YOU  cc  —  p 
fortschreitenden  Potenzreihe  darstellbar  (Satz  YOU  Laurent)1). 

Es  seien  f(x)  die  gegebene  Funktion,  ^  und  (>2  <  QI  die  Radien 
der  Ereise;  die  den  betrachteten  Kreisring  C  begrenzen,  desseix  Mittel- 
punkt  wir  Yorlanfig  im  Anfangspunkte  annehmen  wollen.  Bezeictnen 
wir  mit  %0  einen  innerhalb  des  Ringes  gelegenen  Punkt,  so  ist  die 
Funktion: 


in  dem  ganzen  Ringe  regular.     In  der  Tat  sind: 


1)  C.  B.  Ac.  sc.  Paris  17  (1843)  938. 
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analytische  Funktionen,  deren  Existenzbereiche  beziehentlich  die  ganze 
Ebene  mit  AusschluB  des  tinendlicli  fernen  Punktes;  der  Bereich  0 
(oder  ein  ihn  enthaltender  Bereich)  und  die  ganze  Elbene  mit  Aus- 
schluB des  Punktes  %Q  sind;  folglich  ist  (Art.  163)  <p(x)  eine  analytische 
Funktion,  die  in  dem  ganzen  Bereich  e  C  mit  AusschluB  hochstens 
des  Punktes  XQ  regular  ist.  Es  lafit  sicli  indessen  beweisen;  da8  sie 
aiich  in  rr0  regular  ist.  Fur  ein  %<,  hinreichend  nahes  x  hat  man 
(Art.  147): 


woraus  folgt: 

f(x)  -  f(xj  =  (x 

wo  D(o;  —  iC0)  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  YOU  x  —  %Q  fort- 
scnreitende  Reihe  bezeichnet;  ferner  ist: 

x  =  ^o  +  (^  —    > 

daraus  folgt: 

<p(x)  =  [a?0  +  (a:  — 

Daniit  ist  die  Behauptung  erwiesen. 

Dies  Yorausgeschickt,    ergibt   sich  far  p2  <  P2'<    XQ  '<(>/< 
(Art.  179): 

oder: 


oder  auch  (Art.  125): 

m%^-f(xjm-^  =  wt*?^ 

Ql  —x,       '  ^   V        ?1  —  x0  (>2—Xo       '^  oy        ?2  —  x* 

Es  folgt  hieraus,  wegen  (1),  (2),  (4)  des  Art.  131: 


Nun  ist  die  Funktion  ^f(x)  fiir  jeden  ganzen  positiyen  oder 
negatiyen  Wert  yon  Ji  (einsclilieBlicn  Null)  in  dem  Binge  G  reguTar, 
folglich  hat  man  (Art.  179),  wenn  man  mit  Q  eine  beliebige  GroBe 
zwisbhen  und  bezeichnet: 
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somit    ergibt    sicli   aus    der  obigen   Grleichung,    wenn  wir   x  statt 
schreiben: 


oder  auch,   wenn  wir   die    konstante   GroBe  3K[o~Y((>)]    mit    ak   be- 
zeichnen: 


Hat    der  Kreisring  anstatt    des   Anfangspunktes   einen    Punkt  p 
zum  Mittelpunkt,  so  nimmt  die  Entwicklung  folgende  Gestalt  an: 


(1) 

A  =  -oo 

Diese  Formel  kann  auch.  folgendermafien  gesclirieben  werden: 


wo  5J31;  ^>  Potenzreihen  voii  x—p,  bezw.  ,/__--  sind  und  S)52  kein 
koastantes  Glied  entMlt. 

181.  Angenontmen,  eine  analytische  Funkfcion  f(x)  besitze  einen 
isolierten  singularen  Punkt  p,  d.  h.  einen  singularen  Punkt  von 
der  Art?  daB  sich  um  p  als  Mittelpnnkt  ein  Kreis  besclireiben  laBt? 
in  dessen  samtlichen  Punkten;  p  selbst  ausgenommen,  f(cc}  regular  ist. 
DergleicherL  Punkte  sind  z.  B.  die  Pole  (Art.  176).  —  NTenjien  wir  Q± 
den.  Radius  dieses  Kreises  und  besclireiben  wir  mit  dem  Radius  o<>, 

>    At 

der  nur  kleiner  als  ^  sein  muB;  sonst  aber  willkurlich  ist;  um  p 
einen  zweiten  Kreis,  so  yerhalt  sich  /*(#)  in  dem  so  bestimmten.  Ringe 
regular  und  kann  folglich  in  alien  Punkten  dieses  Gebietes  mittels  des 
Ausdrucks  (2j  des  vorigen  Artikels  dargestellt  werden.  Je  nachdem  p 
ein  Pol  oder  ein  wesentlich  singularer  Punkt  ist,  bricht  ^  ab  (vgl. 
Art.  171)  oder  ist  eine  unendliche  Reihe.  In  jedem  Falle  bezeicnnet 

man  ^  \^ITj  a^s  ^en  Zlim  singularen  Punkte  p  gehorigen  Haupt- 
teil;  er  hat  die  Eigenschaft,  daB  die  Differenz  zwiscnen  ihni  und  der 
betrachteten  Funktion  im  Punkte  p  keine  Singularitat  mehr  hat1). 

1)  DTArcais  (7)  hat  den  Laurentschen  Satz  folgendennaBen  verallgemeinert: 
Wenn  wir  mit  J  die  Menge  der  singularen  Punkte  von  f(x)  bezeich- 
nen,  die  (Art.  158)  a-bgeschloasen  ist,  und  wenn  p  ein  Punkt  von  J 
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182.  Hat  eine  Funktion  f(x)  in  p  eine  wesentliche  Sin- 
gular it'at,  so  trifft  dasselbe  fur  f  '  (x)  zu1). 

Nach   Art.  165   ist  p  jedenfalls   ein   singularer  Punkt  von  /"(Vt. 

1st  p  Grenzpunkt  der  Menge  der  wesentlich  singularen  Punkte 
Ton  f(x),  so  ist  er  auch  Grenzpunkt  der  Menge  der  singularen  Punkte 
Ton  f  (x)  und  somit  (Art.  176)  ein  wesentlich  singnlarer  Punkt 
yon  f(x). 

Im  entgegengesetzten  Falle  hat  man  in  der  Umgebung  Ton  p 
(Art.  181): 


"wo  y$2  (   __   )  eme  nnendliche  Reihe  ist.     Beachtet  man,  daB  die  Ab- 

leitung  Ton  ---  (Art.  168)  gleich  —  -r  -  „  ist,  so  erhalt  man  daraus 

x  —  p  (x  —  jur 

unter  Anwendun     des  Satzes  in  Art.  169: 


e  — # 

da  aber  SB2' ( )  eine   unendliche   Reihe  ist,   so   ist  p  ein  wesent- 

\x  —  pj 

lich  singularer  Punkt  yon  /"(#). 

183.  Ist  £>  ein  wesentlich  singularer  Punkt ;  der  nicht  Grenz- 
punkt der  Menge  der  we  sent  lich  singularen  Punkte  der  Funktion 
ist,  so  kann  er  Grenzpxmkt  der  Menge  der  Pole  sein  ocler  auch  nicht. 

Im  ersten  Falle  gibt  es  in  jeder  Umgebung  yon  ihm  Pole  und 
folglich  auch  (Art.  177)  Punkte ,  in  welchen  die  Funktion  absolut 
grofier  ist  als  eine  beliebige  GroBe  A. 

Im  zweiten  Falle  TaBt  sich  (Art.  181)  die  Funktion  f(x)  mittels 
der  Formeln  (1)?  (2)  des  Art.  180  darstellen.  Ware  nun  die  Funktion 
f(x)  in  alien  Punkten  des  Kreises  ^  fmit  AusschluB  des  Punktes  p) 


1st,  der  J',  aber  nicht  1"  angehort,  so  1'aBt  sich  die  Funktion  in 
einer  bestinimten  kreisformigen  Umgebung  s  von  jp,  den  Punkt 
selbst  ausgenommen,  mittels  einer  Reihe  yon  positiven  und  nega- 
tiven  Potenzen  von  x  — p  darstellen,  deren  Koeffizienten  sich  aber 
jedesmal  andern,  wenn  die  Umgrenzung  von  f,  deren  Radius  als 
yeranderlich  vorausgesetzt  wird,  itber  einen  Punkt  von  I  hinaus- 
gent. 

1)  Der  Satz  ist  fur  nicht  eindeutige  Funktionen  nieht  immer  richtig.     So 
hat  Ig  x  ini  Anfangspunkte  einen  wesentlich  singularen  Punkt,  wahrend  die  Ab- 

leitung   —  in  diesem  Punkte  einen  Pol  hat. 
x 

Yivanti,  Theorie  der  eindexitigea  analytischeu  ^unktioneu.. 
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absolut    kleiner   als    erne    endliclie   GroBe   J/7    so    wtirde   man    durck 
Anwendung  der  Form  el  Art.  128(3}  fiir  jeden  Wert  von  r  Iiaben: 


Da  aber  ^2  beliebig  klein  ist;  so  mtifite  ar  fur  jedes  negative  r 
sein;  f(x)  wiirde  sick  danu  auf  eine  Reike  positiver  Potenzen  von 
x—p  reduzieren  und  deskalb  in  p  regular  sein.  Folgiick  muB  es; 
wie  man  auck  die  endlicne  GroBe  A  wakle,  auek  in  diesexn  Palle 
in  jeder  Umgebung  von  p  Punkte  geben,  in  denen  |  f(x)  \  >  A  ist. 

Nun  besitzt1)  auck  die  Funktion  f(x)  —  1,  wo  I  eine  beliebige 
Konstante  ist;  in  p  eine  •wesentlicke  Singularitat,  also  laBt  sick  das 
Vorstekende  wegen  der  Definition  der  wesentlick  singularen  Punkte 

(Art.  171)   auck  von  der  Funktion  -,-,  --   ,  sagen:   mitkin   werden    in 

J  I  \tL  }  —  I          *" 

jeder  Umgebung  von  p  Punkte  vorkanden  sein?  in  denen  diese  Funk- 
tion ikrem  absoluten  Betrage  nack  beliebig  grofi  ist  oder  in  denen 
f(x)  sick  I  beliebig  nakert. 

Zusammenfassend  konnen  wir  sagen: 

Ist  p  der  singulare  Punkt;  und  nimmt  man  willkurlich  drei 
GroBen  Q,  <37  I  an;  von  denen  die  beiden  ersten  reell  und  positiv 
sind;  die  dritte  vollig  willkurlick  ist,  so  gibt  es  innerkalb  des  Kreises 
um  p  mit  clem  Radius  $  sicker  Punkte  #;  fur  welcke  die  Beziekung: 


und  Punkte  %,  fiir  welcke  die  Beziekung: 

Wi<s 

bestekt.     Kurzer: 

In  jeder  Umgebung  eines  wesentlick  singularen  Punktes7 
der  nickt  Grenzpunkt  der  Menge  der  wesentlick  singularen 
Punkte  ist,  nakert  sick  die  Funktion  unbesckrankt  jedem 
beliebigen  vorgegebenen  Werte  (Satz  veil  Casorati)2). 

1)  Ea  folg-t  naralich  aus  Art.  180  (2)  : 

ft*)  -1  =  ^(X-V]-1  +  ft  (_^.)  =  ft  (JB  __p)  +  ft 

wo  gesetzt  list: 


2)  Es  ist  nicht  gerecht,  diesen  Satz,  wie  manche  Autoren  tun,  als  Weier- 
sfcraBschen  Satz  zu  bezeichnen,  da  ihn  Casorati  zuerst  bewiesen  hat  (Teorica 
delle  fanzioni  di  variabili  complesse,  Pavia  1868,  §  88;  Un  teorema  fondamen- 


Singulare  Punkte.     Satz  von  Laurent  131 

Es  ist  von  Wichtigkeit;  den  Unterschiecl  hervorzuheben,  der 
zwischen  deni  Verhalten  einer  Funktion  in  der  Umgebung  eines  Poles 
und  in  der  Umgebung  eines  wesentlich  singularen  Punktes  statthat. 
Nahert  sich  die  Funktion  eineni  Pole,  so  hat  sie  als  einzige  Grenze  oo- 
nahert  sie  sich  einem  wesentlich  singularen  Punkte,  so  hat  sie  alle 
reellen  und  komplexen  GroBen  zu  Grenzen  oder  ist  vollstandig  un- 
bestimmt. 

181.  Der  Satz  des  vorigen  Artikels  setzt  zwei  Bedingungen 
voraus:  die  eine  deutlich  ausgesprochene,  daB  der  betrachtete  Punkt 
nicht  Grenzpunkt  der  Menge  der  wesentlich  singnlaren  Pnnkte  sei; 
die  andere  stills  clrweigende,  daB  die  Funktion  eindeutig  sei. 

DaB  das  Fehlen  der  ersten  Bedingung  die  Giiltigkeit  des  Satzes 
beeintrachtigt,  hat  Pringsheim  an  Beispielen  gezeigt,  die  wir  weiter 
unten  kennen  lernen  werden;  daB  auch  die  zweite  wesentlich  ist;  geht 
aus  folgendem  Beispiel  hervor,  das  man  Holder1)  verdankt. 

Die  nicht  eindentige  Funktion  f(x)  =  Ig  x  hat  ini  Punkte  x  =  0 
eine  wesentliche  Singularitat.  Setzt  man  x  =  re'(P,  so  hat  man: 


K"immt  man  also;  wie  im  yorigen  Artikel,  Q  und  a  willkurlich 
an;  so  kann  A  nicht  durchaus  beliebig  gewahlt  werden,  sondern 
unterliegt  der  Bedingung,  daB  sein  reeller  Teil  algebraisch  kleiner 
sei  als 


185.  Eine  andre  Gestalt,  die  man  clem  Satze  des  Art.  183  zu 
geben  pflegt,  ist  folgende:  Die  Grenze,  welcher  die  Funktion  zu- 
strebt;  wenn  sich  die  Variable  einem  wesentlich  singularen 
Punkte  nahert?  hangt  von  der  Eichtung  ab?  in  welcher  sie 
sich  nach  diesem  Punkte  hin  bewegt. 

So  ausgesprochen;  ist  der  Satz  gleichwohl  nicht  genau,  weil  es 
ja  vorkommen  kann;  daB;  wahrend  die  Bewegung  nach  einem  singu- 
laren Punkte  hin  in  ein  und  derselben  Richtung,  d.  h.  auf  Kurven 
erfolgt?  welche  in  diesem  Punkte  die  Tangente  gem  ein  haben?  die 
Grenzen,  welchen  die  Funktion  zustrebt,  der  verschiedenen  Kriimniung 
der  Kurven  in  demselben  Punkte  entsprechend  verschieden  sind2). 


tale  nella  teorica  delle  discontinuita  delle  fanzioni,  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  1  (1868) 
123 — 125).  Vgl.  Bertini,  Commemorazione  del  Comm.  Prof.  Felice  Gasorati, 
Rend,  Ist.  Lomb.  (2)  25  (1892)  1206  —  1236. 

1)  Holder  207,  wo  er  einen  neuen  Beweis  fur  den  Satz  des  Art.  183  gi"bt. 
—  Siene  auch  Painlev^  355. 

2)  Vivanti  500. 
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Betraehten  wir  beispielsweise  die  Funktion  f(x}  =  ex7  die  im 
Anfangspunkte  einen  wesentlich  singularen  Punkt  hat.  Setzen  wir 
x  =  u  +  ivt  wo  u  und  v  reell  sind,  so  linden  wir1): 


f(x\  =  e^  =  ^+^   cos  ,  -  /sin  -v-— 

'  -  '  L        ?r  +  r2  u*  +  z 

Findet  die  Bewegung  nach  dem  Anfangspunkte  hin  langs  der 
positiven  reellen  Ach.se  (11  >  0?  v  =  0)  statt,  so  strebt  die  Funktion 
der  Grrenze  oo  zu*,  folgt  sie  umgekehrt  der  negatiyen  reellen  Achse 
(it  <  0;  v  =  0);  so  hat  die  Funktion  die  IsTull  zur  Grrenze. 

Die  Bewegung  finde  jetzt  nach  dem  Anfangspunkte  hin  langs 
einer  Greraden  statt;  deren  Gleichung  v  =  li  u  sei.  Ftir  einen  Punkt 
dieser  Geraden  hat  man: 


f(x]  =  /'(«(!  +  «))  =  **+~*>  [cos  ^-^  -  ,'  sin  ^- 

Wahrend  u  der  Null  zustrebt;  strebt  cler  absolute  Betrag  der 
Funktion  der  Grenze  c?o  zu?  wenn  die  Gerade  im  1.  oder  4.  Quadranten 
(11  >  0)7  der  Grenze  0  aber;  wenn  sie  im  2.  oder  3.  (M  <  0)  liegt; 
ihr  Argument  wachst  unbegrenzt  in  positivem  oder  negativem  Sinne, 
je  nachdem  die  Gerade  im  3.  oder  4.  Quadranten  (v  <  0)  oder  aber 
im  1.  oder  2.  (v  >  Q)  liegt. 

Folgt  die  Bewegung  endlich  der  positiven  oder  negatiren  imagi- 
naren  Achse,  so  wachst  das  Aj-gument  unbegrenzt  in  negativem  oder 
positivem  Sinne;  w'ahrend  der  absolute  Betrag  bestandig  gleich  1  bleibt. 

Wir  nehmen  jetzt  eine  ^Bewegung  nach  dem  Anfangspunkte  hin 
langs  eines  Kreises  an;  dessen  Mittelpunkt  auf  der  reellen  Achse  '*im 
Abstande  a  vom  Anfangspunkte  liegt,  und  der  folglich  die  imaginare 
Achse  beriihrt.  Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist: 


und  man  hat  fiir  einen  beliebigen  seiner  Punkte: 

_i_ 

f(x)  =  e2  a  [ 
;  v   j  L 


cos 


woraus   man   ersieht;    daB    der   absolute  Betrag   der  Funktion   langs 
dieses  Kreises  konstant  und  zwar  gleich  e*a  bleibt. 

1)  Da  es  sick  Her  nur  um  ein  Beispiel  handelt,  bedienen  mr  uns  der 
bekannten  Enlerschen  Formel,  obgleich  von  ihr  bisher  noch  nicht  die  Rede  war. 
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Der  konstante  Wert  dieses  absoluten  Betrages  der  Funktion  ist 
auf  den  yerschiedenen,  die  imaginare  Aclise  im  Anfangspunkte  be- 
riihrenden  Kreisen  yerschieden  und  niramt  alle  yon  0  bis  oo  moglichen 
Werte  an;  wenn  man  alle  derartigen,  ebenso  rechts  wie  links  von 
jener  Aclise  liegenden  Kreise  in  Betracht  zieht. 


Die  rationalen  Funktionen,  als  analytiscne  FurLktionen  betrachtet. 
Die  arifhm  etisoIieD.  Ausdriicke. 

186.  Die  anscheinend  ziemlich  kiinstliche  Definition  der  analy- 
tischen  Funktion  legt  den  Wunsch  nane  zuzusehen,  ob  und  inwie- 
weit  der  neue  Begriff   der  Funktion  mit  demjenigen   ubereinstimmt; 
der  in  der  algebraiscnen  Analysis  gang  und  gabe  ist. 

Die  eindeutigen  Funktionen^  welcne  uns  in  der  Algebra  begegnen? 
sincl  in  der  Hauptsache  die  rationalen  Funktionen  und  die  Snnimen 
unendlicb  yieler  rationale!*  Funktionen.  Auf  diese  also  werden  wir 
nun  unsere  Aufmerksanikeit  richten  miissen,  um  zu  seken^  ob  und 
unter  welcnen  Bedingungen  sie  als  analytiscke  Funktionen  betrachtet 
werden  konnen. 

187.  Eine  ganze  rationale  Funktion: 

f(x)  =  aQ  +  alx  +  a2x*  H  -----  h  citllxm 

ist  ein  besonderer  Fall  einer  Potenzreiie  niit  unendlicieni  Konyergenz- 
radius  und  erzeugt  daner  eine  analytiscne  Funktion,  die  yollstandig 
durch  das  erzeugende  Element  dargestellt  wird.  Eine  solcne  Funktion 
hat  in  endlicher  Entfernung  keine  Singularitat7  folglich  ist  fiir  sie 
(Art.  170)  —  wenn  sie  sich  nicht  auf  eine  Konstante  reduziert  — 
der  unendlich  feme  Punkt  ein  singularer  Punkt.  Da  aber  dann: 


keine  positiyen  Potenzen  yon  x  enthalt  und  folglich  im  Unendlichen 
regular  ist;  so  ist  (Art.  175)  dieser  Punkt  fiir  die  Funktion  f(x)  ein 
Pol  m-ier  Ordnung. 

Also:  Ein  Polynom  ?>&-ten  Grades  ist  eine  analytische 
Funktion7  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  A-usnahme  des  un- 
endlich  fernen  Punktes  regular  ist?  der  ftir  sie  einen  Pol 
m-ter  Ordnung  bildet. 

188.  Hieraus  ergibt  sich  ein  sehr  einfacher  Beweis  fiir  den 
Fundamentalsatz  der  Algebra  (Satz  von  6an6). 
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Gegeben  sei  die  algebraische  Gleichung: 

/'(>)  =  tf0  +  a^  +  a,x-  +  ----  h  amx'A  =  0. 

Da  die  analvtische  Funktion  f(x\  im  Unendlicken  einen  Pol  be- 
sitzt,  so  ist  ilire  reziproke  Funktion  j—  -  in  dieserri  Punkte  regular. 
Sie  muB  folglicli  (Art.  170)  mindesteus  einen  singularen  Punkt  c  in 
endlicher  Entfemimg  liaben;  dieser  kann  aber,  weil  die  Funktion  f(%) 
in  ihm  regular  ist,  nur  ein  Pol  sein.  Darans  folgt  (Art.  172),  daB 
f(x)  in  c  Null  wird. 

Die  Funktion  f(x)  hat  mithin  sicher  eine  N"ullstelle;  cl.  h.  die 
algebraische  Gleichung  f(/)  =  0  besitzt  sicher  eine  Wurzel. 

Darans  wird  in  bekannter  TTeise  der  Satz  hergeleitet,  daB  f(x) 
in  m  lineare  Faktoren  zerfallt. 

189.  Eine  gebrochene  rationale  Funktion  ist  der  Quotient  zweier 
Polnome  : 


den  wir  immer  als  auf  die  kleinste  Benennung  gebracht  roraus- 
setzen  dtirfen;  und  wobei  a)n  4=  0;  ba  4=  0  ist. 
Wir  setzen  (Art.  188): 


wo: 


da  die  analytische  Fanktion  T!J(X)  in  der  ganzen  Ebene  regular  isb; 
den  unendlich  fernen  Punkt  ausgenommen?  in  dein  sie  einen  Pol 
w-ter  Ordnung  hat,  und  da  lediglich  die  Punkte  et,  cs,  .  .  .,  cr  ihre 
j^ullstellen  sind,  deren  Ordnung  beziehentlich  A'1;  £3?  .  .  .,  Jr  ist,  so  ver- 
halt  sich  ihre  reziproke  Funktion  —  ^  tiberall  regular  auBer  in  den 
Punkten  cly  c.2,  .  .  .,  er,  welche  fur  sie  'Pole  von  beziehentlich  Z^-ter, 
fc~ter;  .  .  .,  A*r-ter  Ordnung  sind  (Art.  172).  Mit  andern  Worten,  —  , 

^A  ^^ 

ist  uberall  regular  auBer  in  den  Punkten  ch,  aber  -^^/^  ist  auch 
in  ch  regular  (Art.  171)  und  wird  in  diesem  Punkte  nicht  Null.  Da 
ferner  <p(%)  in  jedem  im  Endlichen  liegenden  Punkte  regular  ist  und 
in  keinem  der  Punkte  ch  verschwindet,  so  ist  das  Produkt  <p(x)~- 
in  jedem  im  Endlichen  gelegenen  Punkte,  die  Punkte  ch  ausgenomraen, 
regular,  das  Produkt  9(x}^~^-  aber  ist  in  ch  regular  und  wird 
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dort  nicht  Null;  oder  auch:  /*(#•)  ist  erne  analytische  Funktion;   die 
in   jedem    im   Endlichen   liegenclen   Punkte   regular   ist,    die   Punkte  • 
C17  C2,  •  •  •;  cr  ausgenonimen;  die  flir  sie  Pole  von  beziehentlich  7^-ter, 
7t*2-ter,  .  .  .,  A'r-ter  Ordnung  sind. 

Um  zu  untersuchen,  wie  sich  die  Funktion  im  Fnendlichen  ver- 

halt.  nekraen  wir  die  Substitution  x  =  —  vor:  wir  erhalten  dann: 

;  ' 


Da  weder  der  Zahler  nocli  der  Nenner  des  letzteren  Bruches  fur 
x  =  0  verschwiudet;  so  sclilieBt  man  wie  oben;  daB  der  Quotient  ftir 

x  =  0  regular  uud  yon  N"ull  Yerschieden  ist.     Daraus  folgt;  daB  /*(— ) 

fiir  n  —  w  ^  0  in  dem  Punkte  x'  =  0  regular  ist  und  daselbst,  wenn 
n  >  m,  eine  jSTullstelle  («  —  ';«)-ter  Ordnung  hat;  fiir  n  —  m  <  0  hat 

/(— j   in  diesem  Punkte    einen  Pol  (m  —  ^)-ter  Ordnung.     Polglich. 

ist  f(x)  in  clem  unendlich  fernen  Punkte  regular,  wenn  m  ^  n,  und 
tat  in  ihm;  falls  m<n,  eine  Nullstelle  (n  —  ;^)-ter  Ordnung;  da- 
gegen  hat  f(x)  in  diesem  Punkte  einen  Pol  (m  —  «)-ter  Ordnung? 
wenn  m  >•  ^-  ist. 

Es  nmB  darauf  hinge wiesen  iverden,  daB;  wenn  man  eine  s-fache 
Nullstelle  oder  einen  s-fachen  Pol  fiir  s  Nullstellen  oder  s  Pole  reekaet, 
in  dem  Falle  m  ^  n  die  Gresamtzahl  der  Nullstellen  der  Funktion 
f(x)  gleich.  n  (nanilich  die  m  Nullstellen  von  <p(#)  und,  ftir  m<.n>9 
eine  Nullstelle  (n  —  ?w)-ter  Ordnung  im  unendlich  fernen  Punkte),  die 
Cresamtzahl  ihrer  Pole  aber  gleich  £x  +  A'2  +  •  •  •  +  A;,  oder  n  ist;  im 
Falle  m  >  n  ist  die  Gesamtzahl  der  Nullstellen  m,  namlich  die  Null- 
stellen von  9? (a?),  die  der  Pole  ebenfalls  m,  namlich: 

\  +  J2  +  -  -  -  +  /rr  +  (m  -  n). 

Auch  in  dem  einfacheren  Falle  eines  Polynoms  vom  Grade  in 
(Art.  187,  188)  hat  man  einen  m-fachen  Pol  und  m  Nullstellen. 

Wir  konnen  demnach  zusammenfassend  sagen: 

Die  (ganzen  oder  gebrochenen)  rationalen  Funktionen  haben 
keine  andern  Singularitaten  als  Pole;  die  Anzahl  ihrer  Pole, 
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eventuell  init  EinschluB  des  uneridlicli  fernen  Punktes,  ist 
endlich  und  gleick  derjenigen  ihrer  Jfullstellen  (wobei  die 
Ordnung  cler  Vielfachheit  der  einen  und  der  andern  in  Betracht 
kommt)1). 

190.  Umgekehrt:  Eine  analytisclie  Funktion,  die  keine 
andern  Singularitaten  hat  als  Pole,  ist  eine  rationale  Funk- 
tion; im  besondern  ist  eine  aualytische  Funktion,  die  einen 
Pol  im  Unendlichen  hat  nnd  sonst  uberall  regular  ist,  eine 
ganze  rationale  Funktion. 

Wir  beweisen  zunachst  den  zweiten  Teil  der  Behauptung.  Ist 
der  im  Unendlichen  liegende  Pol  der  in  jedem  andern  Punkte  regu- 
laren  Funktion  f(x]  yon  der  m-ien  Ordnung,  so  hat  man  (Art.  175) 
in  der  Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes: 

f(x)  =  d0x-  +  d,x-  '  +  ..-  +  dm_,x  +  dm  +  d"^-  +  ^  +  -... 
Die  Differenz: 

f(x)  -  (d^  +  d,x"^  +  -  .  .  4-  dm_ix) 

ist  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  regular  und  hat  keine  weiteren 
Singularitaten,  folglich  reduziert  sie  sick  (Art.  170)  auf  eine  Kon- 
stante,  die  nichts  andi*es  ist  als  dm.  Man  hat  also: 


Die  Funktion  besitze  nun  irgendwelche  Pole.  Diese  werden  in 
endlicher  Anzahl  yorhanden  sein,  da  sie  sonst  (Art.  5)  mindestens 
eine  Grenzstelle  besitzen  wiirden,  die  (Art.  176)  ein  wesentlich  singu- 
1'arer  Punkt  sein  rniiBte.  Es  mogen  demnach  c1?  C2,  .  .  .,  cr  die  Pole^ 
A-1?  A'2;  .  .  .,  £r  ihre  bezuglichen  Ordnungszahlen  sein;  auBerdem  sei,  um 
den  allgemeineren  Fall  anzunehmen,  ein  Pol  s-ter  Ordnung  im  Un- 
endliehen  vorhanden. 

Die  Funktion  f(x}(x  —  c^  ist  dann  (Art.  171)  irn  Punkte  c± 
regular;  da  auBerdem  (Art.  187)  (x  —  c^  keine  andern  Singularitaten 
hat  als  einen  Pol  1^-ter  Ordnung  im  "Unendlichen  und  aufier  in  c±  in 
keinem  Punkte  yerschwindet,  so  besitzt  die  Funktion  f(x)  (x  —  q)^ 
keine  andern  Singularitaten  als  einen  Pol  (s  +  /rj-ter  Ordnung  im 
Unendlichen2)  und  Pole  is-ter,  A"s-ter,  .  .  .,  7ir-ter  Ordnung  in  den 

1)  In  bezug  auf  die  sogenannte  PartialbruclizerlegTing  der  rationalen  Funk- 
tionen  sei  z.  B   auf  Cesaro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  388  verwiesen. 

2)  Ist  f(x)  im  Unendlichen  regular,  so  ist  diese  Ordnung  ^  ^  ,  und  analog 
die  Ordnung  der  Funktion  (1)  ^  A\  +  frs  -j  -----  (-  k  . 


Die  rationale!!  Funktionen,  usf.    Die  arithraetischen  Ausdriicke.        137 

Punkten  £2;  cs,  .  .  .;  cr.     Wiederliolt   man    dieses   SchluByerfahren,   so 
kommt  man  zu  dem  Ergebnis,  daB  die  Funktion: 


(1)  f(x]  (X  -  q)*x  (X  -  <$**  ...(X-  C^r 

keine  andern  Singularitaten  hat  als  einen  Pol  yon  der  Ordnung: 

s  +  l\  +  1^  +  -  -  -  +  AV 

im  Unendlichen.    Sie  ist  also  nach  dem;  was  soeben  dargelegt  worden, 
eine  ganze  rationale  Funktion  oder  ein  Polynom  <p(x),  und  man  hat: 


191.  Eine  Summe  unendlich  vieler  rationaler  Funktionen 
wir  einen  arithmetischen  Ausdruck  nennen  und  den  Inbegriff 
der  Punkte,  in  denen  sie  kon^ergent  ist;  als  dessen  Konvergenz- 
bereich  bezeichnen. 

Es  ist  von  Wichtigkeit  darauf  hinzaweisen;  daB  der  Konyergenz- 
bereich  eines  arithmetischen  Ausdruckes  nicht  zusammenhangend 
sein;  d.  h.  daB  er  aus  mehreren  getrennten  Grebieten  bestehen  kann; 
z.  B.  fur  den  arithmetischen  Ausdruck: 


ft    _A 

X    "T  x 

hesteht?  wie  man  leicht  zeigen  kann,  der  Konvergenzbereich  aus  dem 
Teile  der  Ebene;  der  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  1  um 
den  Anfangspunkt  liegt;  und  aus  demjenigen,  der  auBerhalb  desselben 
Kreises  liegt,  so  daB  beide  Teile  durch  die  Peripherie  dieses  Kreises 
getrennt  werden. 

192.    Es  sei  ein  arithmetischer  Ausdruck: 
(1)  JXaO 


gegeben;  der  innerhalb  eines  Kreises  vom  Radius  Q  um  einen  Punkt  e 
gleichm'aBig  konvergent  sei.  Innerhalb  dieses  Bereiches  konnen  die 
ratioualen  Funktionen  (ph(%),  jedenfalls  yon  einem  bestimmten  Index  h 
an,  keine  Pole  besitzen;  daher  lafit  sich  jede  yon  ihnen  in  eine  inner- 
halb des  Kreises  Q  konyergente  Potenzreihe  yon  x  —  •  c  entwickeln: 

9h(x)  =  $h(x  -  c); 
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ferner  lafit  sick  fArt.  132    die  Reike: 


auf  die  Form  einer  Potenzreihe: 

(2)  F\3f)^^(x  —  c) 

bringen,  die  innerkalb  des  Kreises  Q  koirrergent  ist.  Yerfakren  wir 
ebenso  in  bezug  auf  einen  Punkt  d  innerkalb  des  Kreises  ^;  so  er- 
kalten  wir  fur  alle  Punkte  x  einer  bestinimten  Umgebung  ^  von  d: 

(3)  F(\ri  =  £,(jc  —  d), 

wo  d  eine  Potenzreihe  bezeichnet.  Fiir  einen  den  Kreisen  Q,  Q:  ge- 
melnsarnen  Punkt  vrerden  (2),  (3)  gleichzeitig  gelten;  so  dafi  man 

erkalt: 

s)j(V  -a-  C(j?-^). 

Nun  ist  andrerseits  : 

$(al  —  o  =  s$(>  —  cifZ  —  cj, 
folslick  ist: 

5p(^  _  c  CJ  _  c)  =  £(%  _  rf). 

Beide  Seiten  sind  Potenzreiken  von  x  —  el,  und  die  Grleickkeit 
muB  in  einer  gewissen  Umgebung  yon  cl  gelten,  folglick  ist  (Art.  121): 

*$(x  ~c  d  ~  c)~  £L(X  —  il). 

Setzt  man  das  SchluBverfakren  in  derselben  Weise  fort;  so  erkalt 
man  offenbar  folgende  Satze: 

a)  Fiir  jeden  Punkt  c?   in   dessen  Umgebung  der   aritk- 
metiscke  Ausdruck    gleickm'aBig    konvergent    ist;    lafit    sick 
eine    Potenzreike   finden,    die   in    alien   Punkten   einer   Um- 
gebung von  c  denselben  Wert  kat  wie  jener  Ausdruck. 

b)  Ist  C  ein  zusammenhangender,  den  Punkt  c  entkaltender 
Bereiek,  und  ist  innerkalb   dieses  Bereickes    der   aritk- 
metiscke  Ausdruck  gleickmaBig  konvergent/  so    geken    die 
Potenzreiken?    die    den   Ausdruck   in   den  versckiedenen 
Punkten   YOU   C  darstellen;   durck  Transformation    aus   der- 
jenigen  kerYor,    die   ikn  in   der  Umgebung  von  c  darstellt, 
d.  k.    sie    sind   Elemente    einer   und   derselben    analytiscken 
Funktion. 

Kiirzer:  Ist  ein  aritkmetiscker  Ausdruck  F(x)  innerkalb 
eines  znsaniiaenliangenden  Bereickes  0  gleichmaBig  konvergent; 
so  laBt  sick  eine  analytiscke  Funktion  f(x)  angeben,  die  ikn 
innerkalb  dieses  ganzen  Bereickes  darstellt. 
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193.  Hier  erhebt  sich  eine  wichtige  Frage.     Es  kann  namlich 
vorkommen,  daB  der  arithmetische  Ausdruck  F(x)  aufier  in  clein  Be- 
reiclie  0  noch  in  einem  andern  von  0  getrennten  Bereiche  C  gleich- 
maBig  konvergent  1st.    Geht  maa  von  einem  Punkte  c  des  Bereich.es  C 
aus,  so  laBt  sich  eine   analytische  Funktion  f(x)  linden,    durch  die 
F(x)  in  dem  Bereiche  G  ebenso  dargestellt  wird?   wie  durch  f(x\  in 
dem    Bereiche    C.      Besteht    nun    zwischen    den    beiden    analytischen 
Funktionen  f(x)  und  f(x)  eine  notwendige  Beziehung?     Sind  im  be- 
sondenij    wenn   der  Existenzbereich   der    analytischen   Funktion  f($) 
auBer  C  auch  C  enthalt,   die  beiden  Funktionen  f(x)  und  fix)  not- 
wendigerweise  miteinander  identisch? 

194.  Um  auf  die  zweite   dieser  Fragen  zu  antworten,   schicken 
wir  folgenden  Satz1)  aus  der  Theorie  der  Reihen  voraus: 

1st    zfi;  «2?  •  •  -    eine   Folge   von   reellen    oder   komplexen 

00 

GrroBen  von  der  Art;    daB    die  Reihe   ^uh  konvergent  oder 

h~1 

divergent   (aber  nicht  unbestimmt)  1st,   bedeutet  nly  ?^2?  •  *  -  eine 
Folge  von  wachsenden  positiven    ganzen  Zahlen    und    setzt 

m 

man    ^uh  =  Sm,  so  ist  die  Reihe: 


1  ^ 

stets  konvergent;  ihr  Wert  ist  -~-,  wenn  die  Reihe  ^uh  di- 

*  A=I 

vergiert;  -„  --  -«  ;  wenn  sie  konvergiert  nnd  die  Summe  S  hat 

ni 
Die  Reihe  (1)  laBt  sich  in  folgender  Form  schreiben: 


JSTun  ist  limwr+1  =  oo,  folglich: 


v  1  V  ! 

lim  -5  -  =  Inn  -s-  , 

r=oo      n    ,1          rn=z<x     M 


und  diese  Grenze  ist  0  oder  -~?  je  nachdem  die  Reihe: 


1)  D'Arcais  6. 
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cc 

Z"> 

divergiert  oder  aber  konvergiert  und  die  Summe   S  hat;   somit  hat 
(1)  in  den  beiden  Fallen  beziehentlich  den  Wert  -^7—  oder  -= =- . 

n  / 

195.   Es  ist  zu  bemerken;  da6  die  Reihe  (1)  des  vorigen  Artikels 
auch  dann  noch  konvergiert  und   die  Summe  -«—  hat,   wenn  fiir  den 

co  '\a 

Fall;  daB  die  Reihe  ^uh  nnbestimmt  ist: 

(1)  Jlim.^i-.oo 

ist. 

Dies  findet  im  besondern  jedesmal  statt;   wenn    das    allgemeine 
Glied    der  Reihe   seinem    absoluten  Werte   nach   unbegrenzt 
d.  h.  wenn: 

(2)  lim  I  HM   =  oo . 

771  =  00 

In  der  Tat  lafit  sich  (2)  folgendermaBen  schreiben: 

^\SM--Sm_i\  =  00; 
nun  ist: 

somit  hat  man: 


oder  auch: 

21nn!Sm  !  =  <*>, 

was  mit  (1)  gleichbedeutend  ist. 

196*    Es  sei  nunmehr  der  arithmetische  Ausdruck: 


gegeben;  er  konyergiere  in  einem  Bereiche  C,  divergiere  in  einem 
zweiten  Bereiche  ,D  oder  sei  daselbst  zwar  unbestimmt,  aber  doch 
so;  dafi: 


lim 


==  oo. 
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Der  arithmetische  Ausdruck: 


(2) 
wo: 


<f>n 


und  die  nr  den  ihnen  in  Art.  194  zugewiesenen  Sinn  haben,  wird 
nach  dem  obigen  Satze  in  alien  Punkten  des  Bereiches  C  denselben 

Wert  haben  wie: 

l i__ 

s^&~Wr 

in  alien  Punkten  des  Bereiches  D  denselben  Wert  wie: 

i 

Beachtet  man,  dafi   „         als  rationale  Funktion  eine  analytische  Funk- 

tion  1st,  welehe  die  ganze  Ebene  mit  AusschluB  einer  endlichen  An- 
zahl  von  Punkten  (Art.  189)  zum  Existenzbereich  hat,  so  erkennt 
man,  daB  G(x)  ein  in  den  getrennten  Bereichen  G  und  D  konver- 
genter  arithmetischer  Ausdruck  ist,  der  in  dem  Bereiche  D  durch  die 

analytische  Funkfcion  ~  (  .  dargestellt  wird,  wahrend  er  in  dem  Be- 
reiche G  nicht  durch  dieselbe  analytische  Funktion  dargestellt 
obschon  der  Existenzbereich  dieser  letzteren  auch  den  Bereich 
hochstens  mit  AusschluB  einer  endlichen  Anzahl  von  Punkten,  ein- 
schlieBt. 

1st  im  besondern  die  Reihe  (1)  in  dem  Bereiche  C  gleiehm'aBig 
konvergent,  so  gewinnen  wir  aufier  dem  eben  dargelegten  negativen 
Ergebnis  auch  noch  das  positive,  die  beiden  analytischen  Funk- 
tionen  bestimmt  zu  haben,  welehe  G(x)  beziehentlich  in  den  Be- 
reichen D  und  C  darstellen;  denn  wenn  wir  die  analytische  Funktion, 
welehe  den  arithmetischen  Ausdruck  F(x)  in  dem  Bereiche  C  dar- 

1)  Man  hat  namlich,  da  F(x)  im  ganzen  Bereiche  G  endlich  1st,  fiir  alle 
Punkte  dieses  Bereiches: 

1  1,1 
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stellt,  f(x)  nennen,    so  ist  cliejenige;    Trelche  in  demselben  Bereiche 
G(x)  darstellt: 

^<X: ""  W)  ' 
197.    Man  nehme  z.  B.: 

folglieh: 


Diese  Reihe  konyergiert  innerhalb  des  Ereises  rait  deni  Radius  1 
uni  den  Anfangspunkt;  in  den  Punkten  auBerhalb  dieses  Ereises  ist  sie 
nicht  konyergent,  und  der  absolute  Betrag  ihres  allgenieinen  Gliedes 
waclist  unbegrenzt.  Tolglick  diirfen  wir  das  Innengebiet  des  Kreises 
mit  deni  Radius  1  urn  den  Anfangspunkt  als  Bereich  C,  das  Aufien- 
gebiet  desselben  Kreises  als  Bereicn  D  annehmen.  Im  Bereicne  C 
hat  man  bekanntlich: 


Dann  wird  nacli  dem  bewiesenen  Satze  der  arithmetische  Aus- 
druck: 


ebenso  in  O'konvergieren  wie  in  D;  und  sein  Wert  wird 

in  C\ —  —  (1  —  x)   oder  — - — —-  y 

in  D:  — ==-^~ 

sein.     Es  folgt  hieraus;  dafi  der  Wert  von: 


in  C  gleich      x\    und  in  D  gleich  — 1 —  ist 
1  —  a?  l  1  -—  re'21 
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Nehmen  wir  im  besondern  nr==2r~1J  so  erhalten  wir  den  arith- 
metischen Ausdruck: 


=  1  1  —  %" 


dessen  Wert  —^  in  C  und  -^—  in  D  ist.     Daraus  folgfc,   daB   der 
arithmetische  Ausdruck: 


-  2 


~  1  —  xr 


in  (7  den  Wert  +  1  nnd  in  D  den  Wert  -  1  hat1). 

198.  Es  bleibt  noch  die  erste  der  in  Art.  193  aufgeworfenen. 
Fragen  zu  entscheiden.  Zu  diesein  Zwecke  miissen  wir  folgenden 
Satz2)  heranzieiien: 

Ist  ein  Kreis  in  der  Ebene  der  koinplexen  Veranderlichen 
x  und  ein  zweiter  Kreis  in  der  Ebene  der  komplexen  Ver- 
anderlichen  x  gegeben,  so  ist  es  stets  mogiicli,  eine  lineare 
(ganze  oder  gebrochene)  Substitution  zu  finden,  welche  den 
ersten  Kreis  in  den  zweiten  und  das  Innengebiet  des  einen 
in  das  Innengebiet  des  andern  transformiert. 

Einer  der  beiden  Kreise;  ja  sogar  beide  zugleich,  konnen  im  be- 
sondern einen  unendlichen  Radius  haben;  d.  h,  in  gerade  Linlen  tiber- 
gehen. 

Es  seien  demnach  n  Kreise  C\,  €*%,  •  -  -,  Cn  gegeben;  welche  zu  je 
zwei  keinen  gemeinschaftlichen  Teil  haben  mogen-  mit  C0  werde  der 
Teil  der  Ebene  bezeichnet;  der  aufierhalb  aller  dieser  Kreise  liegt. 
Sind  auBerdem  nacb  Belieben  n  +  1  arithmetische  Ausdrucke  FQ(x), 
FI(X\  •  -  -,  Fn(x)  yon  der  Art  gegeben,  daB  Fr(x)  (r  =  0;  1,  •  -  -,  n) 
in  dem  Bereiche  Cr  gleichmaBig  konyergent  ist;  so  lassen  sich  n+1 

1)  Die  Keihe  K(x]  wurde  1881  WeierstraJS  von  J.  Tannery  mitgeteilt 
(s.  WeierstraB  517).    Die  Reihe  H(x)  war  schon  1S7G  von  E.  Schroder  unter- 
sucht  worden  (WeierstraB  ebeuda).     S.  auch  Pringslieim  410.     Es  gibt  noch 
friihere  Beispiele,  die  allerdings  anders  gebildet  sind,  bei:  Seidel,  J.  r.  u.  ang 
Math   73  (1871)  297  nnd  Schldmilch,  Arch.  Math  Phys.  10  (1847)  45. 

2)  Wegen  des  Beweises  s.  G.  Holzmuller,  Einfiihrung  in  die  Theorie  der 
isogonalen  Yerwandtschaften  nnd  der  konformen  Abbildungen,  Leipzig  1882,  S.61ff. 
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analytische  Funktionen  f^x),  fax),  •  •  -,  fn(x)  von  der  Beschaffenheit 
finden;  daB: 


den  Ausdruck  Fr(x)  in  deni  Bereiche  Cr  darsteUt;  es  lassen  sich  ferner 
r  lineare  Substitutionen  derart  bestimmen,  daB: 


den  Kreis  Cr  in  den  in  der  Ebene  x  liegendeu  Kreis  mit  dem 
Radius  1  um  den  Anfangspunkt  und  das  Innengebiet  des  ersten  in 
das  des  zweiten  transformiert.  Dann  hat  der  arithmetisclie  Ausdruck: 


innerhalb    des  Ejreises   Cr  den  Wert  +  17    anfierhalb    desselben    aber 
den  Wert  —  1;  der  arithmetische  Ausdruck: 


1st  im  Bereiche  Cr(r  =  0;  1,  2,  •  -  -;  n)  gleich  Fr(x)  und  wird  folglich 
daselbst  durch  die  analytische  Funktion  fr(x)  dargestellt. 

Es  laBt  sich  also  stets  ein  arithmetischer  Ausdruck  bilden,  der 
in  getrennten  Teilen  seines  Konyergenzbereichs  durch  willkiirlich 
gewahlte  analytische  Funktionen  dargestellt  wird.  Zwischen  den 
analytischen  Funktionen,  welche  einen  und  denselben 
arithmetischen  Ausdruck  in  getrennten  Teilen  seines  Eon- 
vergenzbereichs  darstellen,  besteht  demnach  keine  not- 
wendige  Beziehung. 

199.  Zu  analogen  Ergebnissen  gelangt  man,  wenn  man  eine 
we  it  weniger  gelaufige  Form  arithmetischer  Ausdrticke;  namlich  die 
aus  rationalen  Funktionen  gebildeten  Eettenbrtiche  in  Betracht  zieht1). 

Betrachten  wir  den  Kettenbruch  : 


1)  Lerch  254. 
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Er  konyergiert,  welcbes  aucb  die  GroBen  p,  q  sind?  vorausgesetzt 
nur?  da6  ibre  absoluten  Betrage  yerscbieden  sind.  Bezeiebnen  wir 
nanilicb  mit  an  den  ^-ten  Naberungsbrucb,  so  baben  wit*: 


daraus  ergibt  sicli: 


n  —  1 

— 


n  —  1 

folglich  1st: 

*«  —  P       g  "n-i 


Beacbtet  man,  dafi  ^  =p  +•  q,  so  folgt  daraus: 

K   — p 


WacHst  n  fiber  alle  Grenzen,  so  nabert  sicb.  die  rechte  Seite  der 
Null  oder  dem  Unendlichen,  je  nacbdem  \p\  >  \q\  oder  \p\  <  \q\  ist. 
Im  ersten  Falle  bat  man  demnacb: 

a  =  lim  an  =  p, 

71=  CO 

im  zweiten: 

a  =  lim  «^  =  q. 

71  =  00 

Setzt  man  nun  in  (1): 


wo  <p(x)y  ^(a;)  zwei  rationale  Funktionen  sind,  so  wird  (1)  ein  aritb- 
metiscber  Ausdruck: 

(2)          F(ai)  =  q>(x)  +  1 

Die  Gleicbung: 
(3) 

stellt   eine  Kurye   oder   ein   System   yon   Kuryen1)    dar,   welebe   die 


1)  Es   sei  9(a,)_2t,   ^)  -  ,  -wo   9l(x),   ^(x),   ^(x),   ^(x) 

qp2  (X)  ifjs  \x) 

Polpiome  bedeuten;    die   Bruche   selbst   werden   als   irreduzibel   voransgesetzt. 

Tivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funttionen.  10 
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Ebene  in  zwei  oder  mehrere  getrennte  Bereiche  teilen;  in  einigen  von 
diesen  ist  ,  cp(x)  t  >  >(V)  ;,  wahrend  in  den  iibrigen  •  q>(%)\<\  $(x)  > 
ist.  Wir  wollen  die  ersteren  mit  C,  die  letzteren  mit  D  bezeichnen. 
In  den  Bereichen  C  hat  man  F(x)  —  <jP(X)j  in  den  Bereichen  jD  da- 


gegen 

Setzen  wir  z.  B.: 

9?  (a?)  =  J?  —  1,     #(#)  =  j:  +  1  , 

so  stellt  die  Gleichung  (3)  den  Ort  der  von  den  Punkten  -f-  1  und 
—  1  gleich  weit  entfernten  Punkte,  d.  h.  die  imaginare  Achse  dar. 
Das  Gebiet  C  ist  die  Menge  der  Punkte;  welche  yon  +  1  weiter  ent- 
fernt  sind  als  yon  —  1?  d.  h.  der  Teil  der  Ebene?  der  links  von  der 
imaginaren  Achse  liegfc;  das  Gebiet  D  ist  der  Teil  rechts  Yon  ihr. 
Durch  den  arithmetischen  Ansdruck: 


wird  also  atif  der  linken  Seite  der  imaginaren  Achse  x  —  1;  auf  der 
rechten  x  +  1  dargestellt. 
Nehmen  wir  dagegen: 


wo  a  eine  reelle  Konstante  ist,  so  stellt  (3)  eine  Cassinische  Kurve 
dar?  deren  Brennpunkte  die  Punkte  +  1  sind.  Innerhalb  der  Kurve 
hat  man  j  x2  —  1  <  a-2;  auBerhalb  |  x*  —  1  I  >  a2;  folglich  wird  durch 
den  arithmetischen  Ausdraek: 


F(x) 


innerhalb  der  KnrYe  a2;  auBerhalb  x*  —  1  dargestellt. 


Die  Formel  (3)  lautet  dann  nacli  Beseitigung  der  Nenner: 
(a) 


Setzen  wir  wie  immer  x  =  u  ~f-  z  t?  und  trennen  in  den  auf  beiden  Seiten 
anffcretenden  Produkten  die  reellen  und  imaginaren  Bestandteile: 


9i  (x)  ^(x)  =  IL(U,  v)  +  iv(u,  «),       <ps(#)  ^  (aj)  =  q(u,  v)  +  »V(w,  w)r 

so  gekt  (a)  in: 

/*2(w,  v)  -j-  ?s(w,  o)  —  Q*(U,  v)  —  <?2(w,  »)  =  0 

uber;  dies  ist  die  Gleichnng  der  Kurven  in  kartesischen  Koordinaten. 
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AUgemeine  Bemerkungen  Tiber   die  system atisehe  Behandlung  der 

analytiscnen  Funktionen. 
G-rundeigenscliaften  der  ganzen  transzendenten  Funktionen. 

200.  Das  far  die  rationalen  Funktionen  gewonnene  Ergebnis 
(Art.  187,  189,  190),  dafi  sie  die  einzigen  eindeutigen  Funk- 
tionen sind,  die  nur  polare  Singularitaten  haben,  zeigt  uns, 
welchen  EinfluB  Natur  und  Anzahl  der  singularen  Punkte  einer  Funk- 
tion  auf  ihre  analytische  Form  ausiiben;  dies  veranlaBt  uns;  N~atur 
und  Anzahl  inrer  Singularitaten  zur  Grundlage  einer  systematischen 
Einteilung  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen  zu  machen. 
Eine  solche  Klassifikation  lieBe  sich  in  folgende  Ubersicht  zusammen- 
fassen: 

A)  Funktionen  onne  Singularitat. 

B)  Funktionen^  die  nur  Pole  besitzen: 

1.  Funktionen  mit  nur  eineni  Pole: 

a)  im  Unendlichen; 

b)  in  endlicher  Entfernung. 

2.  Funktionen  mit  einer  endlicnen  Anzanl  yon  Polen. 

3.  Funktionen  rn.it  unendlich  yielen  Polen, 

C)  Funktionen  mit  wesentlichen  Singularitaten: 

1.  Funktionen  mit  nur  eineni  singularen  Punkte: 

a)  im  Unendlichen; 

b)  in  endliclier  Entfernung. 

2.  Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  singularen  Punkten. 

3.  Funktionen  mit  unendlich  vielen  singularen  Punkten: 

a)  Funktionen  mit  unendlich  vielen  Polen  und  einem  wesent- 
lich  singularen  Punkte; 

b)  Funktionen   mit   unendlich  vielen  Polen  und   einer   end- 
lichen  Anzahl  wesentlich  singularer  Punkte; 

c)  Funktionen    mit    unendlich   yielen    beliebigen    singularen 
Punkten. 

Die  Funktionen  A  reduzieren  sich  auf  Konstanten  (Art.  170). 
Die  Funktionen  B  la  sind  die  ganzen  rationalen  Funktionen  (Polynome); 

die  Funktionen  Bib   sind  die  Funktionen  yon   der  Form  /( ), 

\x  —  c/ 

wo  f  ein  Polynom  bezeichnet  und  e  der  Pol  1st;  die  Funktionen  B2 
sind  die  gebrochenen  rationalen  Funktionen;  Funktionen  der  Art  B3 
gibt  es  nicht  (vgl.  Art.  190).  Die  systematische  Behandlung  der 
analytigchen  Funktionen?  die  wir  hier  uns  yornehmen,  ist  demnach, 
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sozn?atren  uni»**T»\uLt.  b^reits  auf  den  Torangehenden  Seiten  ins  "\Yerk 
gesetzt  warden,  nnu  vrir  mii^en  ?ie  dalier  an  deni  Punkte  "vrieder 
ar.fjtehmt'ii,  an  <iem  sie  unterbrochen  wurde,  indem  wir  damit  be- 
ginnen,  «l;e  Funktionen  C  zu  betrachten,  und  zvrar  miter  ihnen  die 
Funktionen  Cla?  also  Funktionen,  die  einen  einzigen  wesent- 
l->h  singultiren  Punkt  im  Unendlichen  besitzen. 

Diese  Fonktionen  biet^n  sich  uns  als  nachstliegende  Yerallge- 
inelneruiig  d^r  jjruiizen  rationalen  Funktionen  dar,  da  sie  sieh  ja  anf 
solehe  Fnnktiunen  reduzieren,  wenn  ihre  Singularitat  eine  polare  wird; 
es  bildet  aber  aneii  andrerseits  ihre  allgemeine  analrtische  Form  die 
nikhste  Yerallgenielnerung  der  Polynome,  da  sie  sich  (Vgl.  den  fol- 
genden  Art.  \  in  der  ixanzen  Ebene  durch  eine  bestandig  konvergente 
Potenzreihe  darsteilen  lassen:  was  von  deni  zwischen  der  analytischen 
Form  und  den  Singularitaten  einer  Fnnktion  stattfindenden  Zusammen- 
iiange  noch  einmal  zengt. 

Die  Funktionen,  die  einen  einzigen  Tresentlich  singularen  Punkt 
im  ITnendlir-hen  haben,  werden  holomorphe  oder  ganze  transzen- 
dente  Funktionen  genannt.  Als  ganze  Funktion  seblechtweg  werden 
wir  eine  gauze  rationale  oder  transzendente  Funktion  bezeickaen. 

201.  Es  sei  ;'<>     eine  ganze  Funktion,  ty(x)  das  deni  Anfangs- 
pimkt   entspreehende  Element   derselben.     Die  Eeihe  5)5  (>)  hat  (vgl. 
Art.  17(J     einen  unendlichen  KoiiTergenzradius^  folglich  stellt  sie  die 
Funktion  f\xi  in  der  ganzen  Ebene  dar.     Es  gilt  also  der  Satz: 

Eine  ganze  Funktion  wird  in  der  ganzen  Ebene  durch 
eine  einzige,  bestandig  kon^ergente  Potenzreihe  dar- 
gestellt 

Keduziert  sich  die  Potenzreihe  auf  eine  endliche  Anzahl  von 
Gliedern,  so  wird  die  Funktion  eine  ganze  rationale  Funktion  (ein 
Polynoin/,  und  der  unendlich  feme  Punkt  ein  Pol7  und  umgekehrt 

Sumnie  und  Produkt  mehrerer  ganzer  Funktionen  sind 
ganze  Funktionen. 

Die  Ableitung  und  das  Integral  einer  ganzen  Funktion 
sind  ganze  Funktionen  (Art.  133,  165). 

202.  Aus  dem  in  Art.  170  gefilhrten  Beweise  ergibt  sich:  Der 
absolute  Betrag  einer  ganzen  Funktion  waehst  unbegrenzt 
wenn    der   absolute    Betrag   der  Yeranderlichen   unbegrenzt 
wachst.    Genauer:  Sind  zwei  reeUe  und  positive  Werte  $,  s  gegeben, 
so  lafit  sich  stets  ein  Wert  x  yon  groBerem  absolutem  Betrage  als  ,0 
finden  der  Art,  daB  fur  ihn  der  absolute  Betrag  der  Funktion  >  s  ist 
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Man  kann  hinzufugen,  daB  ebenso  der  reelle  wie  der  ima- 
ginare  Bestandteil  einer  ganzen  Funktion  seinem  absoluten 
Werte  nach  unbegrenzt  wachst,  wenn  x  unbegrenzt  w'achst. 
Das  ergibt  sich;  indem  man  die  SchluBweise  des  eben  angefiihrten 
Artikels,  yon  den  Formeln  (I),  (2)  des  Art.  129  ausgeheml,  wiederholt. 

203.  Die  groBe  Analogic,  die  zwischen  den  ganzen  rationales, 
und  den  ganzen  transzeadenten  Funktionen  besteht,  erweckt  den  Ge- 
danken;  zu  untersuchen,  welche  yon  den  Grundeigenschaften  jener 
auch  fur  diese  Geltung  haben. 

Es  gibt  im  wesentlichen  zwei  (Art.  1881  Grundeigenschaften  der 
ganzen  rationalen  Funktionen,  yon  denen  die  zweite  eine  Folge  der 
ersten  ist: 

a)  das  Vorhandensein  einer  Xullstelle  (GauBscher  Satz;: 

b)  die  Zerlegbarkeit  in  lineare  Faktoren  und  die  daraus  folgende 
Moglichkeit,  eine  ganze  rationale  Funktion  zu  bilden,  deren  XulLstellen 
gegeben  sind. 

Was  den  GauBschen  Satz  betrifft,  so  kann  man  sich  leicht  durch 
ein  Beispiel  yergewissern,  daB  er  fur  ganze  transzendente  Funktionen 
nicht  immer  gilt.  Die  Funktion  e?  (Art.  142),  die  durch  eine  in  der 
ganzen  Ebene  konyergeate  Heine  dargestellt  wird,  wird  niemals  XulL 
In  der  Tat  kann  sie  fur  keinen  reellen  und  positiyen  Wert  yon  j: 
yerschwinden?  wie  aus  der  Form  ihrer  Entwicklung  erhellt-,  ware  sie 
aber  fur  x  ==  ^  Xull;  so  wiirde  sie  auch,  da: 

und  e*—**-  endlich  ist,  yon  selbst  far  jeden  beliebigen  TTeii  yon  jc 
yerschwinden;  was  nach  dem  soeben  Gesagten  unmoglich  ist. 

Daraus  entspringt  yon  selbst  die  Frage7  welches  die  allgeineinste 
Form  der  ganzen  transzendenten  Funktionen  ohne  Xullstellen  ist. 

Es  sei  /*(#)   eine   ganze  Funktion;    die   keine  Xullstelle    besitze. 

Ihre   reziproke  Funktion  ^  hat  keinen  Pol  (Art.  172 1,  und  da  sie 

keine  im  Endlichen  liegenden  wesentlich  singularen  Punkte  haben 
kann;  weil  diese  zugleich  for  f(x)  wesentliche  Singularitaten  bilden 
wurden?  so  ist  -.,-  eine  ganze  Funktion.  Da  (Art.  201)  auch  f(x) 

ganz  ist,  so  ist  es  auch  (ebenda)  -~-  sowie  (ebenda)  das  Integral 
dieses  Bruches;  d.  h.,  wenn  man: 


15U        2  welter  Tell.    Allc^at-ine  Tiieorie  der  analytic  ehen  Fnaktionen. 
setzt,  so  ist  /7-y1)  ^ine  gunze  Funktion.     Setzea  Tvir  daan: 


su  laBt  sich  At,)1*  '  vgl.  Art.  143'  in  eine  in  der  ganzeu  Ebene  kon- 
vergente  Potenzreihe  transforniit-ren.  ist  also  eine  ganze  transzendente 
Funktioa.  Demnach  hat  man  ''ebenda'  : 

It  '  i  x  }  —  A  un  ^r'  u';  7 
folglich: 

/"  x,  _  !>'  >' 
7^5"  ~"  /«  7r  ; 
oder: 

f\,r  7/i  jr«  —  Jt'x  f(x)  =  0. 

Multiplizieren  wir  mit  der  ganzen  Funktion  ^  —  ,  so  erhalten  ^rir: 

/  "  '^t 


Xua  ist  i  Art.  1681!  die  linke  Seite  die  Ableitunff  yon  >~  ?  woraus 

«  /r^;7 

folgt  <  Art.  136  j,  daB  sick  dieser  Bruch.  auf  eine  Konstante  reduziert: 

li  '«r  _  s-1 

7'i  ~ 
Man  hat  mithin: 


oder  auch,  indem  man  den  Faktor  ^  weglaBt  und  g(x)   durch   eine 

andre  Funktion  G(x)  ersetzt;  die  sich  von  ihr  nur  um  eine  additive 
Konstante  unterseheidet  : 


D.  h.:  Jede  ganze  Funktion;  die  keine  Xullstellen  be- 
sitzt,  ist  eine  Exponentialfnnktion;  deren  Exponent  eine 
ganze  Funktion  ist. 


1,  Das  dargelegte  Terfahren  findet  olane  irgendwelehe  Andenmg  auf  eine 
Potenzreiite  $-^}  Anwendung,  die  in  einem  Kreise  C  nm  den  Anfang^pnnkt 
konvergent  ist,  aber  innerhaLb  desselben  keine  Xnllstellen  besitzt.  Setzt  man 

Sfe'  'g, 

~- — -  ==  £,'>).  so  ist  auch  £L'{x',  folglich  auch  C(.r)  innerhalb   C  konvergent, 
und  man  nat  fur  jeden  inneren  Pnnkt  yon  C  bis  anf  einen  konstanten  Faktor: 
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204.  Xachdem    wir   das  Vorhandensein  und   den  allgemeinsten 
Ausdrnck    gaazer    transzendenter    Funktionen    oline    Xullstellen    test- 
gestellt  haben,  miissen  wir  diejenigen  untersuchen,  welche  Xullstelleu 
besitzen,  und  priifen,  ob   und  inwieweit  die  Kenntuis  der  Xullstellen 
einer  Funktion  gestattet,  ihre  analytisehe  Form  anzugeben. 

Eine  ganze  rationale  Funktion  f  deren  Xullstellen  gegeben  sind. 
1st  bekanntlich  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  bestimmt.  Betreffis 
der  ganzen  transzendenten  Funktionen  konnen  %vir  vorlaufig  nur 
sagen,  dafi  die  Unbestimmtheit  erne  welt  grofiere  ist7  da  ja  alle  ganzen 
Funktionen,  die  sicli  durch  einen  Exponentialfaktor  fso  wollen  wir 
einen  Ausdruck  von  der  Form  <*<{r>  nennen;  in  -welchem  g'x\  eine 
ganze  Funktion  1st;  unterscheiden  ?  dieselben  Xullstellen  haben.  Wir 
werden  aber  auch  sehen,  daB  sich.  die  Unbestimmtheit  hierauf  be- 
schrankt,  dafi  also  eine  ganze  Funktion,  deren  Xullstellen  gegeben 
sind,  bis  auf  hochstens  einen  Exponentialfuktor  bestimmt  1st. 

205,  Wir  beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle,  in  welchem  die 
Anzahl    der  Xullstellen    endlich   ist.     Seien   diese   c13  r2,  .  .  .,  cn>   und 
es  moge  in  dieser  Reihe  jede  so  oft  vorkommen?  als  ihre  Ordnung 
betragt?  so  daB  die  c  nicht  notwendig  samtlich  verschieden  sind, 

1st  f(x)  die  gesuchte  Funktion,  und  setzt  man: 


so  ist  der  Bruch  ^  eine  ganze  Funktion  ohne  Xullstellen.  Zunachst 
n'arnlicli  ist  f(x)  in  einer  von  den  Punkten  cly  C2,  ...  Yerschiedenen 
Stelle  d  Terschieden  yon  Xull?  und  —^  ist  regular  und  rerschieden 
yon  Null,  so  daB  auch  —  ~  regular  und  von  Xull  verschieden  ist 

qp  fjK} 

Es  sei  nun  c±  eine  Xullstelle  r-ter  Ordnung,  so  daB  ci  =  cz  =  ..-==  cr: 
dann  hat  man: 


=  (x  -  cj  (x  -  cr+l)  0  -  cr+2)  *•*(>-  O  =  (x  -  ^' 

wo  ^(o?)  ein  Polynom  ist,  das  in  ct  nicht  verschwindet:  auBerdem  ist 
in  der  Umgebung  von  cx  (Art.  172): 


wo  9fi(%  _  q)  eine  in  der  ganzen  Ebene  konvergente  Potenzreihe  von 
y  —  C}  ist,  die  ini  Punkte  ^  nicht  Xull  wird.     Daraus  folgt: 
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die    reehte    Seite    1st    regular    und    wird    Im    Punkte   c\    nieht   Xull. 
Analog  verhiilt  es  sich  mit  den  iibrigen  Punkten  c. 
Man  hat  daher  ''Art.  203?: 


wo  g(x\   eine  ganze,  aber  sonst  beliebige  Funktion  bezeichnet,  und 
folgUch: 

f\  Jt'J  =  6y'^  <f\Xi  —  '-';  *-  \J  ~  CL)  \X  —  C»j  •  •  '  (X  —  Cn)j 

oder  auch,  indent  man  f/(oc,  um  eine  additive  Konstante  andert: 


206.  Die  ganze  Funktion  f'jc)  habe  jetzt  unendlicb.  viele  Null- 
stellen.  Diese  werden  eine  isolierte  (Art.  159);  folglici.  abzahlbare 
^Art.  olh  llenge  bildeu?  die  als  einzigen  Grenzpunkt  den  unendlich 
fernen  Punkt  <Art.  159  besitzt,  und  deshalb  wird  jeder  endliche  Be- 
reieh  nur  eine  endliehe  AnzaH  von  ihnen  enthalten  (Art.  5).  Wir 
kunnen  dalier  die  Xullstellen  folgendermaBen  in  eine  einfaclie  Reihe 
ordnen:  Wir  greifen  eine  Folge  Ton  positiren,  unbegrenzt  wachsenden 
GroBen  QT*  p2?  ...  heraus.  Es  wird  eine  endliclie  Anzahl  von  Xull- 
stellen von  einem  absoluten  Betrag  <^  QI  geben;  wir  ordnen  sie  naeh 
zuneliinenden  absoluten  Betragen,  indem  wir  die  gegenseitige  Anord- 
nung  derer?  die  gleiehen  absoluten  Betrag  taben;  wiLlktii'lich  festsetzen. 
Diese  Xtdlstellen  nennen  wir  c19  t-2?  .  .  .,  c  .  Es  wird  dann  weiternin 
eine  endliehe  Anzahl  von  Xullstellen  von  einem  absoluten  Betrage 
>  Qi  und  ^  ^)2  geben:  wir  ordnen  sie  wie  die  vorigen  und  wollen 
sie  mit  cr^17  cr^»,  •  .  .,  crn  bezeicknen  usf.  Die  auf  diese  Weise  ge- 
ordneten  Xullstellen: 


wobei  wir   annekmen  wollen^   da8  jede  Xullscelle  so   oft  wiederholt 
wird?  als  inre  Ordnung  betragt,  genugen  den  Bedingungen: 

i  <?i    <   c*   <  •  -  •;  lim  Cr    =  oc. 


1;  Der  Faktor  #'*•*>  spielt  Mer  dieselbe  Kolle  wie  ein  un"bestimmter  kon- 
stanter  Faktor  in  dem  aUgemeinen  Axisdruck  einer  ganzen  rationalen  Ftmktion, 
deren  Knllsteilen  gegeben  sind. 
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207.  Wir  fragen  uns  nach  dieser  Vorbemerkung:  1st  es  muglich; 
auch  in  dem  vorliegenden  Falle  die  in  Art.  205  entwickelte  Methode 
zu  befolgen? 

Wenn  dies  der  Fall  ware,  so  wiirde  die  Losung  unserer 
durch  folgende  Formel  gegeben  sein: 

lli  /\V)  =  er' 

Allein  es  erhebt  sich  sogleich  eine  ernstliche  Sehwierigkeit:  Das 
unendliche  Produkt  auf  der  rechten  Seite  1st  irn  allgemeinen  nk-ht 
konvergent. 

Das  Jlittei,  diese  Sehwierigkeit  zu  heben,  wurde  Weierstrafi1! 
durch  die  Untersuchung  einer  be^onderen  ganzen  Funktion?  der  rezi- 
proken  Funktion  des  Eulerschen  Integrals  zweiter  Art,  an  die 
Hand  gegeben.  Die  Betrachtung  der  GauBsHhen  Formel-  : 


fiihrte  inn  zu  der  Bemerkung,  daB  das  unendliche  Produkt: 

das  anscheinend  die  Funktion  wurde  darsiellen  konneu;  da  jeder  seiner 
Faktoren  an  einer  ihrer  Xullstellen  verschwindet,  allerdings  unbrauch- 
bar  ist,  weil  es  fur  alle  Werte  von  x  divergiert7  daB  es  aber  dennoeh 
in  ein  fiir  alle  Werte  von  x  konvergeates  Produkt  dadurch  umgeformfc 
werden  kann;  daB  man  jeden  Faktor  mit  einer  EsponentialgroBe  niulti- 
pliziert,  die  eine  lineare  Funktion  zum  Esponenten  hat.  Dadurch 
wurde  WeierstraB  veranlaBt  sich  zu  fragen,  ob  das  in  i'li  aufiretende 
unendliche  Produkt ?  das  im  allgemeinen  aicht  konvergent  ist,  nicht 
in  alien  Fallen  konvergent  gemacht  werden  konne?  indem  man  seine 
Faktoren  mit  zweckmaBig  gewahlten  ExponentialgroBen  multipliziert; 
und  es  gliickte  ihm  zu  beweisen3),  daB  dies  in  Wirklichkeit  stets 
moglich  ist. 

1)  tiber  die  Theorie  der  analytischen  Facultaten,  Journ   fux  die 
reine  und  angew.  Math.,  Bd.  51,  S   1—60  -;i85G);  Abhandlungen  aus  der  Funk- 
tionenlehre,  Berlin  1886,  S.  183— -200;  Werke,  Bd,  I,  S.  155-2-21 

2)  GauB,  Werke,  Bd.  HI,  S.  146  i'l812}. 

3)  WeierstraB  518  (1876). 
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£3  iBuB  indessen  bemerkt  warden,  daB  1860  Betti1)  in  zwei  be- 
sonderfcu  sekr  wichtigea  Fiillen,  YOU  *Ienen  wir  welter  unten  »  Art.  211, 
212  Beispiele  eiitwickeln  werdea-  ,  zu  demselben  Ergebnis  gelangt 
wur,  -and  daB  sick,  wie  Dmi:j  gezeigt  hat,  die  YOU  ihm  befolgte 
ilethode  ohne  Schwierigkeit  auf  den  allgemeinen  Fall  ausdebnen  laBt. 

208.  Das  im  voripen  Art.  toigedeutete  fundamentale  Ergebnis 
laBt  sich  folgendermaBen  uus-preehen: 

1st  eine  abziihlbare  ilenge  von  Punkten  c17  C2?  ...  ge- 
geberij  denen  der  Anfangspunfct  nicht  angehort  und  die 
nicht  sumtlich  voneinander  verschieden  zu  sein  brauchea, 
und  zwar  Ton  der  Art,  daB: 


so  15Bt  sich   auf  Tinendlieh   viele  Weisen  eine  Folge  ganzer, 
positiver,  nicht  abneiimender  Zahlen  rl:  r2;  .  .  .  finden;  so  daB: 

0- 

A  =  l 

fur  jeden   endliclien  Wert  Yon  x  konYergiert;   und   die    all- 
gemeinste  ganze  Funktion?  welebe  in  den  Punkten  c1?  c2,  .  .  . 

l   Betti  32. 

2-  Die  beiden  von  Betti  in  Betracht  gezogenen  Falle  sind: 

Erstens  derjenige.  in  welchem  die  Xuilpankte  samtlich  auf  einer  Geraden 
lie^en,  ihre  gegenseitigen  Eatfernungen  aber  nicht  unter  eine  endliche.  bestimmte 
OrSfie  hinabsinken  ;  in  diesem  Falle  ist  der  Rang  (siene  Art.  209)  ^  1; 

Zweitens  derjenige,  in  weLjhem  die  Xullpunkte  •wilTkurlich  in  der  Ebene 
liegen,  ihre  gegenseitigen  Entfernungen  aber  nicht  unter  eine  endliche,  bestimmte 
OrSBe  hinabsinken;  in  diesem  Falle"  ist  der  Rang  ^  2. 

Dem  erfiten  Tvpus  gehort  die  Funktion  sin#:  dem  zveit^n  die  Funktion 
ex  an. 

Cauchy  ist  hier  nicht  anzafaiiren,  veil  er  die  Eulerschen  Formeln: 


<yo  das  erste  Produkt  bedingt  konvergierf  nur  auf  einem  anderen  Wege  ab- 
geleitet  hat, 

Das  Eigentumliche  an  der  Bettischen  Enbvicklung  ist: 

Erstens,  daB  er  durch  Einfahrung  der  Exponentialfaktoren  das  Prodnkt  (a) 
in  ein  unbedingt  konvergierendes  Frodtikt  verwandelt; 

Zweitens,  da0  er  die  Sinusformel  als  besonderen  Fall  eines  weit  allge- 
meineren  Fnnktionentvpus  erhUlt. 

3}  Dini  138. 
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verschwindet  und  sonst  nur  eine  Nullstelle  m-ter  Ordnung 
im  Anfangspunkte  hat,   1st   durch  folgende  Formel  gegeben: 


(2)  /*!>)  =  &*"  Xm  JJ  /  1   —  - 

wo  g(x)  eine  beliebige  gauze  Funktion  1st  (Satz  von  WeierstraB  I 
Wahlt  man  rh  =  It  —  17  so  wird  aus  der  Reihe  fl  -: 


X7;  ^'  ,* 
-Z  1  c;     5 

A  =  l    .      A 


und  diese  ist  konvergent,  weil  slch  fxir  ein  beliebiges  x  die  7^-te  Wurzel 
aus  ihrem  //-ten  Gliede  der  Xull  nahert,  wenn  A  liber  alle  Grenzen 
waclist.  Die  Folge  der  Konvergenzzahlen  rh  kann  ferner  auf  un- 
endlich  viele  Arten  ver'andert  werden7  sei  es,  daB  man  irgendwie  den 
"VVert  einer  endlichen  Anzahl  ihrer  Elemente  andert,  se;  es?  da8  man 
den  Wert  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  von  ihnen  erhuht. 
Xacn  diesen  Torbemerkungen  betracbten  wir  die  ganze  Funktion: 

1  -  X, 


die  innerhalb   des  Kreises  mit  dem  Radius  1  nm  den  Anfangspunkt 
keine  Nullstellen  besitzt.     Es  ist: 


folglich: 


und  daraus   ergibt  sicn  (Art.  203 ,  Anm.)  fur    x   <  1    bis  auf  einen 
konstanten  Faktor;  der  sicn  sofort  der  Einheit  gleicli  erweist: 


(3) 

Setzen  wir  dann: 


(4)  ^(^ 

so  erhalten  wir  aus  (3)  fur  \x\  <  |CA|: 
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Betraeliten  wir  nun  die  Doppelsumme: 

'£.  X 

y 

-*- 


wo  //  eine  beliebige  Zahl  1st. 

Fiir     —    <  A  <  1  liat  man: 


J' 
A  =  r    rl      '"'• 


folgliea  uni  so  mehr: 

i       *     >•  1          X'    r^l 


; 


also  fiir     -~—    <  A  <  1: 

V 


7;e:     ^  1  ~  JL   ^-J       e, 

*'  A  =  « -f  1       /l1 


uncl  Hieraus  ergiht  sieh: 


V 


Die  Reihe  auf  der  recliten  Seite  konvergiert  fur  jeden  endlichen 
"\Vert  von  y  nnd  ist  daher  in  jedem  endlichen  Bereiche  gleichmaBig 
konvergent;  dasselbe  folgt  also  yon  der  links  auftretenden  Reihe  Ton 
Potenzreihen;  die  sich  deshallj  '/Art.  132 i  in  eine  fiir  ;^,<  cn+1  j 
koiLTergente  Potenzreihe  transformieren  laBt.  Bezeichnen  wir  diese 
Potenzreihe  mit  ^^a1/,  so  haben  wir: 

y. 

.5;  YlE^^^,^ 

und  folglich: 

(6 »  *r  ^ '  •* '  —  e~  ^*  t- 1 

Xun  sind  die  Funktionen  Eh(x),  wie  aus  (4)  hervorgelit,  ganze 
Funktionen?  nnd  e~^^iW  ist,  wie  ^^(x),  fur  ;^| 
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yergent;  daraus  folgt,  daB  t--*<  *  konvergent  ist  fiir  x  <  ch^  . 
Es  lafit  sieh  aber  nach  \Vattl  eines  beliebigen  Werte^  von  ,r  stets 
eine  Zahl  n  von  der  Ait  findea.  daB: 

'    <    '^i 

ist;  daraus  folgt,  daB  e~^'^  eine  ganze  Funktion  ist.  Sie  hat  I'iir 
P  <  cn^i  keine  andern  Xnllstellen  als  die  Punkte  q?Co,---^n: 
das  ergibt  sich  aus  i  6  *,  wenn  man  beachtet,  daE  E^'JL'*  in  dem  ein"- 
zigen  Punkte  eA  rerschwindet  und  daB  ^-««  +  ix  fflr  ^  <;  c^^i 
niemals  Null  wird.  Daraus  folgt  ?  daB  die  ganze  Funktion  in  'den 
Punkten  q,  e^  -  -  •  und  nur  in  diesen  Punkten  rersehwindet.  Will 
man  eine  Funktion  bilden,  die  auBerdem  im  Anfangspunkte  eine  Xuil- 
stelle  m-tei  Ordnung  besitzt,  so  mufi  man  nrit  ./'^"niultiplizieren:  will 
man  endlich  die  allgemeinste  Funktion  niit  den  Torgegebenea  Xull- 
stellen  liaben,  so  inuB  f'Art.  204  /  ein  ExpoaentiahUktor  hiazugeffigt 
werden.  Mit  Riicksicht  darauf,  dafi  (s.  Gl.  '5/;: 


1st,  hat  man  daher  schlieBlich  fur  die  gesuckte  Funktion: 


f(x)  =  <*W 

das  ist  aber  die  Grleichung  (2/. 

Die  Faktoren  Eh(x)  verden  Primfaktoren  genannt. 

209.  Die  Nullstellen  q?c,7--.  einer  ganzen  Funktion  konnen 
so  beschaffen  sein?  daB  es;  urn  die  Reihe  (1)  des  Art,  208  konvergent 
zu  machen,  unnotig  ist.,  unbegrenzt  wachsende  Zahlen  als  Konvergenz- 
zahlen  anzunehmen;  das  geschieht  stets  und  nur  dann?  wenn  es  eine 

ganze  nicht  negative  Zahl  p  gibt?  fur  welche   2  Y  0(ier  auch 

V       1  *=li   *' 

-^  ieA:P  +  i  »    konvergiert.     In   diesem  Falle   nennen  wir  die  kleinste 

Zahl  p,  welche  der  angegebenen  Bedingung  geniigt7  den  Rang1)  dei 


1)  Hohe  (v.  Scliaper,  Pringsheim)  «=  genre  iXaguerre,  Poincare 
Borel).  —  Einfache  Funktionen  —  primitive  Funktionen.  ^Pringsheim 
=  fonctions  canoniques  (Lindelof).  —  Punktionen  von  endliche] 
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Fnnktion,  untl  die  Funktion  selbst  lieiBt  eine  Funktion  erster  Klasse, 
wahrend  sie  z  welter  Kla->s^  IzeiBt,  wenn  e<  keine  Zahl  von  der  er- 
wahuten  Eijzeiischfd't  gibt. 

Ei]ih-  Funktion  erster  Klas*?  TUUI  Range  ^  hat  die  Form: 


P 
V 


il 


Der  Faktor  ^'  r  heiiit  df-r  auSere  Exponentialfaktor.  Fehlt 
er,  so  iielBt  die  Funktion  einfaeh.  1st  //  x  ein  Polynom  Tom  Grade  q} 
so  bezeichnet  man  als  Ho  he  der  Funktion  die  grofiere  der  beiden 
Zahlen  y/,  q.  1st  q^.j*<  so  heiBt  die  FDnktion  normal. 

Einer  nonnalen  Funktion  von  der  Hohe  p  kann  man  stets  den 
Anscliein  einer  normalen  Funktion  von  groBerer  Hohe  als  p  geben. 
Ximmt  man  namlieli  an,  daB  in  i,  1)  g\x\  ein  Polynom  von  nicht 
hoherem  Grade  als  p  1st.  so  kann  man  schreiben: 

*         £-r  P+r      , 

ff'x  -J^      ^        x"  *  — 

/'I  ri  «  e      /i  =  1  ;^-  lL'i  x!A  TJ  (  1  -  ^- 

*         e* 


wo  der  anfiere  Exponent  ein  Polynom  Tom  Grade  ^  +  r  ist. 

210.  Bevor  wir  die  gefondene  Grundformel  anf  einige  besondere 
Falle  anwenden;  wollen  wir  ans  derselben  noch  einige  andre  ableiten, 
die  uns  im  folgenden  von  Xutzen  sein  werden. 

Setzt  man: 


so  laBt  sieh  fiir  ein  beliebiges  n  schreiben: 

Hohe  =  Hadamardsclie  Funktionen  (v.  Schaper.,  —  Puzyna  (421) 
bezeichnet  als  Rang  einer  Funktion  /Yjr;  die  kleinste  ganze  Zahl  t  welche  der 
Bedingung: 


genugt. 
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)  ==  Jjf  Eh(x)  •  0-iW.-*j, 


wo  ^^i^V  f^rt-  -08)  die  Potenzreilie  ist?  die  durch  Anwendung  des 
WeierstraBschen  Hilfssatzes  auf  die  Doppelsumme: 


herrorgelit. 

Es  sei  nun: 


Wiederholen  wir  fiir  die  Doppelreihe: 


das  auf  (2  )  angewendete  Terfaliren,  so  sehen  ^ir;  daB  der  WeierstraS- 
sche  Hilfssatz  auch  auf  sie  anwendbar  1st,  und  daB  weiterlun  ihr 
Ausdruck  durch  Poteazreihen: 


oder  tyn+i(x)  ist.     Xun   ist    die  Doppebeihe  (3)  nichts    anderes    als 
}  •  man  hat  somit: 


Andrerseits  folgt  aus  (1)  (Art.  167,  169): 

n 

<P(X) 

mithin  wegen  (4): 


1)  Freilicli  1st  rh  -f- 1  der  kleinste  Wert  von  fc;  aber  wir  durfen  als  kleinsten 
Wert  einfach  Jc  =  1  sckreiben ,  sobald  wir  Bicht  ausschlieBen  T  daB  einige  der 
A.^^  Null  sein  konnen. 
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In  unserem  Faile  hat  demniich  (lie  Anleitung  denselben  Ausdruck. 
wie  wt'im  die  Zahl  der  Faktoren  endlicli  ware. 
Es  ist  ferner: 

a-  j:  ,       ..  a: 

^          <L^  _  y  y-'^-.y    ^ 

;  ^>;~     ^  ^_^  s  ~~~ &  ~c*h'x_€   ' 

Durch.  wiedprbtltP  Anwendiing  des  Weierstrafischen  Hilfssatzes 
liiBt  sick  leiclit  nu'-hweisen,  daB  der  vorstehende  Ausdruck  so  oft 
gliedweise  different iieit  werden  kann  als  man  will. 

211.  Wir  wnllen  jetzt  eine  erste  Anwendiing  der  WeierstraBschen 
Darsiellung  der  ^ranzen  Funktionen  machen.  indein  wir  die  Entwick- 
lung  der  Funktion  sin//1  in  e;n  unendliclies  Produkt  au£stellen;  eine 
Entwicklung.  die  man  E tiler1*  verdankt?  der  sie  allerdings  mittels 
einer  nielit  vollkommen  strengen  Herhode  erhielt. 

Die  trigonometrisehen  Funktionen  sinr,  cosj;,  wo  x  eine  reelle 
'GruBe  bezeichnet,  lassen  slch  bekanntlich 2 «  durck  die  folgenden  fur 
alle  endliclien  Werte  von  x  konvergierenden  Reihen  ansdriicken: 


(2,  cos.r=  1  -f-       ---- 

h-0 

Die  Fundamentaleigensehaften   der  Funktion  sin  a?  sind   die  fol- 
genden: 

a)  Sie  ist  eine  ungerade  Fnnktion: 

(3)  sin(—  -  x\  =  —  sinx-, 

b;    Sie   verschwindet  fur  x  =  7;nr;   wenn  Ji   eine  beliebige  ganze 
positive  oder  negative  Zahl  oder  Xull  bedentet: 


(4  1 

c)  Sie  ist  periodisch  uad  zwar  mit  der  Periode  2nr: 
<5)  sin(j5  -f  2  an 


1)  Introductio  In  analjsia  infinitormn,  T.  I,  §  158. 
2;  5.  z.  B,  Cesaro-Eowalewski,  a.  a.  0.,  S.  268. 
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Dagegen   ist    cos,r    eine    gerade   Funktion;    sie    verschwindei   fiir 

i  Oj  cos  t  /«•  —  J- )  #  —  0 

und  hat  gleiehfalls  die  Periode  2;r. 
Ferner  ist: 

( 1 1  sin  ~  =  1 . 

Bedeutet  nun  x  eine  komplexe  Variable,  so  werden  wir  die 
Reihen  (1)?  (2),  die  auch  fur  jeden  komplexen  Wert  von  s  absolut 
konvergent  sind,  als  Definition  zweier  ganzer  Funktionen  annehmen, 
die  gleiehfalls  mit  sin;/'?  COS.T  bezeichnet  werden  mogen. 

Aus  der  Betrachtung  der  beiden  Reihen  und  ihrer  Vergleichung 
untereinander  und  mit  derjenigen,  die  v*  darstellt,  ergibt  sich  un- 
mittelbar: 

daB  cos,/:  die  Ableitung  yon  sin./  ist; 

daB  —  sin  x  die  Ableitung  yon  cos  x  ist ; 

daB  fur  ein  reelles  ,r  auch  sin  x  und  cos  3'  reell  sind,  fiir  ein  rein 
imaginilres  x  aber  sin.r  rein  imaginar,  cos  x  dagegen  reell  ist: 

daB: 
(8)  e±lj:  =  cos./:  ±  /sin.r.    (Eulersehe  Pormel). 

Daraus  folgt  (Art.  142): 

cos  (x  ±  y)  +  i  sin  (x  ±  y)  =  6l(r±y' 

__      elXe±lt?      =       ^'COg    X      _j_       }    gj^    ^|     ^C0g    y      _>_       f    gjjj    y    , 

==  cos  it1  cos  y  T  sin  x  sin  y  +  { (sin  jr  cos  y  ±  cos  x'  sin  y\ 
und  analog: 

cos  (x±y)—  i  sin  (a?  ±  ?/)  = 

=  cos  x  cos  y  T  sin  ^  sin  y  —  i  (sin  5?  cos  y  +  cos  #  sin  y  \ ; 
daraus  ergibt  sich  durch  Subtraktion  und  Addition: 

sin  (x  ±  y]  =  sin  x  cos  y  ±  cos  x  sin  j/? 
cos  (x  ±  y)  —  cos  #  cos  ?/  T  sin  ,r  sin «/. 
Wir  nehmen  in  (9)  zunachst  das  obere  Zeichen,  ersetzen  x  durch 
—  x  und  wahlen  y  =---.    Mit  Rucksicht  auf  (6),  (7)  haben  wir  dann: 

(10)  sin  fy  —  x\  =  cos  4?,     cos  fy  ~  i» j  =  sin  it\ 

Yiranti,  Theorie  der  eindeutigen  analytiachen  Fonktionen.  11 
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Setzen   wir  dagegen  In  der  ersten   der  Formeln  (9;  y  =  -0  —  JT 

imd  nehmen  wir  abennals  das  obere  Zeiohen.  so  folgt  rait  Riicksicht 
anf  1  10  : 

sin  "J  =  sin"  c  -f-  eos~,r 

oder.  wegen  »  7  : 
11  )  1  =  sin-  ?•  —  eos~,r. 

Denmaeh  ergibt  sieL  aus  .  s    fur  ein  reelles  v: 


unrl  tblglicti  fih-  reelle  ^.  r: 


Die  ganze  Funktion  sin^;  besitzt  die  Eigensctaften  a)?  b)?  c); 
es  bleibt  nur  noch  zn  untersnchen.  ob  sie  fiir  irgend  einen  komplexen 
Wert  Ton  x  Terscliwindet. 

Tor  allem  kann  simr'  fur  keinen  rein  imaginaren  Wert  von  x 
Null  werden:  setzt  man  namlieli  x  =  /f,  wo  t  eine  reelie  GroBe  be- 
zel cnnet.  so  hat  man: 


sin/f 


die    letzte    Eeihe   aber   hat    einen    wesentlieh   positiyen   Wert.     Eine 
analoge  Rechnung  zeigt,  da6  auch  cos  it  nieht  Xull  sein  kann, 
Wir  nehmen  jetzt  an,  daB: 

sin  I  it  -f-  2'  &•)  =  0 

sei,  wo  {{  und  c  reell.  r  aber  —  0  1st.    Xach  der  ersten  der  Formeln 
(Of  laBt  sich  dann  schreiben: 

sin  it  cos  /  c  +  cos  u  sin  iv  =  0; 

nun  sind  sin?/,  cos^  und  cos  a*  reell;  sinu'  aber  ist  rein  imaging 
folglich  muB: 

sin  zi  cos  i  r  =  0  ,     cos  z^  sin  i  v  ==  0 

sein;  darans  folgt;  da  sin/r^O,  eosu'=j=Q  ist: 

sin  H  ==  cos  u  =  0. 
was  mit  (11)  in  Widerspruch  steht. 


Syst.  Bebandl.  d.  anal.  Funkt.     Gnindeigensahaften  d,  ganz.  transz.  Fnnkt. 
Die  Xullstellen  der  Funktion  sinx1  sind  daher: 
0,  ±  x,  ±  *2x,  ±  3;r,  -  -  -, 

7ind  die  steigend  geordnete  Folge   der  absoluten  Betrage  der  von  0 
Terse  hie  denen  Wurzeln  ist: 


Wir  untersuelien  nun,  ob  die  in  Frage  stehende  Funktion  erster 
Klasse  ist,  d.  n.  ob  es  eine  Zahl  j)  von  der  Art  gibt,  daB: 


konvergiert.     Diese  Reite  lafit  sick  auch  schreiben: 


Xun  ist  die  Reihe  ^  -  -  +  1  fur  ^  =  0  divergent,  filr  _/;  >  0  kon- 

/>  =  i  ^ 

vergent1");  der  kleinste  ganze  Wert-  von  j;7  der  sie  konrergent  macht, 
ist  demnach  1;  wir  konnen  daher  sagen,  daB  sin  or  eine  ganze  Funk- 
tion erster  Klasse  und  vom  Range  Eins  ist.  Ihr  Ausdruck  ist  also 
durch.  folgende  Formel  gegeben: 

_« 

(13)  sin  x  =  &&  x  JJ'  (l  - 


wo  ^(V)  eine  zu  bestimmende  ganze  Funktion  ist  und  der  dem  Zeichen 
U  hinzugefdgte  S  trick  anzeigt^  daB  in  dem  Produkte  der  k  ==  0  ent- 
sprechende  Faktor  fehlen  soil.  Da  das  Produkt  rechts  absolut  kon- 
vergent  ist;  so  konnen  wir  die  Faktoren  in  beliebiger  TVeise  ordnen; 
im  besondern  konnen  wir  diejenigen  paarweise  vereinigen  und  mit- 
einander  multiplizieren?  die  gleichen  und  entgegengesetzten  Werten 
yon  h  entsprechen.  Wir  erhalten  dann: 

(14)  sin  x  =  <?^ 

Es  bleibt  nur  noeh  die  Funktion  g(x)  zu  bestimmen.    Man  bilde 
zu  diesem  Zwecke  aus  (13)  mittelst  (5)  des  yorigen  Artikels: 

1}  Cesaro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  8.  1*20  n.  139, 

11* 
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wo  der  Strich.  dieselbe  Bedeubins:  hat  vrie  Torher;  oder  auch: 


wofiir  man  auch  schxeiben  kann: 


oder?  indem  man  das  Glied  ^  unter  das  Summenzeichen  nimmt  und 
demnach  den  Strieh  fortlaBt: 


CQSJ: 


daraus  ergibt  sich: 


Bedenkt  man,  daB  sins  eine  ungerade,  cos  a;  eine  gerade  Funktion 
ist,  so  folgt  daraus  unmittelbar: 


folglieh  /(O)  =  0;  Bomit  isfc  p'(«)  ^s  Produkt  aus  x  und  einer  ganzea 
Funktion  l-(x):  8 
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Aus  «'lJv;  |16t  gehen  also  folgende  Formeln  liervor: 


CGSJ:          1 

--.  --- 
,#SIIK/;        a;- 


x 
cos  j;         1         1    ^C!  r        1  1 

ur  hin  ^'        J:2        TC  ^--  \Ji(£  —  vih        h(jc  -±- 
'  " 


COS./ 


th  J 


Setzen  wir  ,r  =  ^ -f  z>  und  lassen  wir  y   durch.  positive  Werte 
unendlieli  werden^  so  erkalten  wir  rs.  Gl.    12;): 

COS'K— /r         ,.       nV"~f-^e"iit'r''J 
lim    -.—--;—.  '  =  lira      ' —    ,---  =  —  t. 


Lassen  wir  dagegen   r  dnrch.  negative  "Werte  nnendlich  werden7 
sc»  erlialten  wir: 

,.  COS  'it  4-  /  6*1 

lim     .-  -         -'  =  i. 


Man  hat  also  in  beiden  Fallen: 

-,0  T  cos  (z<  4-  iv* 

(IS  I  lim    -;  * 

v     ' 


., 

==  »,i  sin  . 

Andrerseits  ist: 


da  nun  fiir  zwei  "beliebige  reelle  GroBen  a,  b  die  Beziettmg  gilt: 

a2  +  Z>3 
so  folgt  daraus: 


Nun  ist  aber,  wenn  u  <  0  ist,  xh  —  u>xh>Ji]  ist  dagegen 
u  >  0,  so  kann  man  h  stets  so  groB  nehmen,  daB  3t/i  —  «>#  wird. 
Daraus  ergibt  sich  fur  jedes  It7  das  groBer  ist  als  eine  bestimmte  end- 
liche  Zahl  n: 

1  '  ^        l 
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Analog  ist: 


folglich: 

,      * ! <  _I'2  _ 

;  k  it  -j-  z  f  —  rr /i         A  «  --  /  r  -I-  sr/i     —  -i/~7~  ^4  ^ 

wornus  sieh  ergibt: 

Die  Reihe   auf  der  rechten  Seite   ist   aber   fs.  oben)   konvergent; 
mithin  ist: 


lim  —  —  -  --  ~  -  —  -^—  F     -  0. 


Es  ist  ferner  klar,  da8  sich  auch  die  n  ersten  Glieder  der  Summe 
der  Xuil  nHhem, 

Denmacli  folgt  aus  (.17    in  Verbindung  rait  (1SX  (19): 

(20  1  Hm  7^-r/ri  =0. 

r  =  ^  a 

Wir  schreiben  nun  s"15;  in  folgender  Form: 


wo  9A  «  -j  far  A  =^  0  und  ^  =  0  fur  h  =  0.     Ersetzen  wir  x  durct 
a'  —  2rt,  so  gewinnen  wir  folgende  Form  el: 

x 
eosur-^-2^         "^7  f  1 


^  U  -r  2flf;  =  ^-_;  ,-  -^x,   |^      2rr_a 

f±~  —  -z. 

oder,  indem  wir  7<t  mit  A  -f  2  yertauschen  und  beachten.  daB  sin^r  und 
COSJT  die  Periode  2-T  haben: 

•x. 

','        f     *>     **  COSwf  ^^^ ,    i 

ft      I          I*        .-_|T..  /    JjJ     4         — —          _          _  .-  ^  \ 

Das  Smnmenglied  lafit  sich  auch: 
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schreiben,  weil  ja  damit  niehts  weiter  geschiehi  als  daB  die  unendlich 
vielen  GroBen  t_  .  mit  den  unendiieh  vielen  GroBen  Qft  auf  eine 

verschiedene  Weise  vereinigt  werden^  ohne  daB  der  Wert  dieser  letz- 
teren  ver'andert  oder  eine  von  ihnen  weggenommen  oder  hinzugefiigt 
wird.  Man  hat  daher: 

oder: 
oder  auch: 


Setzt  man  also  in  i'20j  u  <C  2^:  voraus,  so  ergibt  sieh  au^ 
Formel  (21  j,  daB  sie  fur  «  <  4%,  «  <  G^:  usw.  g^iltig  ist.  Man 
darf  also  schreiben: 

lim  /,•(>)  =  0; 

x—  a; 

und  daraus  laBt  sich  in  der  Weise  des  Art.  170  ableiten?  daB  /;  j'i 
eine  Konstante  ist?  die  notwendig  Xull  ist.  Daraus  folgt,  daB  c(\x< 
ebenfalls  Xull  ist;  und  daB  mithin  //u*j  und  folglieh  auch  c';  £  kon- 
stant  ist.  Bezeichnet  man  diesen  Wert  Ton  &  x]  mit  C,  so  erhalt 
man  aus  1  13: 


mithin: 

,.  .^ 

lim  —  ~  =  (7. 

x  =  0       * 

Nun  folgt  aber  endlich  aus  (1)?  daB  diese  Grenze  1  ist;  mithin 
ist  C  =  1  und: 


A  ss  1 


212.  Als  zweites  Beispiel  wollen  wir  die  ganze  Funktion  <fxl\ 
bilden^  welche  WeierstraB  zur  Grundlage  der  Theorie  der  elliptischen 
Funttionen  gemacht  hat.  Sie  besitzt  folgende  Eigenschaffcen: 


ij  Gegen  den  allgemeinen  Gebraxich,  nach  dera  die  Argnraente  der  Funk- 
tionen  in  Klammern  eingeschlossen  werden,  wollen  wir  GX,  Jo;,  v>x  selireiben. 
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a)  Sie  ist  imgprade; 

V    Sie  hut  die  eirJai'hen  Xuilstellen: 


wo  w  und  ^  alie  ganzzaidigen  Werte  Ton  —  31  zu  -r  oc  unabliangig 
voneinander  durehlaufen  und  QI?  c?2  GruBen  sind,  deren  Terhaltnis 
nicht  reell  ist; 


c  Ihre  erste  Ableitung  hat  im  Anfangspunkt  den  Wert  1;  ilire 
dritte  Ableitung  wird  in  demselben  Pnnkte  Xull1); 

d)  Sie  genugt?  weim  rn,  ?;£  zwei  YOU  CDI?  ca2  abhangige  Kon- 
stanten  siad?  identisch  den  folgenden  Bezietningen: 


fi 

Sehen  wir  vor  allem  zn,  ob  6x  eine  Fnnktion  erster  Klasse  ist. 

1  Eg  ist  fast  fruerflas-ig,  daran  zn  ericnern,  daB  alle  Ableitnngen  gerader 
Ordnung  der  Funktion  (7,r,  als  UBgerade  FonJdionen,  im  Anfangsptmkte  ver- 
sehwinden 
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Zeichnen  wir  die  ParuHelostramm^,  welche  beziehentlich  die  Eckeu 
m  -  wi  i  ~W2?  i  ^OJi  m  *ico2;  4;  t>e)t  ^  (jo33  usw.  hiiben,  so  werden 
sich  alle  TOH  0  verschiedenen  Xullstellen  yon  G.r  auf  uen  ITnilangen 
dieser  Parallelogramine  befinden,  und  zwar  genau  $  auf  ilemjenigea 
des  ersten,  16  auf  dem  des  zweiten,  24  auf  dem  des  dritten  usw. 
Wir  wollen  die  ersteren  mit  <t1A<  a^*,---,  al^  die  zweiten  mit 
^',3?  ^2,2;  *;•?  ^j,io*  die  dritten  mit  n.^lf  «3i2,  •••,  n,^^  USTV.  bezeichnen. 
Xennen  wir  nodi  J/  den  groBten,  m  den'ldeinsten  Abstand  des  An- 
fangspunktes  vom  Umfang  des  erstec  Parallel ogramms,  so  haben  wir 
fiir  alle  Werte,  die  r  in  den  einzelnen  Formeln  annehinen  kann: 

31        «'         ;//, 


folglien   allgemein,  wenn  wir  mit  c  irgend  eine  positive  Zahl,  mit 
irgend  eine  positiye  ganze  Zahl  bezeicknen: 


1 

//<;//' 


und,  indem  wir  von  /  «  1  bis  r  =  8  A*  summieren: 


_L_  <    8fc 


oder  aueh: 

s      i 


Lassen  wir  i-  yon  1  bis  cc  variieren  und  suminieren  wir  die  ent- 
spreehenden  Ungleichungen,  so  erhalten  wir  als  mittelsten  Ausdruck 
die  Summe  der  reziproken  cc-ten  Potenzen  der  absoluten  Betage  der 

Xullstellen,  eine  Summe,  die  wir  in  iiblicher  Bezeichnung    ^  7-1— 
schreiben  konnen.     Wir  erhalten  demnach:  f^t  '°h  * 


Nun  1st,  wie  im  yorigen  Artitel  erwaknt7  ^  •  ft—  imnier  und 

A=I  ** 
nur  dann  konvergent;  wenn  «  —  !>!,  d,  h.  wenn  a>2  ist;  man  wird 
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x       1 

a^elne  xuitnin  von    V-      ,  sateen  k<"nnen.    Folglich.  ist  *?  die  kieinste 


x        l 
Zaiil  ^,  seiche     "y          _,  konvergent  macht,  d.  h.  <?,r  ist  eine 

t,  -  1 

Funktion  erster  Klasse  und  vom  Range  Zwei. 
Setzt  man  zur  Abklrzung: 


so  uat  man  denmach: 


wo  //  ^'  eine  211  bestimniende  ganze  Fnnktion  ist  und  der  dem 
Zei«:heit  II  beigeire]»ene  Strlch  anzeigt.  da8  »/,  n  alle  Werte  von 
—  ^c  nii?  —  *x,  ii'it  Auss'.'hlufi  «les  Wertepaares  w  =  0,  H  =  0. 


Bev^r  wlr  zar  Bestiniffiung  von  y  jc\  schreiten.  nioge  noch  eine 
erknu     Piutz  tinden.     Setzen  wir: 


so  erhalt  man  uus    1-  dureh  Differentiation  und  Division  mit  (1): 

?•  r  -  :>  a,  '  =  Jrf-  ~  -2  rth 
derails  dureh  noelimalige  Differentiation: 


'  3  .  ?•  r  -  :>  a,  '  =  Jrf-  ~  -2  rth  {h  =  1?  2  . 


V4  ^^"-7-1^;===^.^     y/.^-r^o^^y?'^  ill  =  1,2). 

AuBerdem  sieht  man  leieiit,  daS  J.r  und  \</x  ungerade  Funktionen 
sind,  y>^  aber  eine  gernue  Funktion  ist, 

Man  ha*  demnurh  au^  J  -?)    vgl.  Art.  210): 


«  o 


1       -<^r  r-      1  j  - 

r  -r  >   irzzj—  -  c      -r  ^5-  , 

-*—     i_X        t;,,^  CWB  Cmn-* 


1,  Es  »el  darauf  LiEpvwiesen,  dufi  J.r  tmd  ^x  keine  ganzen  Fnnktionen 
siad.  Es  sind  meromorplie  Fnnktionen  s.  weiter  unten  Art.  248),  d.  h.  seiche, 
die  in  endiicher  Entfenaunj?  k^ine  asdem  Singtzlaritaten  haben  als  Pole. 
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indem  in  der  letztea  Summe  zugleifh  das  dem  Wertepiuire  m  =  /i  =  0 
entsprechende    Glied    ^    einbegriffen    und   demnaeh    der  Strict   weg- 

gelassen  worden  ist.    Bezeichnen  wir  die^e  Sunime  mit  Surj.  so  iiber- 
zeugen  wir  uns  leicht,  daB: 


Es  ist  namlich: 


nun  variiert  aher7  Trenn  ;>?  von  —  ^c   bis  -7-  cc  yariiert,  aueh  >^  —  1 
zvischen  denselben  Grenzen,  folglich  kann  man  sehreiben: 


Analog  beweist  man,  daB  Su1  -r-  :?«2  j  ==  St^i  ist. 

Aus  u  i  folgt  mitnin  mit  Riicksieht  auf  die  zweite  der  Formeln   4  : 


Diese  Gleicknng  besagt,  daB  g"(x\  in  den  entsprechenden  Punkten 
der  yerschiedenen  Parallelogramme  des  in  Fig.  4  dargestellten,  sieh 
fiber  die  ganze  Ebene  erstreckenden  Xetzes,  dessen  Knoten  siimtli^-he 
Punkte  cmn  sind;  stets  wieder  denselben  Wert  annimmt.  Xun  besitzen 
aber,  weil  g'"(X)  eine  ganze  Funktion  ist,  die  absoluten  Betrage  der 
Werte,  die  sie  innerbalb  eines  einzelnen  Parallelogramms  erhalt7  ein 
endliches  Maximum  31-  daraus  kann  man  sclilieBen?  daB  der  absolute 
Betrag  yon  y"'(x}  in  jedem  beliebigen  endlichen  Teile  der  Ebene  den 
TTert  M.  niemals  iibersteigt.  Daraus  leitet  man  in  bekannter  Weise 
(rgl.  Art.  ITOj  her,  daB  g'"(x\  konstant  Ist 

Da  ferner: 


ist  und  m,  n  durch  —  m*  —  n  ersetzt  werden  konnen  (da  ja,  wenn 
MI,  n  yon  —  oo  bis  +  oo  variieren;  aueh  —  my  —  n  innerhalb  der- 
selben  Grenzen  variieren),  so  ergibt  sich: 


teachtet  man  auBerdem,  daB  $./(—  x)  =  —  <p'(x)  ist,  so  folgt  aus  (7) 
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Nun  ist  aber  g'"(x)  konstant,  folglich  niuB  es  notwendigerweise 
Null  sein,  und  man  hat,  wenn  man  mit  A,  B,  C  noch  zu  bestimmende 
Konstanten  bezeichnet: 

<f'(x)  =  2  A,      g'(x)  =  2  Ax  +  B,      g(x)  -  Ax*  +  Bx  +  C. 
Die  Pormel  (5)  lafit  sich.  schreiben: 

(8)  &  =  g(x)  +  A  + 


Ersetzt  man  x  durch  —  x,  so  ersieht  man  durch  Wiederholung 
des  soeben  angewendeten  Verfahrens;  daB  die  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  das  Vorzeichen  wechselt;  beriicksichtigt  man  ferner,  daB  go?  eine 
ungerade  Funktion  ist,  so  folgt  g'(-~x)  =  --#'(#)  oder: 

-  2  Ax  +  S  =  ~  (2  Ax  +  E), 
woraus  sich  ^  =  0  ergibt,  und  schlieBlich: 


Die  Formel  (8)  liefert  uns  sodann  die  weitere: 

(9)  I 

Setzen  wir: 


so  ergibt  sich  aus  (9): 

(10)  r(0)  -  2 A. 

Nun  ist: 


ox  •  G"  x —  < 
?^~ 


folglich  wegen  (6): 

en)      =  2^) 


Die  linke  Seite  laBt  sich  schreiben  (Art.  147): 


—  0"-0  +  ~ 
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oder  aucb;  wenn  man  bedenkt;  daB: 

ist: 


sie  verscbwindet  also  fur  #  ==  0;  man  erhalt  desbalb  aus  (11)  mit 
Rucksicht  auf  (10): 

0  =  6J. 

oder  A  =  0,  und  ^(a?);  mithin  auch  eP^*\  reduziert  sici.  auf  eine  Kon- 
staate.  Bezeicb.net  man  den  Wert  von  e9^  mit  D  und  beacbiet  man; 
daB  (Art.  147): 


_  . 

x  x  '     5! 


ist,  so  daB  —  =1  wird  fiir  ic  ==  0,  so  ergibt  sicb  aus  (2),  daB  D  =  1 
sein  muB.     Man  hat  demnacb.  scblieBlich: 


213.  Der  Satz  von  WeierstraB  ist  nacb  verscbiedenen  Ricbtungen 
verallgemeinert  worden.  Es  mogen  bier  einige  der  Untersucbungen 
angegeben  werden;  zu  denen  er  Veranlassung  gegeben  bat: 

Bildung  einer  Funktion;  die  als  wesentlicb  singulare  Punkte  alle 
Punkte  einer  Kreislinie  besitzt  und  deren  Nullstellen  innerbalb  der- 
selben  liegen1); 

Bildung  einer  ganzen  Funktion,  die  in  gegebenen  Punkten  yor- 
gescbriebene  Werte  annimmt2); 

Bildung  einer  doppeltperiodiscben  Funktion  mit  gegebenen 
Nullstellen,  die  in  jedem  primitiven  Parallelogramme  einen  einzigen 
wesentlicb  singularen  Punkt  besitzt3); 

Bildung  einer  eindeutigen  Funktion  eines  analytiscben 
Punkt es;  die  einen  einzigen  wesentlicb  singularen  Punkt  und  unend- 
licb  yiele  gegebene  Nullpunkte  bat4); 

1)  Pioard  375. 

2)  G-azzaniga  165,  Stackel  463.    Vgl,  a.  Sobering  441, 

3)  Appell  5,  Pascal  358,  Cazzaniga  115,  117. 
.    4)  Appell  5. 
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Ableitung  des  Satzes  von  WeierstraB  als  besonderen  Failes  axis 
dem  verallgeineinerten  Mittag-Lefflerschen  Satze  (wovon  welter  unten 
die  Rede  sein  wird)1). 

In  einem  gewissen  Zusammenhange  mit  dem  Satze  von  Weier- 
straB steht  folgende  Aufgabe2),  die  freilich  keine  eigentliche  Verall- 
gemeinerung  desselben  darstellt:  Gegeben  sind  zwei  Mengen  A,  JB 
von  reellen  oder  komplexen  Werten;  von  denen  die  erste  abzahlbar, 
die  zweite  in  der  ganzen  Ebene  iiberall  dicht  ist;  es  soil  eine  in  der 
ganzen  Ebene  existierende  analytische  Funktion  gebildet  werden,  die 
fur  alle  Werte  der  Variabeln,  die  der  Menge  A  angehoren,  der 
Menge  JB  angehorige  Werte  annimmt. 

Bemerkenswert  ist  auch  der  folgende  Satz3):  Ist  eine  Menge  von 
GroBen  ct  gegeben,  die  der  Bedingung  des  Art.  206  geniigen,  so  laBt  sich 
durch  geeignete  Wahl  von  g(x)  (Art.  209)  eine  ganze  Funktion,  die 
als  einzige  Nullstellen  die  ci  besitzt,  so  bilden,  daB  die  sie  darstellende 
Potenzreihe  nur  komplexe  rationale4)  Koeffizienten  besitzt;  sind  ferner 
die  GrroBen  ct  reell  oder  paarweise  konjugiert;  so  laBt  sich  die  Funktion 
derart  bilden,  daB  sie  lauter  reelle  rationale  Koeffizienten  hat. 

Untersuclrung  der  ganzen  Funktionen 5). 

214.  Unter  dieser  Uberschrift  fassen  wir  eine  Reihe  von  Unter- 
suchungen    zusammen,    die    ihren    ersten   AnstoB    durch   Laguerre 
empfingen  und  die  mehr  oder  weniger  unmittelbar  darauf  abzielen  zu 
erforschen,  ob  und  inwieweit  fiir  die  ganzen  transzendenten  Funktionen 
die  bekannten  Eigenschaften  der  Polynome  Greltung  behalten.    Einige 
dieser  Untersuchungen  sind;  auBer  in  einzelnen  der  bereits  S.  51  an- 
geftihrten  Werke;  in  Arbeiten  von  Bassi6);  Marx7)   und  Pizzarello8) 
systematisch  dargestellt  worden. 

215.  Eine    einfache  Funktion  ist  vollst'andig  bestimmt,  sobald 
ihre  Nullstellen  gegeben  sind;  folglich  miissen  die  Koeffizienten  ihrer 
Entwicklung  in  eine  Potenzreihe  lediglich  Funktionen  und  zwar  sym- 
metrische  (transzendente)  Funktionen  ihrer  Nullstellen  sein.     Die  Be- 
stimmung  der  Form  soleher  Funktionen  bietet  keinerlei  Schwierigkeit. 

1)  Casorati  113.  2)  Stackel  462.    S.  auch  Niccoletti  336, 

Stackel  460,  461.  3)  Eurwitz  210. 

4)  Als  komplexe  rationale  Zahlen  bezeichnet  man  die  Zahlen  a+6f, 
"wenn  in  ihnen  a  und  &  rational  sind. 

5)  Bassi  17,  18,  19,  Cesaro  118,  120,  121,  Desaint  129,  Hermite  202, 
Laguerre  236,  237,  238,  239,  240,  Pincherle  385,  De  Sparre  459,  Yivanti 
493,  499,  504,  505,  Witting  521. 

6)  Bassi  17.         7)  Marx  299.         8)  Pizzarello  394. 
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Setzt  man  in  Grleichung  (5)  des  Art.  210  rh  =  p  und: 

co 

2^r  =  %  (*>*>), 

ferner: 


so  hat  man: 

-  -  (1  + 

daraus  ergibt  sich: 

«i  =  ^2  =  •  •  '  =  ^  =  °; 
Op  +  1)  ^+1  =  -  Sp+1,  (p  +  2)  c&^a  =  - 

(2p+l)% 

(2p  +  2)  a2i3 


Grleichungen;  die  samtliche  ah  der  Reihe  nach  zu  bestimmen  gestatten. 

216.     Wird    auf    die    komplexe   Variable    x    eine    gauze 
lineare  Substitution: 

(1)  x  =  Ay  +  S 

ausgeiibt;   so  verwandelt   sich  jede  Normalfunktion  von   der 
•Hohe  p  in  eine  Funktion  derselben  Beschaffenheit. 
Es  sei: 

(2)  f(x)  «  0&tf*  77  A  - 

f=i  V       c' 


eine  Normalfunktion  yon  der  Hohe  #>,  so  daB   ^ — r^^  konvergiertr 


00  •(  ft  =  1          "   I 

2  T — T  divergiert,  und  g(x)  ein  Polynom  ist  von  nicht  hoherem  Grade 

als  p.    Mittels  der  Substitution  (1)  verwandelt  sich  (2)  in  eine  ganze 

ch~~  B  £ 

Funktion  <p(y)  von  y}  deren  Wurzeln  — -T —  (h  =  1,  2?  •  •  •)  und  —  --^ 

sind^  von  denen  die  letztere  ^-fach  ist.     Es  lafit  sich  zunachst  be- 
•\veisen;  daB  von  den  Reihen: 
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y 

;^J 


y  _  L 

>  c,  - 


wo,  wenn  B  =  cr  ist;  das  r-te  Glied  ausgeschlossen  bleiben  muB,  die 
erste  absolut  konvergiert,  die  letzte  nicht. 

Offenbar  konnea  wir  anstatt  dieser  Beihen  die  beiden  folgenden 
in  Betracht  ziehen: 


Nimmt  man  ^  wiHkurlich;  so  lafit  sich  stets  eine  Zahl  n  yon 
der  Art  angeben,  daB  ftir  jedes  Ji  >  n: 

<« 

ist;  man  hat  dann  fur  dieselben  Werte  von  h,  wenn  6  <  1  ist: 

B       c 


folglich,  wenn  man  mit  q  irgend  eine  Zahl   bezeichnet?    die    groBer 
.als  n  ist: 

3 


[  «/-  -  B 


5 

2 


_ 

-  B 


damit  ist  die  Behauptnng  erwiesen.     Die  Funktion  tp(y)  ist  demnach 
Tom  Range  p;  daher  ist  ihr  Ausdruck: 


Man  liat  folglidx: 


(Ay_±_B)k 


= 


' 


"V     Akyk 

,""^    Tf  fo    _  -R\k 
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und  daher  hat  der  Ausdruck: 

p       r  *  ni 

I  7*""l      ^  C^  fC      —  PX  ^" 

-    - —    ^  =  1       L         h  \h 

den  Wert  1.     Daraus  folgt,  daB  sich  l(y)  und: 


nur    um    eine    Konstante    unterscheiden.     Mithin    ist    l(y)    von    nicht 
hoherem  Grade  als  p,  also  9(^7)  eine  Normalfunktion  von  der  HoKe  p. 


217.    Ist  im  besondern  £  ==  0,  so  ist: 


und  man  findet  unmittelbar  bis  auf  eine  additive  Konstante: 

l(y)-g(Ay). 
Also:  Die  Substitution: 

(1)  x  =  Ay  +  B, 

wo  JB=|=0;  transformiert  im  allgemeinen  eine  einfache  Funk- 
tion  voni  Range  p  >  0  in  eine  nicht  einfacne  Punktion;  cla- 
gegen  verwandelt  die  Substitution: 

x  =  Ay 

eine    einfache  Funktion  wieder    in   eine    einfache  Funktion. 

Fiir  p  =  0  verwandelt  die  Substitution  (1)  eine  einfache  Funktion 
wieder  in  eine  einfache  Funktion;  was  auch  J?  sei. 

Fiir  p  =  1  gibt  es  unendlich  viele  Werte  von  _B;  fur  die  die 
Substitution  (1)  diese  Eigenschaft  besitzt.  Setzen  wir  namlich  in  dem 
Ausdruck  (3)  des  vorigen  Artikels  g(x)  =  Q  und^  =  1,  so  finden  wir? 
daB  sich  l(y)  und: 


A=l 


nur  um  eine  Konstante  voneinander  unterscheiden.    Der  letztere  Aus- 

i> 

druck  kann  aber  auch: 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen.  analytiscTien  Punktionen.  12 
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__  T>        Ay 


gesckrieben  warden;  damit  sich  Z(^)  auf  eine  Konstante  reduziert,  muB 
folglich  J5;  das  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  1st,  der  Gleichung: 


geniigen;  also  (s.  Art.  210,  (5))  eine  Nullstelle  YOU  f(x)  sein 

218.  Sind  bei  zwei  ganzen  Funktionen  die  entsprechen- 
den  Eoeffizienten  ihrer  Entwicklungen  konjngiert7  so  sind 
anch  ihre  N"ullstellen  konjugiert. 

Es  sei: 


eine  ganze  Funktion;  x  =  cc  +  ifi  eine  ikrer  Nullstellen.  Ersetzen  wir 
x  durch  seinen  Ansdmck  und  trennen  wir  den  reellen  und  den  imagi- 
naren  Bestandteil,  so  haben  wir: 


wo  y$(iijV),  &(u,v)  Potenzreihen  der  beiden  reellen  Variabeln  w,  v 
mit  reellen  Koeffizienten  sind;  die  fiir  alle  endlichen  Werte  dieser 
Variablen  konvergieren.  Daraus  folgt: 


Bezeickaen  wir  mit  ak  die  zu  ah  konjugierte   GroBe  und  setzen 
in  dem  Ausdruck: 


x  =  a  —  i/3,  so  ergibt  sich  offenbar: 

f(a  -  »/8)  =  $(«,  /})  -  *£!(«,  /J)  =  0, 
was  zu.beweisen  war. 

219.    Aus    dem   yorstehenden   Satze    folgt:   Wenn    die   Ent- 
wicklung  einer  ganzen  Funktion  lauter  reelle  Koeffizienten 


Untersuctrang  der  ganzen  Funktionen.  179 

hat;  so  sind  die  Nullstellen  der  Funktion  reell  oder  paar- 
weise  konjugiert. 

Umgekehrt:  Hat  eine  einfache  Funktion  erster  Klasse  reelle 
oder  paarweise  konjugierte  Nullstellen,  so  sind  die  Koeffi- 
zienten  ihrer  Entwicklung  reell. 

Hat  eine  Funktion  zweiter  Klasse  reelle  oder  paarweise 
konjugierte  Nullstellen,  so  sind  die  Koeffi  zienten  ihrer  Ent- 
wicklung reell;  sobald  der  aufiere  Exponent  Null  ist  und 
die  den  konjugierten  Nullstellen  entsprechenden  Konver- 
genzzahlen  einander  gleich  sind  (was  man  jedenfalls  voraussetzen 
darf;  da  ja  die  Konvergenzzahlen  lediglich  von  den  absoluten  Betragen 
der  Nullstellen  abhangen  und  zwei  konjugierte  Nullstellen  denselben 
absoluten  Betrag  haben). 

220.  Besitzt  eine  ganze  Funktion  mit  reellen  Koeffi- 
zienten  mehr  als  eine  reelle  Nullstelle;  so  ist  zwischen  je 
zwei  aufeinander  folgenden  reellen  Nullstellen  eine  un- 
gerade  Anzahl  reeller  Nullstellen  ikrer  Ableitung  entnalten 
(Satz  von  Rolle). 

Es  seien  p,  v  >  ^  zwei  aufeinander  folgende  reelle  Nullstellen  der 
ganzen  Funktion  f(x)  mit  reellen  Koeffizienten;  wir  wollen  sie  der  All- 
gemeinheit  wegen  als  menrfach  und  zwar  beziehentlich  von  der  Ord- 
nung  Qy  <3  voraussetzen.  Wir  haben  dann  (Art.  173): 


/•(a,)  =f'(v} 
folglich  (Art.  147): 

f(x)  -  (x  - 

f(x)  =  (*  -  V 
daraus  ergibt  sich: 


12* 
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und  folglich: 

f(x)  1       (<?-! 


Man  ersieht  daraus.   daB   der  Quotient     .  ^  sowohl  in  a  wie  in 

/  (x) 

v  einen  einfachen  Pol  besitzt;  wahrend  er  oflfenbar  in.  deni  ganzen 
Intervalle  \LV  endlich  ist.  AuBerdem  strebt  er?  wenn  x  sich  p  yon 
rechts  nahert,  der  Grrenze  +  oo,  wenn  x  sich  v  yon  links  nahert,  der 
Grrenze  —  oo  zu.  Daraus  folgt  (Art.  102),  dafi  er  und  folglich  auch 
f'(x)  in  deni  Interyalle  pv  eine  ungerade  Anzahl  yon  Malen  yer- 
scnwindet. 

Es  ist  zu  bemerken,  dafi  der  Beweis  fur  jedwede  analytische 
Funktion  f(%)  gilt,  die  in  einem  das  Interyall  pv  enthaltenden  Be- 
reiche  regular,  in  alien  Punkten  des  Intervalles  selbst  aber  —  mit 
Ausnalime  der  Endpunkte;  in  denen  sie  Null  wird  —  reell  und  von 
Null  yerschieden  ist. 

221.  Wir  fiihren  hier  eine  Anwendung  des  Rollescnen  Satzes 
an;  die  uns  weiter  unten  forderlick  sein  wird. 

Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion  mit  reellen  Koeffizienfcen  und  sind 
p,  q  zwei  reelle  Werte,  so  ist  der  Ausdruck: 

F(x)  -  (p  -  q)  f(x)  +  (q~x")  f(p)  +  (x  -  jp)  f(q) 

eine  ganze  Funktion  (Art.  201)  ;  die  fur  x  =  p  und  fur  x  =  q  Null 
wird.  Es  gibt  demnach  zwischen  p  und  q  mindestens  einen  Wert  XQ 
yon  x,  fur  welchen  die  Ableitung  yerschwindefc.  Nun  ist  (Art  166,  167): 


mithin: 

(p 

woraus  sich  ergibt: 

fcx^-.M=f® 

T  \xo)—       c[—^~~  ' 
D.   h.:  Sind   irgend   zwei    reelle   Werte  p,   q   gegeben,    so   ist 
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mindestens   ein  Zwischenwert  vorhanden;    in    welehem  /"(#) 

den  Wert  cles  Zuwachsverlialtnisses   ^"^'^  annimmt. 

2  —  p 
Betracliten  wir  nock  erne  Folge  dieser  Formel.    Nehmen  wir  an; 

f(x)  verbleibe,  wahrend  x  nach  positiven  Werten  unbeschrankt  zu- 
ninamt,  innerhalb  endlicher  Grenzen  (wie  es  z.  B.  bei  der  Funktion 
sin  a;  der  Fall  ist);  so  kann  bei  beliebig  grofiem,  aber  festem  p  der 
Wert  von  g_  stets  so  groB  genommen  werden,  daB  /"(^0)  beliebig  klein 
ausfallt;  ist  namlich  \f(x)\  ^A,  nnd  bezeichnet  6  eine  beliebig  vor- 

2  A, 
gegebene    Gr6Be;    so    brancht    man    nur:    q>p  -\  ---  -    zu    nehmen^ 

damit  /"(%)  <  6  sei.  Daraus  folgt,  daB;  wenn  sich  f'(x)  tiberhaupt 
einer  Grrenze  naliert;  diese  Grenze  nur  Null  sein  kann.  D.  b..:  Yer- 
bleibt  die  Funktion,  wahrend  die  Veranderliche  nach  reellen 
positiven  Werten  unbeschrankt  zunimmt^  innerhalb  end- 
licher  Grenzen,  so  nahert  sich  ihre  Ableitung  entweder 
keiner  bestimmten  Grenze  oder  hat  den  Wert  Null  zur 
Grenze. 

222.  Hat  eine  bestandig  konyergente  Potenzreihe  mit 
reellen  Koeffizienten  eine  endliche  Anzahl  r  yon  Zeichen- 
wechseln,  so  ist  die  Anzahl  der  reellen  positiven  Nullstellen 
der  dnrch  diese  Reihe  dargestellten  ganzen  Funktion  ent- 
weder r  oder  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  als  r  (Satz  YOU 
Descartes). 

Der  Satz  gilt  offenbar  for  r  ==  0;  mithin  gentigt  es?  ihn  durch 
vollstandige  Induktion  zu  beweisen. 

Da  die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  endlich  ist;  so  liegen  sie  samt- 
lich  zwischen  a0  und  einem  bestimmten  Koeffizienten  at]  von  diesem 
an  haben  alle  Koeffizienten  dasselbe  Yorzeichen;  das  wir  als  positiv 
voraussetzen  dtirfen.  Daraus  folgt;  daB;  wenn  y  eine  Zahl  bedeutet, 
die  grofier  ist  als  samtliche  positiven  Wurzeln  der  algebraisehen 
Gleichung: 


/'(y)  positiv  ist;  die  positiven  Nullstellen  von  f(x)  sind  mithin  ins- 
gesarat  kleiner  als  y\  ihre  Anzahl  wird  demnach  endlich  sein.  Be- 
zeichnen  wir  diese  Anzahl  mit  9,  so  gibt  es  fur  jede  beliebige  ganze 
Zahl  a  nur  0  positive  Nullstellen  der  Funktion: 
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Nach  dem  Satze  des  vorletzten  Artikels  mufi  es  folglich  wenig- 
stens  6  —  1  positive  Nullstellen  der  Funktion  q>a(%)  geben.  Nun  ist 
(Art.  168): 


JC 

man  darf  daher  behaupten,  dafi  die  gauze  Funktion: 


xf(x)  -  af(x)  =          (h  -  a]  ah 


mindestens  6  —  1  positive  Nullstellen  besitzt. 

Wir  nehmen  nunmehr  an;  in  der  Funktion  f(x)  finde  ein  Zeichen- 
wechsel zwischen  at  und  at+1  statt,  und  vergleichen,  nachdem  wir 
a  =  t  gewahlt,  die  Reihe  der  Koeffizienten  von  f(x): 

(1)  a07  al9  -  •  -,  at_ly  at, 
mit  derjenigen  der  Eoeffizienten  von 

(2)  -  taQ,  ~  (t  -  1)  a1;  -  •  - 


In  dem  Teile  der  Reihe  (1)7  der  von  a0  bis  a^t  geht^  und  in 
dem  entsprechenden  der  Reihe  (2)  gibt  es  eine  gleiche  Anzahl  von 
Zeichenwechseln;  ebenso  in  dem  Teile  der  Reihe  (1)  voii  at+1  an  und 
in  dem  entsprechenden  der  Reihe  (2).  Dagegen  enthalt  der  Teil 
at-i?  at>  a#+i  ^-er  Reihe  (1)  zwei  oder  einen  Zeichenweclisel,  je  nach- 
dem a#-1  und  at+l  dasselbe  Vorzeichen  haben  oder  nicht;  entsprechend 
besitzt  der  Teil  —  at_l?  0,  af+1  der  Reihe  (2)  einen  oder  gar  keinen 
Zeichenwechsel.  Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  von  fyt(x)  betragt 
daher  r  —  1;  nehmen  wir  den  Satz  fur  r  —  1  als  bewiesen  an?  so  ist 
folglich  6  —  1  <I  r  —  1  ;  woraus  sich  6  <  r  ergibt. 

Die  Anzahl  der  positiven  Nullstellen  von  f(x)  kann.  also  r  nicht 
iibersfceigen. 

Beachtet  man;  dafi  der  Wert  von  f(x)  ftir  x  =-  0  gleich  aQ  ist, 
und  dafi,  wenn  x  dem  Werte  +  oo  zustrebt;  f(x)  dem  "Werte  ±  oo 
zustrebt;  je  nachdem  fy  ^  0  ist,  so  schlieBt  man  leicht?  daB  die  An- 
zahl der  Zeichenwechsel  und  die  der  positiven  Nullstellen  entweder 
iibereinstimmen  oder  um  eine  gerade  Zahl  sich  unterscheiden  miissen. 

223.  Der  Rollesche  Satz  nimmt  fur  Polynome  folgende  biindigere 
Gestalt  an: 

Zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Wurzeln  einer 
algebraischen  Grleichung  mit  lauter  reellen  Wurzeln  gibt  es 
eine  und  nur  eine  Wurzel  der  abgeleiteten  Grleichung. 
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Daraus  folgt  unmittelbar  der  weitere  Satz: 

Sind  alle  Wurzeln  einer  algebraisclien  Gleichung  reell, 
so  gilt  dasselbe  fur  die  Wurzeln  der  abgeleiteten  Grleichung, 

Plir  ganze  transzendente  Funktionen  ist  die  zweite  Eigenschaft 
keine  notwendige  Folge  der  ersten.  Ja,  noch  mehr,  diese  Funktionen 
besitzen  im  allgeraeinen  weder  die  eine  noch  die  andre  Eigenschaft. 

Was  die  erste  Eigenschaft  betrifffc,  so  mag  bemerkt  werden,  daB, 
•wenn  f(x)  eine  fur  x  =  0  nicht  verschwindende  einfache  Funktion 
vom  Range  p>\  ist,  f(x)  im  Anfangspunkte  eine  melirfache  Null- 
stelle  p-ter  Ordnung  hat;  setzt  man  also  die  Nullstellen  von  f(x)  als 
reell  voraus?  so  liegen  zwischen  der  niediigsten  negatiyen  und  der 
niedrigsten  positiven  Nullstelle  sicherlich  p  (zusammenfallende)  Null- 
stellen der  abgeleiteten  Funktion  /"(#). 

Was  die  zweite  Eigenschaft  anlangt;  so  geniigt  das  Beispiel  der 
Funktion: 

f(x)  ==  ex  sin  x, 

die  lauter  reelle  Nullstellen  hat;  wakrend  ikre  Ableitung: 
f'(x)  =  ex~  [cos  x  +  2x  sin  x] 

die  imaginare  Nullstelle  x  =  07771  •  •  •  i  besitzt. 

Es  ist  deshalb  angezeigt  zu  untersuchen,  in  welchen  Fallen  die 
erwabnten  Eigenschaften  aucn  transzendenten  Funktionen  zukommen. 

Wir  werden  diese  Frage  in  den  folgenden  Artikeln  beliandeln. 

224.  Ist  f(x)  eine  einfacne  Funktion  mit  lauter  reellen 
Nullstellen,  so  liegt  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Nullstellen  derselben  von  nicht  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen1)  nur  eine  Nullstelle  von  f'(x). 

Es  sei: 


wo  samtliche  ch  reell  sein  mogen;  es  folgt: 


__ 
7(x)        * 

1)  In  dieser  Fassung  ist  zugleich  der  Fall  embegriffen,  dafi  eine  der  beiden 
NuUsteUen  Null  ist. 
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Sind  ft,  v  zwei  reelle  Wurzeln  von  f'(x),  so  ist  mithin: 


| 

~  % 

o- 

' 


.  _  _ 
^<       «£('-*) 

durch  Addition  und  Subtraktion  ergibt  sicli  daraus: 


Aus  der  letzten  Grleiclmng  erhalt  man: 


und  durch  Einsetzung  in  die  erstere: 


Wir  nehnaen  nun  an,  p  und  v  fielen  zwischen  zwei  aufeinander 
folgende  Nullstellen  von  f(x).  Dann  haben  fi  —  ch  und  v  —  cft  fur 
alle  Werte  von  h  dasselbe  Vorzeichen;  folglich  ist  die  linke  Seite 
von  (1)  fur  ein  gerades  p}  die  von  (2)  fur  ein  ungerades  p  eine 
positive  Grrofie.  Andrerseits  hat  man,  wenn  f(x)  im  Anfangspunkte 
nicht  verschwindet,  m  =  0,  folglich  sind  die  rechten  Seiten  von  (1) 
und  (2)  Null;  wird  sie  dagegen  im  Anfangspunkte  Null,  so  haben 
(i  wad.  v  notwendigerweise  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  ist  dann  die 
rechte  Seite  von  (1)  oder  (2)  negativ,  je  nachdem  p  gerade  oder 
nngerade  ist.  Die  gemachte  Voraussetzung  ist  also  widersinnig. 
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Aus  dem  obigen  Beweise  erhellt  auch,  dafi,  wenn  f(x)  im  An- 
fangspunkte  nicht  Null  wird  (m  =  0),  zwischen  ihrer  klemsten  nega- 
tiven  und  ihrer  kleinsten  positiven  Nullstelle  nicht  zwei  von  Null 
verschiedene  Nulls tellen  yon  /"(#)  liegen  kounen.  Da  nun  f(x)  in 
diesem  Falle  im  Anfangspunkte  eine  £>-fache  Nullstelle  besitzt,  so  lafit 
sich  nach  dem  Rolleschen  Satze  (Art.  220)  schlieBen,  daB  es  in  dem 
betrachteten  Intervalle  eine  nicht  verschwindende  Null- 
stelle von  f(x)  gibt  oder  nicht  gibt,  je  nachdem  p  gerade 
oder  ungerade  ist1). 

225.  Wenn  eine  Funktion  f(x)  von  der  Hohe  0  oder  1 
lauter  reelle  Nullstellen  besitzt,  und  die  im  aufieren  Ex- 
ponenten  vorkommenden  Konstanten  reell  sind,  so  sind  die 
Nullstellen  von  f(x)  samtlich  reell. 

Eine  Funktion  von  der  Hohe  0  oder  1  hat  die  Form: 


/Y'TM  —  pAx  +  JS/V 
I  \    J  — 

/p  cc        ^ 

wo  Ok  =  0  oder  0A  =  —  ist,  je  nachdeir)  die  Reihe    ^p-    konvergiert 

oder  divergiert  und  A  —  0  ist,  wenn  f(x)  die  Hohe  0  hat.    Jedenfalls 
kann  man  schreiben  (vgl.  Art.  209  am  Ende): 

CO 

/Y^-^+^rr 

TW  ~6          ^    /jf 

wo  6"=  J.—  J^~  oder  C  =  J.  ist,  je  nachdem    J5;1— ,  konvergiert 

oder  divergiert.    Nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  sind  C  und  J? 
reell. 


1)  Dieses  eigenartige  Verhalteu  der  Funktion  in  dem  den  Anfangspunkt 
enthaltenden  Intervalle  darf  nns  nicht  tiberraschen  Wahrend  namlich.  der 
Anfangspiankt  durch  keine  auf  ein  Polynom  bezxigliche  besondere  Eigenschaft 
charakterisiert  ist,  well  er  ja  mittels  einer  linearen  Substitution,  die  ein 


,  ,  - 

nom in  ^ein  Polynom  verwandelt,  auf  einen  beliebigen  Punkt  ubertragen  werden 
kann,  lafit  sich  dasselbe  nicht  mit  Bezug  auf  eine  ganze  einfache  Funktion 
sagen,  da  diese  sich  im  allgemeinen  durch  eine  lineare  Substitution  in  eine 
nicht  einfache  Fnnktion  verwandelt  (Art.  217).  Dieser  Unterschied  verschwindet 
fur  p  ==.  0  und  p  =  1,  da  ja  eine  einfache  Funktion  mittels  einer  im  ersten  Falle 
willkurlichen,  im  zweiten  Falle  zweckmaBig  gewiihlten  linearen  Substitution  in 
eine  einfache  Funktion  transformiert  werden  kann.  Und  es  liegt  eben  fur  p  =  0 
und  p  =  1  auch  in  dem  Intervalle  zwischen  der  kleinaten  negativen  und  der 
kleinsten  positiven  Nullstelle  von  /*(#)  eine  einzige  Nullstelle  von  f  (x)>,  diese 
ist  fur  #>  =  0  verschieden  von  Null,  fiir  p  =  1  Null. 
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Hieraus  folgt: 


1st  x  =  a  -f  2/J  eine  komplexe  Nullstelle  von  /"(#),  so  muB  sein: 

0  =  r  4-  —  -- 

^ 


oder 

0  =  ^4-  ^la-ni£)  _L 

2        2      ' 


void,  indem  man  den  Koeffizienten  von  i  gleicn  Null  setzt: 
0  =  _ 


-  0  -  s4V  - 

eine  Grleiclmng,  die  lediglich  fur  /3  =  0  bestehen  kann. 

226.  Besitzt  eine  einfache  Funktion  lauter  reelle  und 
von  Null  verscMedene  Nullstellen,  so  hat  auch  ihre  Ableitung 
lauter  reelle  Nulls  tell  en. 

Gegeben  sei  die  Punktion: 

4,*fc 


alsdann  ist: 


Ist  %  =  a  +  ifi  eine  komplexe  Nullstelle  von  /"f^),  so  ist 


oder  auch^  wenn  man   den   reellen   und  den   imaginaren  Bestandteil 
trennt: 


Untersudrang  der  ganzen  Funktionen.  187 


« i 


A  =  l 

Angenommen,  es  ware  /S  H=  0,  so  muBte  nach  (3): 


sem;  und  (2)  wurde  sicli  mithin  reduzieren  auf  : 

1 


Nun  konnen  aber  die  Grleichungeji  (4)  und  (5)  nicht  zugleich 
statthaben;  well  die  linke  Seite  der  einen  oder  der  andern;  je  nachdem 
p  gerade  oder  ungerade  ist,  aus  lauter  positiven  Summanden  bestelit. 
Polglich  muB  /3  =  0  sein. 

227.  Man  kann  rnnzufligen;  da6;  wenn  alle  Nullstellen  der 
Funktion  positiv  sind?  dasselbe  fur  die  Nullstellen  itrer 
Ableitung  stattfindet.  —  Es  kann  namlich.  unter  dieser  Voraus- 
setzung  die  rechte  Seite  von  (1)  fiir  x  <C  0  nicht  Null  werden. 

Fur  einfache  Funktionen  yom  Range  Null  gilt  dieser  Satz,  auch 
wenn  sie  die  Nullstelle  0  besitzen.  Aus  der  Gleichun: 


=     , 
/"(«)     x 

ersielit  man  namlich;  daB7  wenn  ch  >  0  fur  jedes  Ji  1st,  f'(&)  fur  x  <  0 
nicht  verschwinden  kann.  Mit  Beachtung  des  Satzes  Art.  225  kann 
man  also  schlieBen;  daB^  wenn  keine  Nullstelle  einer  Funktion 
von  der  Hohe  0  komplex  oder  negativ  ist,  dasselbe  ftir  ihre 
Ableitung  statthat. 

1st  dagegen  der  Rang  p  der  im  Anfaogspunkte  verschwindenden 
einfachen  Funktion  /(a/),  deren  librige  Nullstellen  reell  und  positiv 
sind;  eine  ungerade  Zahl;  so  hat  die  Ableitung  notwendig  negative 
Nullstellen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  namlich  die  rechte  Seite  der 
Grleichung: 
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<*(*-«*) 

fur  alle  negativen  Werte  von  x  endlich,  sie  hat  ferner  fur  rr  =  0 
den  positiven  Wert  m  und  strebt  fur  lim  x  =  —  oo  dem  Werte  —  oo 
zu  Daraus  folgt  (Art.  102),  daB  es  mindestens  einen  negativen  Wert 
von  x  gibt;  welcher  die  rechte  Seite  zu  Null  macht. 

228.    1st  die  Funktion: 

CO  ^^ 

^\  ek  =  l  *CA 


gegeben,  wo  die  ch  und  ebenso  A  und  IB  reell  sincl7  ^4  jiber 
niclit  positiy1)  ist  und  r  die  ungerade  der  beiden  Zahlen  py 
j9  +  1  bezeiclinet;  so  besitzt  die  Funktion  f\x)  eine  endliche 
Anzah.1  komplexer  Nullstellen?  und  deren  Argumente  liegen 
in  den  Interyallen: 


(2,1-1)-  ... 


Mit  anderen  Worten:  Teilt  man  die  Ebene  durch  Strati  en,   die 

Anfangspunkte  ausgelien  und  von  denen  einer  die  positive  reelle 
Achse  sein  mag,  in  2r  gleiche  Wmkelraunie,  und  bezeiclinet  manr 
indem  man  von  dieser  Achse  aus  nach.  beiden  Richtungen  geht;  jeden 
Winkelraum  mit  einer  fortlaufenden  Ordnungszahl,  so  konnen  sich 
die  komplexen  Nullstellen  nur  in  den  Raumen  mit  gerader  Zahl 
befinden. 

AuBerdem  liegt  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Nullstellen  von  f(x)  von  niclit  entgegengesetzteni  Vor- 
zeiclien  eine  einzige  (reelle)  Nullstelle  von  f($). 

Setzen  wir: 


wo  s  entweder  0  oder  1  bedeutet,  je  nachdem  p  gerade  oder  ungerade- 
ist,  so  haben  wir: 


1)  Desaint  (129),   der  einen  Satz  aufstellt,   von  dem    der  gegenwartige 
eine  Verallgemeinerung  ist,  sagt  irrtumlich,  A  miisse  positiy  sein. 
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Nun  1st: 


#v       i 


ferner  fur  beide  Werte,  die  £  annelimen  kann: 

(fY-i  +  .»-7-&; 

W  C// 

folglieh  ist: 

-.J2:!        —  /fLY  _  1  _  _          1  __      £_ 

#(£~c~)  -  ^;  ^(*r^)  ~  cr1^-**)    ^ 

nnd: 


1st   a?  =  9  (cos  #  +  isin  #)    eine    komplexe   Nullstelle    von   ff(po\ 
so  ergibt  sich  liieraus: 

(*•  +  l)-4.(>(cos0  +  isin^)  +  rJB  +  — 

o 

c  cos  <9  —  ^-^  sine 


;  wenn  man  den  Koeffizienten  Ton  i  gleich  Null  setzt: 
(2)     (f  +  l)4p  sin  »  -  ™  sin  r0  - 


daraus  ergibt  sich: 


(3)         sinr6 


_V__ 

h~l  CA       v 

folglieh  mit  Riicksicht  darauf,  dafi  A  nicht  positiv  und  r  —  1  gerade  ist: 

sin  r  6       ^ 

Das  lieifit: 
Wenn     0  <  0  <      tf;     so  ist         (21  -  1)  ~  <  0  <      2A  ~ 5 

wenn     0  >  0  >  —  #;     so  ist    —  (21  —  1)  —  >  #  >  —  2A  -— ; 
wo  A  eine  beliebige  ganze  ZaKl  bezeiclinet. 
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Der  Klirze  wegen  schreiben  wir  (3)  folgendermafien  : 


sin  rd  _  __  r  Cr  +  1 

sin  6    ~~  m    ' 


wo  L  eine  positive  GroBe  1st;  es  folgt  hieraus: 


L    sin 


Fiir  p  >  2;    ch    >  2  hat  man: 


folgKch: 


um  so  melir  ist  deshalb: 


und: 


<Q\c?t 


folglich.: 


wo  die  rechts  auftretende  Reihe  aus  lauter  positiven  Grliedern  besteht 
und  konvergent  ist. 
Ferner  ist: 

•     .        /)«,<•  -1  n     \     •      ^ 

I                             ?  -~r) 

folglich  erhalt  man  aus  (4): 

nr+i^__^: L_ 


Jt  =  I  Ch 


oder  auch: 


Es  folgt  daraus  fur  r>l;  daB  die  absoluten  Betrage  der  kom- 
plexen  Nullstellen  von  f(x)  samtlich  kleiner  sind  als  eine  bestimmte 
endliche  Grrofie;  und  daB  raithin  (Art.  206)  die  Anzahl  dieser 
stellen  endlich  ist. 
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SchlieBlich  ersieht  roan  leieht,  daB,  wenn  x  in  wachsendem  Sinne 
zwisclien  zwei  aufeinander  folgenden  Nullstellen  yon  f(x)  mit  nicht 
entgegengesetztem  Vorzeichen  variiert;  die  rechte  Seite  Ton  (1)  be- 
standig  abnehrnend  yon  +  oo  nach  —  -  oo  ubergeht.  Daraus  folgt, 
daB  in  dem  betreffenden  Interyalle  nur  eine  einzige  Nullstelle  der 
Ableitung  liegt. 

Fur  r  =  1  reduziert  sich  (2)  auf  : 


*     0    { 

9   ^   -- 


eine  Gleidiung,  die;  da  A  <  0  ist,  nur  durch  sin  6  =  0  befriedigt 
werden  kann.  Ist  also  j}  =  0  oder^>=l,  so  hat  die  Ableitung 
keine  komplexen  Nullstellen  (vgl.  Art.  225). 

Ein  zweiter  Fall;  in  welcbem  die  Nullstellen  der  Ab- 
leitung samtlicli  reell  sind?  tritt  ein,  wenn  m  =  0  ist.  In  der 
Tat  reduziert  sich  dann  die  linke  Seite  yon  (2)  auf: 


ein  Ausdruck,  der  fiir  g  4=  0  nur  Null  sein  kann,  wenn  sin  0  =  0  ist. 

229.  Der  eben  bewiesene  Satz  stellt  nur  eine  Beschrankung 
hinsichtlich  der  Anzahl  und  der  Argumente  der  komplexen  N"ullstellen 
der  Ableitung  fest;  er  gibt  uns  daher  keine  GewiBheit  dariiber?  ob  es 
auch  Funktionen  yon  der  betreffenden  Beschaffenheit  gibt7  deren  Ab- 
leitung wirklich  koraplexe  Nullstellen  besitzt.  Das  folgende  Beispiel 
moge  dazu  dienen,  die  Existenz  solcher  Funktionen  auBer  Zweifel 
zu  setzen. 

Es  sei  ylf  y%,  -  •  •  eine    unbegrenzt   zunehmende  Folge    positiyer 

00  1 
Zahlen  yon  der  Art;  daB  ^  '—  nur  fiir  5^3  konvergieri    Wir  bilden 

h  =  i  ?l 

die  einfache  Funktion  yom  Range  2  mit  der  Doppelnullstelle  0  und 
den  einfachen  Nullstellen  ±  yy  ±  y2;  '  *  *: 


192        Zweiter  Teil.     Allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen 
Setzen  wir  %*  =  y,  y\  =  Sh,  so  ist: 

f(x)  =  y  (y)  = 
woraus  (Art.  169)  folgt: 

00 

Da    ^^7  nur  fur  t^.—  konvergiert,   so  ist   cp(y)  eine  einfache 


Funktion  vom  Range  1,  die  aufier  der  Nulls telle  0  lauter  reelle  und 
positive  Nullstellen  besitzt.  Daraus  folgt  (Art.  227),  daB  g?'(«/)  nega- 
tiye,  also  f'(%)  rein  imaginare  Nullstellen  besitzt. 

230.  Die   Satze   der  vorhergehenden  Artikel   sind  verschiedener 
Verallgemeinerungen  fahig.     Einige    davon    ergeben    siclt  von   selbst; 
wenn  man  beachtet  (Art.  216,  217): 

daB  eine  Substitution  von  der  Form  x  =  Ay  +  B  (Transforma- 
tion der  reellen  Achse  in  eine  beliebige  Grerade  der  Ebene)  eine  ein- 
faclie  Funktion  vom  Range  0  in  eine  Funktion  von  derselben  Natur 
iiberfilhrt; 

daB  dasselbe  fur  eine  Funktion  vom  Range  1  gilt;  sobald  JB  (der 
neue  Anfangspunkt)  Nulls telle  ihrer  Ableitung  ist; 

daB  eine  Substitution  von  der  Form  x  =  Ay  (Drehung  der  reellen 
Ach.se  urn  den  Anfangspunkt)  eine  einfache  Funktion  vom  Range  p 
in  eine  Funktion  von  derselben  Beschaffenheit  iiberfuhrt. 

Dementsprechend  erhalt  man  folgende  Satze: 

Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion  vom 
Range  0  auf  einer  beliebigen  Greraden;  so  liegen  die  Null- 
stellen ihrer  Ableitung  auf  derselben  Greraden. 

Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion  vom 
Range  1  auf  einer  Geraden,  die  eine  Nullstelle  der  Ab- 
leitung entlialt,  so  liegen  alle  tibrigen  Nullstellen  der 
Ableitung  auf  derselben  Greraden. 

Sind  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion,  deren 
Rang  >  1  ist;  von  Null  verschieden  und  liegen  sie  auf  einer 
durch  den  Anfaagspunkt  gehenden  Geraden,  so  liegen  die 
Nullstellen  ihrer  Ableitung  auf  derselben  Geradeni 

231.  Liegen   die  Nullstellen   einer   einfachen   Funktion 
vom  Range  1  samtlichi  auf  einer  Geraden;  so  liegen   die 
Nullstellen   ihrer  Ableitung    samtlich.   auf  derjenigen  Seite 
dieser  Geraden;  auf  der  der  Anfangspunkt  liegt. 
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Wir  diirfen  die  Gerade  als  parallel  zur  Achse  der  imaginaren 
GroBen  voraussetzen,  da  wir  ja;  wenn  sie  es  nicht  ware,  mittels  einer 
passenden  Substitution  von  der  Form  x  =  Ay  auf  diesen  Fall  zuriick- 
gehen  konnten. 

Es  sei  also  ch  =  ^  +  ivh,  und  x  =  a  -f-  ift  bedeute  eine  Nullstelle 
der  Ableitung.  Dann  muB  sein: 


<  (x  -  c/ 

daraus  folgt;  wenn  man: 

(f.2 
setzt: 


8* 

A  =  1  A 


und   durch  Sonderung   des  reellen  und   des  imaginaren  Bestandteiles  : 


wo: 


Multiplizieren  wir  die  erste  Gleichung  (1)  rait  a2,  die  zweite  mit 
—  aft,  so  erhalten  wir  durcla  Summierung: 

|>(a  -  fi>2  +  ^^^2]^o  +  [-  «V  -  «/5(2^  -  a)]^  +  «2^2  =  0, 
oder  auch: 

/»(«  -  ft)(«3  +  ,32)S0  +  jt2/32S0  -  2|a«/3^  +  a*S2  =  0, 
oder  endlich: 


woraus  folgt: 

K«  —  ^)  <°; 
eine  Ungleichung;  durch  die  der  obige  Satz  bewiesen  wird. 

232.  Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion 
0-ten  Ranges  auf  zwei  parallelen  Geraden,  so  liegen  die- 
jenigen  ihrer  Ableitung  samtlich  zwischen  den  beiden  Ge- 
raden. 
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Dureb.  eine  lineare  Substitution  laBt  sicli  bewerkstelligen,  daB 
die  Geraden  der  ^/-Achse  parallel  werden  und  yon  ihr  gleichen  Ab- 
stand  haben;  man  hat  dann  ch  =  shfi  +  ivh)  wo: 


1st  x  =  K  +  2/3  eine  Nullstelle  der  Ableitung,  so  muB  sein: 


setzt  man  (a  ~  £Act)2  +  (/3  —  o/A)2  =  d|;  so  folgt  claraus: 


Mit  Rucksicht  darauf.,  dafi: 


folgt  aus  der  ersten  dieser  Grleiehungen   — 
wiesen  ist.  ' 


<  1 ;  womit  der  Satz  be- 


233.  Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion 
0-ten  Ranges  samtlich  auf  derselben  Seite  einer  bestimmten 
Greraden,  so  findet  dasselbe  fiir  die  Nullstellen  ihrer  Ab- 
leitung statt. 

Nenmen  wir  als  jene  Grerade  die  reelle  Achse?  was  stets  moglich 
ist,  und  setzen  wir  cfl  =  ph  +  ivM  so  haben  alle  vh  dasselbe  Vorsseichen, 
z.  B.  das  positive.  Sodann  ist?  wenn  wir  mit  x  =  cc  +  ifi  eine  Null- 
stelle  der  Ableitung  bezeicnnen: 


0  _  :_  _  V 

-c          ^- 


setzt  man  (cc  —  aA)2  +  (ft  —  v^  =  flf,  go  folgt: 


Man  ersieht  daraus,  daB  auch  /3  positiv  sein,  muB. 
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234.  Liegen  die  Nullstellen  einer  einfachen  Funktion 
0-ten  Ranges  samtlich  innerhalb  eines  spitzen  Winkels,  so 
liegen  die  Nullstellen  ihrer  Ableitung  innerhalb  desselben 
Winkels. 

Wir  diirfen  yoraussetzen,  der  Sckeitel  des  Winkels  sei  der  An- 
fangspunkt,  der  eine  seiner  Schenkel  sei  die  reelle  Achse,  der  andre 
aber  falle  in  den  ersten  Quadranten;  dann  ist  nack  den  Bezeichnungen 
des  yorigen  Artikels  ph  >  0,  vh  >  0,  und  auBerdem  ist  das  Verhaltnis 

vft 

—   zwischen   0   und    einer    bestimrnten   endlichen   positiven   GroBe  I 
(Eichtungskoeffizient   des   zweiten  Schenkels)  enthalten.     Folglich  hat 


man: 


und  infolgedessen: 


oder  auch  wegen  Gleichung  (1)  des  yorigen  Artikels: 


235.  Beyor  wir  die  wenigen  bekannten  Satze;  welche  die  Be- 

stirnraung  des  Ranges  einer  ganzen  Funktion  betreflfen,  daiiegen; 

wollen  wir  folgenden  Hilfssatz  beweisen: 

Sind  cu  c27  •  •  •  die  Nullstellen  einer  ganzen  Funktion, 

ri>  rs>  *••  die  entsprechenden  Konyergenzzahlen;  so  ist  die 
Reihe: 

(1) 


in  jedem  endlichen,  keinen  der  Pnnkte  ch  enthaltenden  Be- 
reiche  gleichniafiig  konyergent. 

Sei  C  der  betrachtete  Bereich;  wir  konnen  dann  um  den  An- 
fangspunkt  einen  Kreis  beschreiben,  der  in  seinem  Innern  den  Be- 
reich  C  enthalt  und  durch  keinen  Punkt  ch  hindurchgeht.  Ist  Q  der 
Radius  dieses  Kreises  und: 


13* 
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so  konnen  wir  eine  GroBe  (3  von  der  Art  angeben,  daB  die  mit  dem 
Halbmesser  6  urn  die  Punkte  q,  &>,•••,  cq  beschriebenen  Kreise  samt- 
licb  auBerhalb  C,  aber  innerhalb  des  Kreises  Q  liegen.  Dann  ist  der 
Bereich  G  in  dem  zwischen  dem  Kreise  Q  und  den  Kreisen  6  liegen- 
den  Bereiche  D  enthalten,  und  es  geniigt  somit  zu  beweisen,  daB  die 
Reihe  (1),  deren  samtliche  Grlieder  in  alien  Punkten  von  D  endlich 
sind,  in  D  gleichmaBig  konvergent  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  m  irgend  eine  Zahl;  die  groBer  als  g  ist,  so 
haben  wir  fiir  \x   <  Q: 


xrh 


es  ist  aber: 
folglich  ist: 


c?  +  i 


1  — 


Nun  ist   die  Reihe 


^ 


>-TT 

7i 


fiir  alle   endlichen  Werte    von  x, 


im  besondern  also  auch  fiir  x  =  Q  unbedingt  konvergent;  nach  An- 
nahme  einer  willkiirlichen  GroBe  t  laBt  sich.  also  eine  Zabl  n  von 
der  Art  bestimmen,  das  fiir  jedes  m>n  gilt: 


Daraus  folgt,  daB  sich  bei  beliebigem  r  eine  Zahl  n  von  der  Art 
angeben  lafit,  daB  fiir  jedes  my  das  groBer  ist  als  n  und  q,  und  fiir 


wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 

236.    Sind  clf  c2,  •  •  •  die  Nullstellen  einer  ganzen  Funk- 
tion  und  ist,  wenn  |  ch  \  =  yh  gesetzt  wird: 
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wo  p  eine  nicht  negative  ganze  Zahl,  A  eine  endliche  posi- 
tive GrroBe  bedeutet,  so  ist  die  Funktion  vom  Range  p 
(Satz  von  De  Sparre). 

Nimmt   man    eine  positive  GrroBe  0  <  JL   an,    so   lafit    sich    eine 
Zahl  m  von  der  Art  angeben,  daB  fur  jedes  li  ^>  w: 

yr'Cn.n-yOx' 

ist.     Man  hat  also: 


oder  auch: 

r\  s\ 

(l)  rm+i>rm  +  :^r;    ^+2>^m+i  +  :^T;-  •  •- 

rm  im  + 1 

Setzen   wir   zunachst  p  >  0    voraus,   und    erheben   wir    die  Un- 
gleichungen  (1)  in  die  p-te  Potenz^  so  erhalten  wir: 


daraus  ergibt  sich: 


und  um  so  raehr: 


Es  folgt  hieraus: 


und  durch  Erhebung  in  die  ^        -te  Potenz  und  Summierung: 


~      1 


nun  ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  bekanntlich  konvergent,  folg- 
lich  konvergiert  auch  die  auf  der  linken  Seite;  und  die  Funktion  ist 
hochstens  vom  Range  p. 

Nimmt  man  andrerseits  eine  GrroBe  K  >  I  an?   so  lafit  sich  eine 
Zahl  n  von  der  Art  angeben7  daB  fiir  jedes  h  ^  n: 
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Es  ist  also  dann: 

yS~1(y»+i-y«)<^ 

oder  aucli: 

y«  +  i  ^  y»  ~r  "7^p~i? 
/« 

und  nach  Erhebung  in  die  $-te  Potenz: 


Da  nun  lim  yh  —  oo;  so  laBt  sich,  iinter  der  Voraussetzung  p  >  0> 

A  =  oo 

n  so  groB  annehmen^  daB  fur  jedes  Ji  ^  n: 

«>* 
wird;  aus  der  yorigen  Ungleichnng  erhalt  man  dann: 

?s+i  <  »*  +  *[JP  +  (5)  +  (?)  +  • 

oder,  wenn  wir  sc(2J)  —  1)  =  ft  setzen: 

yS+i  <  «  + 

___ 

Auf  dieselbe  Weise  erhalt  man: 

y£+s<rt+i  +  ^ 
folglict: 

y;+a<y5  +  2^ 

Daraus  ergibt  sich: 

1 


1  r1  ,  i  , ..  i. 

S  +  cLi  +  a  +      J' 


nun  ist  die  letzte  Reihe  aber  divergent,  folglich  ist  es  auch  die 
Reihe  auf  der  linken  Seite,  und  die  betreffende  Funktion  ist  genau 
vom  Range  p. 

Es  sei  jetzt  p  =  0;  die  Ungleichungen  (1)  lauten  dann: 

7m     1  >  7m(^  +  6)9    ?        *  - 

woraus  sich  ergibt: 
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und  folglich: 

-1-  .     -<  in.     *    ,      i      ,     i 
y»+8  y«L  ^  1  +  0^(14-  0)2l~     J- 


Nun  ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  konvergent,  folglich  ist 
es  aueh  die  links  stehende,  und  die  betreffende  Funktion  ist  daher 
0-ten  Ranges. 

237.  Die  Umkehrung  des  Satzes  von  De  Sparre  ist  nicnt  allge- 
mein  giiltig.  Es  liege  z.  B.  eine  Folge  zunehmender  positiver  Grofien 
yh  von  der  Art  vor,  daB: 


h  —  oo 


ist;  wegen  des  soeben  bewiesenen  Satzes  sind  dann  die  yh  ISTuRstellen 
einer  Funktion  vom  Range  1.  Indem  wir  0  =  |jl  nehmen;  bestimnien 
wir7  wie  vorher,  eine  Zahl  m  von  der  Art,  daB  fur  jedes  h^.m: 


wird;  die  GroBen  yh  +  6  sind  fiir  h*>m  offenbar  samtlich  von  den 
y7i  verschieden  und  uberdies  (Art.  216)  Nullstellen  einer  Funktioa 
voin  Range  1.  Daraus  folgt,  daB  aucn  die  GroBen: 


Nuilstellen  einer  Funktion  vom  Range  1  sind.     Ordnet  man  sie  nach 
zunehmender  GroBe;  so  erhalt  man  die  Folge: 


bezeichnet  man  die  Glieder  dieser  Folge  mit: 

$1>    ^2?  *  *  '9    $m>    ^w  +  l;    ^m  +  2;    ^ 

so  ergibt  sich: 

dft      -  S         «  fl  « 


so  daB  die  Differenz  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  keiner  Grenze 
zustrebt. 

238.    Ist  f(x)  eine  Normalfunktion  von  der  Hohe  p,   so 
hat  man: 

(1) 
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1st  fernery  der  Rang  von  f(x),  so   strebt   der  Ausdruck: 


wenn  o  unbegrenzt  wacnst,  keiner  endlichen  Grenze  zu. 

Bevor  wir  den.  Satz  beweisen,  miissen  wir  eine  Bemerkung  voraus- 
s  chicken. 

Die  Funktion          •  •   ist    auf  jeder    durch    keine    Nullstelle    von 

aff(x) 
f(x)  hindurchgehenden  Kreislinie   um  den  Anfangspunkt   endlich  und 

stetig;  folglich  hat  der  Ausdruck: 


iff  (9) 

fur  alle  diese  und  nur  fiir  diese  Kreise  einen  bestimmten  Sinn. 

Die  Werte  von  Q,  welche  absolute  Betrage  der  Nullstellen  von 
f(x)  sind?  bilden  eine  isolierte  Menge  A,  die  die  einzige  Grenzstelle 
oo  besitzt;  nennt  man  J5  die  Menge  der  reellen  und  positiven  Werte; 
die  A  nicht  angehoren,  so  gibt  es  stets  unendlich  viele  Elemente 
von  By  die  groBer  sind  als  eine  ganz  beliebige  positive  GrroBe  L  Der 
Sinn  der  Grleichung  (1)  ist  dann;  daB  sich  nach  Annahme  einer  will- 
kiirlichen  positiven  GroBe  (3  immer  eine  positive  GroBe  I  von  der  Art 
angeben  laBt;  daB  fur  alle  Elemente  Q  von  ~B,  die  groBer  sind  als  A: 


ist.    Analoge  Betrachtungen  gelten  offenbar  auch  fiir  den  Ausdruck  (2). 
Es  sei  jetzt: 


<x 

7T  (l  _ 

v 


=i 


wo  ^(35)  ein  Polynom  von  nicht  hoherem  Grade  als  p  ist,  und  es  moge 


V        1         l,  •  X1     1 


c. 


konvergieren;  ]£  —  -r-  dagegen  divergieren.    Man  hat  dann: 


«*l* 


/(a?)    ,       m 


-*7r  +  -£i  + 
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oder  auch;  wena  wir  g(x)  =  ^b^1  setzen: 


Greifen  wir  arts  der  Menge  B  einen  Wert  Q  heraus  und  nehmen 


wir: 


an,  so  haben  wir  (Art.  125,  127/131): 

*'&. 


0 


-o, 


0       fur 


folghch   (Art.  126)    mit  Riicksiclit    darauf,  dafi  (Art.  235)  die  Reihe 

CO  CO 

^ -jr/ — — — \-;   U]id    demnach   auch   die   Reiae    _S    r+1x — ^ — \";  ai1^ 
dem  Kreise  ^>  gleickmaBig  konyergent  ist: 


und  sclilieBlich,  da  lim  q  =  oo  fiir  lim  Q  =  oo : 
Man  hat  weiternin: 


^  +  ^  + 
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Nun  ist: 

0      far     i=  1,2,  •••,#-!, 

p  ~bp  fur  fc— jp, 
0  fur  p  >  0, 
wi  fur  jp  =  0, 

—p      fiir      7i  ^  ^, 

bezei  chnen  wir  also   mit  s   einen  Koeffizienten,   der  fiir  p  >  0  gleich 
Null;  f fir  p  =  0  aber  1  wird,  so  ist: 


1 

Da   aber  die  Reihe  J^  -«-  der  Voraussetzung  nach  nicht  konver- 


giert,  so  ist  Km  9K  —  —^  —  entweder  iiberhaupt  nicht  vorhanden  oder 

e  =  co         qP        f(e) 

unendlich,  je  nachdem  diese  Reihe  unbestimmt  oder  divergent  ist. 

Es  muB  bemerkt  werden,  da6  die  Beziehung  (1)  auch  clann  noch 
gilt,  wenn  an  Stelle  von  p  irgend  erne  ganze  Zahl  tritt,  die  groBer 
ist  als  p.  In  der  Tat  kann  eine  Normalfunktion  von  der  Hohe  p 
stets  (Art.  209)  auf  die  Form  einer  Normalfunktion  von  groBerer 
Hone  als  p  gebracnt  werden. 

239.  Ist  f(x)  eine  ganze  Punktion  und  gilt  die  Beziehung: 

(1) 


stets    und    nur   fur    diejenigen    ganzen   Zahlen    t,    die    nicht 
kleiner   sind   als    eine   nicht   negative    ganze    Zahl  py   so    ist 
f(x)  eine  Normalfunktion  von  der  Hohe  jp. 
Es  sei: 


(2)  /•(*)  =  . 

wo: 
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Dann  ist: 


Nun  ist: 


0  fur  i 

1  fax  i 


ferner,   wenn  man  in  (1)  und  (2)  Art.  131  /(#) 
CA  anstatt  c  schreibt: 


*-'-1  setzt  und 


/*-' 


fur 


Die  Zahlen  rA  konnen  wir  als  mit  Ji  unbeschrankt  wachsend 
annelimen?  weil  wir?  ohne  die  absolute  Konvergenz  des  nnendlichen 
Produktes  zu  beeintraclitigen,  zu  den  in  (2)  als  Bxponenten  yor- 
kommenden  Polynomen  stets  so  yiele  Grlieder  hinzufiigen  konnen  als 
wir  wollen,  voransgesetzt  nur;  da8  wir  dieselben  Grlieder  ;  mit  ent- 
gegengesetztem  Zeichen  behaftet;  in  g(x)  liineinsetzen.  Wir  konnen 
sogar  samtliche  rh  groBer  als  p  voraussetzen.  Nehmen  wir  demnach 
Q  so  groB?  daB  rh  >  t  wird  fur  ch\  >  ^)?  so  ist: 


^'-i-O  far    c 


dagegen  fiir    ch  \  < 


0     fur 
: fiir 


Bezeichnen  wir    also   den  Index    des   ersten  der  Punkte  ch,   ftir 
den  rh>t  ist,  mit  mt+  1,  und  setzen  wir: 


so  ist  gem'aB  den  Voraussetzungen  des  Satzes,  fiir  jedes 

1    =o, 
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mithin: 

cc 

--  —          _L_ 


eine  Form  el,  die  zeigt,  daB    ^  TpTi  konvergiert. 

7i  =  i  ^ 

Wir  multiplizieren  jetzt  mit  xt+1}  summieren  YOU  t  =  p  bis  tf  =  oo? 
indem  wir  beachten;  daB  die  Summe  der  linken  Seiten,  weil  sie  einen 
Bestandteil  der  Entwicklung  von  g(x]  bildet,  eine  fur  alle  endlichen 
Werte  von  x  konvergente  Eeihe  ist;  und  erhalten: 


wo  ch  rechts  mit  alien  den  Exponenten  t  +  1  behaftet  ersclieint;  fiir 
die  t  <  rh  ist.     Man  kann  also  schreiben: 


v,+lJ5'+i  =  _  >    >      x         -_  V 
<=J» 

Daraus  folgt: 


f ($)-&=* 

oder  durch  Reduktion: 


somit  ist  f(x)  eine  Funktion  erster  Klasse  und  von  nicht  groBerer 
Hohe  als  p. 

Andrerseits  wiirde,  wenn  sie  von  geringerer  Hohe  als  p  ware, 
(1)  auch  (Art.  238)  fiir  t<p  gelten,  was  gegen  die  Voraussetzungen 
des  Satzes  verstoBt;  folglich  ist  f(x)  genau  von  der  Hohe  p. 

240.    Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  folgender: 

Wenn  sich     py       wie   auch  inimer  x  (ohne   doch   durch 

irgend  eine  Nullstelle  von  f(x]  hindurchzugehen)  dem  Unendlichen 
zustrebe;  der  Null  nahert;  so  ist  f(x)  eine  Normalfunktion, 
deren  Hohe  <p  ist. 
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241.    Es  sei: 

f(x)  =  &&1 

irgend  eine  ganze  Funktion.     Wir  wollen,   wenn  Q  den  Radius   eines 
dureh   keinen  der  Punkte  ch  hindurchgehenden  Kreises   um   den  An- 

fangspunkt  bedeutet,  den  Mittelwert  501  gfr  f    berechnen. 
Man  hat: 


folglJch.  (Art.  125,  126),  mit  Riicksiclit   darauf;   daB   die  letzte  Reihe 
(Art.  235)    auf  dem  betrachteten  Kreise  gleictm'aBig  konvergent  ist: 


Nun  ist  xg'(x)   eine   fiir  alle  Werte   von  x  konyergente   Potenz- 
reihe  ohne  konstantes  Grlied;  folglicli  ist  (Art.  128): 


ist    auBerdem    ch  \  <  Q  flir  h  <^  q,  so  hat  man,  wenn  in  den  Formeln 

/  /w   \    J- 

des  Art.  131   (—)  h  an   Stelle   von   f(x)   tritt;    ini   Hinblick    auf  die 
Formeln  des  Art.  127: 

-0   •"*>* 


Daraus  folgt: 


D.  L:   Der  Mittelwert  von  -77-^-  Tangs  eines  durch  keine 

f(OC) 

Nullstelle  von  f(x)  hindurchgehenden  Kreises  urn  den  An- 
fangspunkt  hat  stets  einen  ganzen  und  positiven  Wert;  und 
zwar  gibt  dieser  die  Anzahl  der  Nullstellen  (unter  Bertick- 
sichtigung  ihrer  Yielfachheit)  an;  welche  die  Funktion  f(x) 
innerhalb  jenes  Kreises  besitzt. 
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242.  Es  moge  numnehr  der  Mittelwert  von  Ig  1  —  x\^)  langs 
eines  Kreises  yom  Radius  Q  =(=  1  um  den  Anfangspunkt  berech.net 
werden.  1st  x  irgend  ein  Punkt  dieses  Kreises,  so  hat  man: 

1  —  x  —  1  —  $  cos  6  —  $i  sin  8, 
_  i  +    2  _  ^Q  cos  0  =   1  -    e"l  —    e-'* 


mithin,  wenn  an  =  e-71  gesetzt  wird: 


Nun  ist: 


mithin: 


1st  p  <  1,  so  hat  man: 

lim|l-Vn|=l,     lim-i 

n  =  oo  n  —  oo   2 

sonait: 

2Rlg|l-p  =0. 

Ist  ^)  >  1,  so  kann  man  schreiben: 


,      .  , 
also  ist: 

243.    Es  liege  jetzt  eine  ganze  Funktion: 

f(x)  =  tf 


1)  Die  Definition  des  hyperboliscnen  Logarithmus  einer  reellen  positivea 
OroBe  ist  schon  oben  (Art  146)  angegeben  worden. 
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Tor.    Wenn  man  mit  $t(p(x)  den  reellen  Bestandteil  der  Funktiou  <p(x) 
bezeichnet,  so  folgt: 


|  f(x)  | 


x 


TJ 

-*--*- 


mithin: 

(i)  ig| /X*)|  = 


Ig  |  x 


ig 


£.! 

h  j 
1- 


die  letzte  Reihe  aber  1st  in  jedem  keinen  der  Punkte  ch  enthaltenden 
Bereiche  gleichmaBig  konvergent;  well  das  unendliche  Produkt  es  ist; 
aus  dem  sie  hergeleitet  ist 

Nun   beachte  man;    dafi;    wenn  /i(#)  fiir   ~-    geschrieben  wird 

(Art.  128):  *  ' 


ist1);  aufierdem  ist,  da  Ph(x)  kein  konstantes  Glied  enthalt: 


Es  folgt  sonach  aus   (1),   wenn   \ch\<Q  fiir 
wendung  der  letzten  Formel  des  vorigen  Artikels: 


oder  auch: 


durch.  An- 


Diese  Formel  kann  als  mit  dem  Satze  von  Jensen2)  gleicli- 
bedeutend  aiLgesehen  werden. 

Bezeichnen  wir  allgemein  mit  Mcp(o)  das  Maximum  der  reellen 
positiven  Funktion  cp(x)  auf  dem  Kreise  vom  Radius  0  uin  den  An- 
fangspunkt,  so  ergibt  sich  aus  der  letzten  Grleichung: 


mithin: 


1)  /^(O)  ist  nichts  anderes  als   der  erste  Koeffizient  der  Entwicklung  von 
in  eine  Potenzreihe  von  x. 

2)  G-oursat  176,  Jensen  215,  LindelSf  269,  Petersen  364,  365. 
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Man  iiberzeugt  sich   nun   leicht,    dafi;    \c 
gesetzt,  der  Ausdruck: 


voraus- 


wachst,  wahrend  li  yon  1  bis  q  schreitet;  dann  aber  abnimmt;  so  daB 
er  seinen  Maximalwert  ftir  h  =  q  erreicht.  Es  ist  also  fur  jeden 
Wert  yon  £  und  Ji: 

Q>n 


In  dem  einfacheren  Falle;  in   dem  m  =  0  ist  und  die  Funktion 
im  Anfangspunkte  den  Wert  1  annimmt,  hat  man: 


244.  Aus  vorstehender  Formel  laBt  sich  eine  obere  Grenze  fur 
die  Anzahl  der  KTullstellen  herleiten,  deren  absoluter  Betrag  niclit 
grofier  ist  als  eine  gegebene  GrroBe  r. 

Es  handle  sich  der  Einfachheit  wegen  um  eine  Funktion  f(x\ 
die  im  Anfangspunkte  den  Wert  1  annimmt;  und  es  sei: 


Setzen  wir  p  =  6r,  wo  6  >  27  so  ist  fur  h<*n,  \ x\  =  9: 


Nun   ist  die  Funktion  <p(x) 


f(x) 


ebenfalls    eine    eranze 


n(*-  «o 

Funktion,  und  g>(0)  =  ^v^~,  so  daB  fur  jeden  beliebigen  Wert  yon 

(Art.  128): 


h-l 


n* 


wird. 


Andrerseits  hat  man  fur    x 


wobei,   wie  schon  friiher  (Art.  124),  M($)  fur  M\f(o)\  geschrieben 
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Jtffe) 


JJ 


oder  an  oh: 


und,  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt  und  bedenkt,  ctaB  0  —  1  >  1 ist: 

n  <;  lcf 70^^ ' 

245.  1st  f(x)  eine  einfache  Fnnktion  mit  lauter  reellen 
Nullstellen1),  so  ist  f'(x)  eine  Funktion  von  gleichem  Range 
wie  f(x)^). 

Sind  diy  c?2;  •  •  •  die  der  GrroBe  nach  geordneten  positiven  Null- 
stellen  von  f(x)7  —  ei9  —  e% ,  •  •  •  die  nach  der  GrroBe  ihrer  absoluten 
Werte  geordneten  negativen  ISTullstellen,  so  ist  in  jedem  Intervalle  dh 
dh+i  (Art.  228)  eine  und  nur  eine  Nullstelle  sh7  in  jedem  Intervalle 
( —  eh)  ("•  eh+i)  eme  un^  nur  ei"ae  NuUsteUe  —  th  von  f'(x)  enthalten. 
AuBer  den  Nullstellen  sh,  th  kann  f(x)  noch  eine  endliche  Anzahl  von 
Nullstellen,  die  in  dem  Intervalle  (—  q)  d±  liegen;  und  eine  gleichfalls 
endliche  An^ahl  komplexer  JSTullstellen  besitzen-,  sie  alle  haben  auf 
die  Bestimmung  des  Ranges  keinen  EinfluB.  Aus  den  Beziehungen: 


folgt: 


th 


1st  p  der  Rang  von  f(x),  so  konvergieren  die  Reiten; 


1)  Oder  auch  das  Produkt  einer  solchen  Funktion  in  einen  Exponential- 
faktor  wie  derjenige  in  Art.  228. 

2)  Der  Satz  wurde  von  La  guerre  (238)  auch  fur  den  etwas  allgemeineren 
Fall  bewiesen,    dafi  die   betreffende  Funktion  eine  endliche  Anzahl  komplexer 
Nullstellen  hat     Vgl.  uber  diesen  Satz  das  1.  Kapitel  des  8.  Teiles 


Yivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Fanktionen. 
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OO       -j  CO       1 

wahrend   von  den  Reihen  J^~^>    J^T    wenigstens    eine    divergiert. 

CO  ^  °°  1 

Daraus   folgt 7    daB    die   Reihen     S  p±i    "und    ^^7+1   konvergieren, 

wahrend  von  den  Reihen  J5f  p  nnd   ^S  7j>  wenigstens  eine  divergiert. 
Damit  ist  die  Behauptung  erwiesen. 


Punktionen  mit  einem  einzigen,  in  endlich.er  Entferuung  gelegenen 
singularen  Punkt  (Gib). 

246.   Ist  f(x)  eine  eindeutige   analytische  Funktion   mit   einem 
einzigen  singularen  Ptinkte  c,  so  verwandelt  sich;  wenn  wir: 

\i  =   

J       x  —  c 

setzen,  f(x)  in  eine  Funktion  von  y  init  einer  einzigen  Singularitat 
im  Unendlichen;  d.  h.  in  eine  ganze  Funktion  von  y.  Die  allgemeinste 
Form  der  Funktionen  mit  einem  einzigen  singularen.  Punkte  c  ist 

folglich   g(— — ),  wo  g  eine  ganze  Funktion  bedeutet:  sie  ist  rational 

\x      c/ 

oder  traoiszendent,  je  nachdem  die  Singularitat  polar  oder  wesent- 
lich  ist. 

Ein  Beispiel  fur  diese  Funktionen  bietet  der  Hauptteil  (Art.  171; 
181)  eines  isolierten  singularen  Punktes. 


Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl  singtilarer 
Punkte  (C2)1). 


247.   Es   seien  C1?  c2,  -  •  -,  cn  die  singularen  Punkte; 

—)  >'->ff»  t-!")  ^^  Hauptteile,  wo  g±,  g^  .--,gn  also  ganze 


Funktionen    ihrer   eigenen   Arguniente   bezeichnen.     Ist  f(x]    die    zu 
bildende  Funktion,  so  ist  die  Differenz: 


1)  Maillet  (284,  285,  286,  289,  291,  292)  nennt  solche  Funktionen  fonc- 
tions  quasi-eatieres  und  ihre  Quotient  en  fo  actions  quasi-m^romorphes. 
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eine  Funktion  ohne  Singularitaten,  folglich  (Art.  170)  eine  Konstante  C. 
Man  liat  also: 


Lage  einer  der  singularen  Punkte,  z.  B.  cn,  im  Unendlichen,   so 
kame  gn(x)  statt  gn(~-     vor. 


Funktionen  mit  unendlich  vielen  Polen  und  einem  einzigen 
•wesentlich.  singularen  Punkte  (03  a). 

248.  Wir  nelimen  zunachst  an,  der  wesentlich.  singulare  Punkt; 
der  die  einzige  Grenzstelle  der  Menge  der  Pole  sein  muB;  sei  der  nn- 
endlich  feme  Punkt.  Man  kann  dann  eine  ganze  Funktion  g(x)  bilden7 
welclie  die  gegebenen  Pole  als  Nullstellen  besitzt;  ist  nun  g±(x)  eine 
ganze  Funktion;  die  der  einzigen  Bedingung  unterliegt;  dafi  ikre  Null- 
stellen  von  denen  der  Funktion  g(x)  yerschieden  sind;  so  ist  die  all- 
gemeinste  Punktion,  die  den  vorgeschriebenen  Bedingungen  geniigt: 


Liegt  dagegen  der  einzige  wesentlich  singulare  Punkt  c  in  end- 
licher  Entfernung,  so  stellt  f{—^-  )  die  allgemeinste;  den  vorgegebenen 

Bedingungen  geniigende  Funktion  dar. 

Eine  andere  Methode,  die  Funktion  /"(#)  zu  bilden?  gewahrt  der 
Satz  yon  Mittag-Leffler,  den  wir  bald  besprechen  werden. 

Die  Funktionen  init  einem  einzigen  wesentlich  singularen  Punkte 
im  Unendlichen  und  unendlich  yielen  Polen  heiBen  meromorphe 
oder  gebrochene  transzendente  Funktionen. 


Funktionen  mit  unendlich  vielen  Polen  und  einer  endlichen 
Anzahl  wesentlich  singularer  Punkte  (C3b). 

249.  A  sei  die  Menge  der  Pole;  dlf  d%,  •  -  >,  dn  seien  die  wesent- 
lich singularen  Punkte.  Die  Menge  A  kann  keine  von  den  Punkten  d 
yerschiedenen  Punkte  enthalten;  setzen  wir: 


14* 
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voraus,  wo  m  <[  n  ist,  so  konnen  wir  die  Menge  A  in  m  Mengen 
Al}  A^  --,  Am  von  der  Art  zerlegen,  dafi  A1  die  einzige  Grenzstelle  dv 
A2  die  einzige  Grenzstelle  d2,  •  •  •,  Am  die  einzige  Grrenzstelle  dm  besitzt. 
Bilden  wir  nun  (Art.  248)  die  Funktion  f\(x),  welche  die  Punkte 
der  Menge  A1  als  Pole  und  d±  als  einzigen  wesentlich  singularen 
Punkt  besitzt;  und  analog  die  Funktionen  f%(x),  •  •  •,  fm(x)\  auBerdem 
bezeicnnen  wir;  falls  m<n  ist;  mit  gl(^}  $2(x}>  *  '  ";  9n-m(%)  n~~  m 
beliebige  ganze  Funktionen.  Die  gesuchte  Funktion  f(x)  ist  alsdann: 


wo  0  eine  willkurlicne  Konstante  ist. 

Funktionen  mit  unendlich  vielen  singularen  Punkten  irgend- 
•welcher  Art  (C3e),     Satz  von  Mittag-Leffler 1). 

250.  Der  Erste;  der  das  Problem  der  Bildung  einer  Funktion 
mit  gegebenen  Singularitaten  in  Angriff  nahm;  war  Mittag-Leffler. 
Naehdein  er  1876  vom  einfachstea  Falle  (dem  des  Art.  248)  aus- 
gegangen  war;  dehnte  er  seine  Methode  auf  immer  allgemeinere 
Falle  aus. 

Wir  wollen  zunachst  den  Satz?  der  den  Namen  Mittag-Leiflers 
tragt;  an  einem  etwas  allgemeineren  Falle  als  dem  des  Art.  248 
ausei  nandersetzen. 

Wir  setzen  namlich  voraus,  die  singularen  Punkte  bilden  eine 
Menge;  die  als  einzige  Grenzstelle  den  unendlich  fernen  Punkt  besitzt. 
Diese  Menge  ist  alsdann  abzahlbar;  bezeichnen  wir  dann  mit  ci?  c%,  ••• 
die  von  dem  unendlich.  fernen  Punkte  verschiedenen  singularen  Punkte; 
die  wir  auch  als  vom  Anfangspunkte  verschieden  voraussetzea  wollen; 
so  lassen  sich  (vgl.  Art.  206)  die  Punkte  jener  Menge  nach  zunehmen- 
dem  absoluten  Betrage  ordnen,  so  daB: 


Wir  nehmen  ferner  an,  es  seien  die  zu  den  Punkten  ch  gehoren- 
den  Hauptteile  gh  \^-~)  der  zu  bildenden  Funktion  gegeben. 

1)  Bucca  88,  Casorati  113,  Cousin  123,  Dini  138,  Frenssel  160, 
Goursat  171,  Hermite  204,  Krause  232,  Mittag-Leffler  310,  312,  313, 
315,  316,  317,  322,  325,  334,  Pincherle  381,  388,  Schering  441,  Vitali  491, 
Yiterbi  492,  WeierstraB  516. 
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Am  nacksten  lage  der   Gredanke,  auf  den  vorliegenden  Fall  das 
Verfakren  des  Art.  247  anzuwenden  und  die  Funktion: 


zu  bilden.  Allein  es  ist  klar;  daB  die  kingesckriebene  Reike  im  all- 
gemeinen  nickt  fiir  alle  von  den  Werten  ch  versckiedenen  Werte  x 
konvergent  ist.  Mittag-Lefflers  Gedanke  bestekt  nun  darin;  jedem 
Gliede  der  Reike  ein  Polynom  von  der  Art  kinzuzufugen,  daB  sie 
konvergent  wird. 

CO 

Es  sei   2  £jt  eine   beliebige   konvergente  Reike   mit  konstanten 

positiven  Grliedern.     Da  die  Funktion  gh  ( )  den  einzigen   singu- 

\x      eh  i 

laren  Ponkt  ch  besitzt,  so  wird  sie  (Art.  161)  in  der  Umgebung  des 

00 

Anfangspunktes    durck   eine    Potenzreike    ^  #;,*#*    dargestellt,    deren 

Konvergenzradius  ch  i  ist,  die  folglick  in  einem  Kreise  uni  den  An- 
fangspunkt  mit  dem  Radius  Qh  =  6\ch\,  wo  0  eine  feste,  zwiscken 
0  und  1  entkaltene  GroBe  ist>  gleickmaBig  konvergiert.  Es  laBt  sick 
somit  eine  Zakl  mh  von  der  Art  angeben,  daB  innerkalb  dieses  Kreises: 


oder  auch: 


ist.  Bezeicknet  dann  Q  den  Radius  eines  beliebigen;  um  den  Anfangs- 
punkt  besckriebenen  Kreises ;  so  laBt  sick  ein  solcker  Index  #  an- 
geben,  daB  Q  <^  6  cQ+l\  ist.  Man  kat  denmack  fiir  alle  Punkte  dieses 
Kreises : 


daker  laBt   sick   nack  dem  Hilfssatz  von  WeierstraB   (Art.  132)    die 
linke  Seite  in  eine  Potenzreike  umwandeln: 
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die   innerhalb   des  Kreises  Q   konvergiert.     Andrerseits   stellt,  welches 
auch  die  positiyen  Zahlen  m1}  m*,  •  •  -;  m(l  seien;  der  Ausdruck: 


als  Summe  einer  endlichen  Anzahl  yon  Funktionen,  die  in  jedem 
Punkte  aufier  in  je  einem  der  Punkte  c13  c2,  •  •  -,  c  regular  sind;  eine 
Funktion  yon  derselben  Beschafienheit  dar,  folglich  ist: 


eine  Funktion?  die  sich  in  alien  Punkten  des  Kreises  Q,  hochstens 
die  Punkte  c17  c2)  •  •  -,  cfj  ausgenommenr  regular  yerhalt.  Nun  ist  p 
eine  -willkurliche  GroBe,  und  der  Ausdruck  (1)  unabhangig  yon  ^5 
mitnin  lafit  sich  schlieBen;  dafi  (1)  eine  analytische  Funktion  dar- 
stellt,  die  in  jedem  in  endlicher  Entferming  gelegenen  Punkte  der 
Ebene,  hochstens  die  Punkte  cly  c2)  •  •  •  ausgenommen;  regular  ist. 

Um  zu  ersehen,  wie  sich  diese  Funktion  in  einem  Punkte  c^ 
verhalt,  geniigt  es  zu  bemerken;  daB  sich  mittels  des  soeben  dar- 
gelegten  Yerfahrens  schlieBen  laBt,  daB  die  Funktion: 


wo  der  obere  Index  s  die  Auslassung  des  5  -ten  Gliedes  anzeigt^  in 
alien  yon  den  Punkten  cly  c^  •  •  -,  c,_1}  cs+1,  -  •  •  yerschiedenen  Punkten 

ms  -  1 

der  Ebene;  folglich  auch  im  Punkte  cs  regular  ist;  da  nun  J^1  askxk 

als  Polynom  fur  jeden  endlichen  Wert  yon  x  regular  ist,  so^ist  auch 
die  Funktion: 


in  c^  regul*ar;  d.  h.  g8  (~y)  ist  der  zum  Punkte  cs  gehorende  Hauptteil 


der  Funktion  F(x).  Daher  gentigt  F(x)  den  gesteUten  Bedingungen. 
Ist  ®(x)  eine  zweite  Funktion,  welche  denselben  Bedingungen 
geniigt  ,  so  ist  die  Differenz  9(x)  —  F(x)  eine  fur  jeden  endJichen 
Wert  yon  x  regulare  Punktion,  d.  h.  eine  ganze  Funktion;  und  der 
allgemeinste  Ausdruck  fur  die  gesuchte  Funktion  ist  daher: 
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wo  g(x)  eine  willkurliche  ganze  Punktion  bezeichnet. 

Das  ermittelte  Ergebnis  laBt  sich  daher  folgendermaBen  aus- 
spreclien: 

Sind  unendlich  yiele  Pnnkte  C1;  c2J  -  *  -  von  cler  Art  ge- 
geben,  daB: 


und  sind  unendlich  viele  Punktionen: 


gegeben,  wo  die  g  ganze  Funktionen  ihrer  Argumente  be- 
zeichnen;  so  ist  es  auf  unendlich  Yiele  Arten  moglich,  eine 
Funktion  &(x)  zu  bilden;  die  ciy  c2,  •  -  -  als  singulare  Pnnkte 
mit  den  Hauptteilen  (2)  besitzt  und  sonst  in  jedem  in  end- 
licher  Entfernung  gelegenen  Punkte  regular  ist  (Satz  von 
Mittag-Leffler). 

251.  Zwischen  dem  Satze  von  Mittag-Leffler  und  deni  von 
WeierstraB  besteht  ein  enger  Zusammenhang. 

Nehmen  wir  an,  die  Punkte  c1;  c2,  •  •  •  seien  samtlich  einfache 
Pole  mit  den  Hauptteilen: 


X  —  C,    '     X  —  C9 


Da  bekanntlich  fiir    x  \  <  ch  I : 


_ 

k+1 


ist,  so  ist  die  zu  bildende"  Funktion: 


•2 

' 
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Setzt  man  nun  g(x)  ==-lf(x}7  wo  l(x)  (Art.  201)  eine  ganze  Funk- 
tion  1st,  und: 


so  hat  man  (Art.  210),  wenn  mh  =  rh  genoinmen  wird: 


252.  Wir  geben  dazu  uber;  die  allgemeineren  Untersuchungen 
Mittag-Lefflers  zu  entwickeln. 

1st  A  eine  isolierte  und  folglich  (Art.  50)  abzahlbare  Punkt- 
menge;  deren  Elements  man  daher  mit  cl}  c2,  •  *  -  bezeiclinen  kann,  so 
kann  es  yorkommen;  daB  nack  Fortnahme  der  Punkte  der  Mengen  A 
und  A'  aus  der  Ebene  eine  aus  einem  einzigen  Stucke  bestehende, 
d.  n.  eine  zusammenhangende  Flache  Terbleibt^  ebenso  kann  es  aber 
auch  geschelien;  daB  die  Ebene  dadurcb.  in  zwei  oder  niebr  oder  aucb 
unendlicb  viele  gesonderte  Teile  zerfallt.  Bin  Beispiel  fiir  den  ersten 
Fall  erbalt  man;  wenn  A  die  Menge  der  ISTullstellen  einer  ganzen 
Funktion  ist;  ein  Beispiel  fiir  den  zweiten  Fall  lafit  sich  folgender- 
maBen  gewinnen. 

Man  nebine  eine  Folge  zunehmender  positiver  Werte: 


die  eine  bestimmte  endlicbe  (rrenze  Q  besitzen  moge;  ordne  ferner 
(Art.  33)  die  rationalen  Zablen  zwiscben  0  und  2:#  auf  eine  der 
unendlicb  yielen  Arten;  auf  welcbe  dies  moglicb  ist,  in  eine  einfacbe 
Beibe: 

^,0-2,--' 

und  setze: 

(2)  q-7i^;     ^-ra^S"-- 

Bezeicbnet  man  mit  A  die  Menge  der  Punkte  c,  so  bestebt  die 
Menge  A',  wie  leicbt  zu  sehen;  aus  alien  Punkten  der  Kreislinie  rait 
dem  Radius  $  um  den  Anfangspunkt.  In  diesem  Falle  teilt  also  die 
Menge  A  +  A'  die  Ebene  in  zwei  gesonderte  Teile,  einen  ersten  P, 
der  yon  dem  Aufiengebiete  des  Kreises  $  gebildet  wird,  und  einen 
zweiten  Q,  der  aus  dessen  Trmengebiet  entstelit,  wenn  man  davon  die 
Punkte  c  wegnimmt. 
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Es  ist  zu  bemerken,  daB  in  dem  angefubrten  Beispiele  die  Menge 
A  -{-  A  die  vollst'andige  Begrenzung  des  Teiles  Q  bildet.  In 
der  Tat  gehort  jeder  ilirer  Punkte  der  Begrenzung  von  Q  an?  weil 
ja  in  jeder  Umgebung  eines  Punktes  yon  A  -f-  A  Punkte  vorhanden 
sind,  die  Q  angehoren,  es  gibt  sonst  keinen  weiteren  Punkt  der  Ebene;^ 
welcher  der  Begrenzung  yon  Q  angehorte. 

Dies  geschieht  nicnt  in  alien  Fallen;  es  kann  sich  ini  Gegenteil 
ereignen,  daB  die  Menge  A  +  A  die  vollstandige  Begrenzung  kernes 
der  Teile  bildet;  in  die  sie  die  Ebene  zerlegt.  Wir  nehinen  beispiels- 
weise  auBer  der  Folge  (1)  eine  zweite  Folge  von  Werten: 


die  aber  nacn  abnenmender  GroBe  geordnet  sein  und  ebenfalls  Q  zur 
Grenze  liaben  moge;  und  setzen  roraus,  die  Menge  A  bestehe  aus 
den  durcli  (2)  definierten  Punkten  und  aus  den  Punkten: 

(3)  tf^  V%     ds  =  8i<?o*,  .... 

Die  Menge  A  besteht  wie  vorhin  aus  alien  Punkten  der  Kreis- 
linie  ^>;  folglicb  zerlegt  A  +  A  die  Ebene  in  zwei  Teile:  das  AuBen- 
gebiet  des  Ereises  Q}  mit  AusschluB  der  Punkte  (3),  und  dessen  Innen- 
gebiet;  mit  AusschluB  der  Punkte  (2).  Allein  A  +  A  bildet  die  voll- 
standige  Begrenzung  keines  dieser  beiden  Teile. 

25  3o  Wir  setzen  zunachst  voraus,  die  Punktmenge  A  -}-  A  zer- 
lege  nicht  die  Ebene  in  mekrere  gesonderte  Teile.  Es  sei  ferner 
eine  abzablbare  Menge  von  Funktionen: 


gegeben;  wo  jede  der  Funktionen  g  eine  ganze  Funktion  ihres  eigenen 
Argumentes  okae  konstantes  Glied  bezeiclinet1). 

Wir  wollen  eine  analytische  Funktion  bildeu;  welche  die  Punkte 
der  Menge  A  +  A  als  einzige  singulare  Punkte  besitzt  und  im  Punkte 

ch  den  Hauptteil  gh  (^ 


1)   Ware   ch    der  unendlich   feme   Punkt,   so   kame  gh(x)   an   Stelle  von 
_J  —  "\  vor  (Art.  122). 


2)  Es  ist  kaum  notig  zu  bemerken,  daS  man  von  dieser  Aufgabe  zu  der 
spezielleren  des  Art.  250  gelangt,  wenn  man  voraussetzt,  A'  bestehe  lediglich 
aus  dem  unendlich  fernen  Punkte. 
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Die  Meuge  der  Abstande  eines  Punktes  ch  Ton  den  Punkten  der 
Menge  A'  hat  eine  untere  Grenze  p^;  die  nicht  Null  1st,  well  ja  sonst 
ch  Grenzstelle  von  A'  sein,  also  A"  und  somit  (^Art.  7)  A'  angehoren 
wiirde?  "was  unmoglich  ist,  da  A  isoliert  ist.  Gleichwohl  hat  die 
Folge  0n  02,  •••  die  Null  zur  Grenze.  Es  liefien  sich  nainlich  ira 
entgegengesetzten  Falle  nach  Annahme  einer  beliebigen  positiven 
GroBe  <f  uneadlich  viele  Zahlen  mly  m2,  -  -  •  der  Art  angeben;  da& 
Qm,  >  ff>  Pma>  ff> ' '  "i  dann  wurde  aber  die  Menge  der  Punkte  cm^  cmn_,  -  •  - 
keinen  der  Punkte  von  A  als  Grenzstelle  haben  konnen?  wahrend 
andrerseits  diese  Menge  niindestens  eine  Grenzstelle  besitzt,  die  Af 
angehoren.  muB. 

Da  also  lim  $h  =  0  ist,  so  konnen  wir  den  yerschiedenen  Punkten 

ll  =  CO 

uk  ebensoriele;   nicht  notwendig  voneinander  verschiedene  Punkte  dh 
der  Menge  A.    so  zuordnen;  dafi: 

lim  ,  ch  —  dh '  =  0 

7«=sas 

ist. 

Beschreiben  wir  uni  dh  einen  Kreis  Clt,  dessen  Radius  rh>  \ch  —  dh\ 
sein  moge;  so  enthalt  Ch  in  seinem  Innern  den  Punkt  ck,  und  die 

Funktion  gh  (  ) ,  die  auBerhalb   dieses  Kreis es  regular  ist?   laBt 

\x~chj  t  x 

sich  in  eine  Potenzreihe  yon  -  -  -,-  entwickeln: 


Setzt  man: 


so  laBt  sich  diese  Entwicklung  so  schreiben: 


sie  konvergiert  gleichrnafiig  auBerhalb   des  Kreises  C/t,  d.  h.  fur  alle 
Werte  x,  fur  die: 


ist.    Wahlt  man  niithin  willkiirlich  eine  Folge  positiver  GroBen  s1}  %,•  •  - 

oc 

Ton  der  Art,  daB   ^  sh  konTergiert;  so  laBt  sich  fur  jeden  Wert  Ton  h 

7v  =1 
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eine  Zahl  mh  von  cler  Art  angeben;  daB  far  alle  Werte  von  x,  die 
der  Bedingung  (2)  geniigen,  gilt: 


oder  auch: 

^(V-Jc  )~ 

\x      ch/      l 

Wir  bilden  jetzt  die  Funktion: 


Ist  XQ  ein  Punkt  der  Ebene,  der  weder  A  noch  A'  angehort,  so  ist 
die  untere  Grenze  seiner  Abstande  von  den  Punkten  von  A  +  ^  nicht 
Null,  weil  ja  in  diesem  Falle  r0  der  Menge  A  angehoren  wftrde.  Es 
laBt  sich  somit  ein  Kreis  y  um  #0  beschreiben,  der  weder  in  seinem 
Innern  noch  auf  seinem  Umfange  Punkte  von  A  oder  von  A  enthalt; 
nennt  man  d  die  untere  Grrenze  der  Abstande  cler  Punkte  des  Kreises 
von  denjenigen  der  Menge  A  +  A,  so  ist  d  eine  von  Null  verschiedene 
GroBe.  Da  andrerseits: 

*  lim    ch  —  dh  |  =  0 

Jl  =  CO 

ist;  so  laBt  sich  eine  Zahl  n  von  der  Art  angeben,  daB  far  jedes  li  >  n 
\ch  —  dh\  <  £ d  wird.    Man  hat  dann  fur  alle  Punkte  x  des  Kreises  y: 


x  —  cL 


folglich: 


—  d. 


!-4 


Das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  ist  die  Summe  einer  end- 
lichen  Anzahl  in  y  regular er  analytischer  Funktionen;  auf  das  zweite 
Glied  TaBt  sich  (vgl.  Art.  250)  der  Hilfssatz  von  WeierstraB  anwenden. 
Folglich  ist  F(x)  eine  in  y  regulare  Funktion.  Man  beweist  alsdann^ 
wie  in  dem  angefuhrten  Artikel,  daB  F(x)  fur  den  Punkt  r.h  den 

Hauptteil  g7.  ( — —    )  besitzt. 
\x  —  chj 
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1st  &(x)  eine  weitere  Funktion  mit  denselben  Eigenschaften  wie 
F(sc),  so  ist  die  Differenz  <2>  (x)  —  F(x)  eine  Funktion,  die  mindestens 
in  alien  Punkten  der  Ebene  regular  ist,  die  nicht  der  Menge  A  an- 
gehoren.  Folglicli  ist  die  allgemeinste  Form  der  gesuchten  Funktion: 


wo  l(x)  eine  Funktion  bedeutet;  die  keine  andern  singularen  Punkte 
haben  kann;  als  die  Punkte  yon  Ar. 

254.  Zerlegt  die  Menge  A  +  A  die  Ebene  in  mehrere  gesonderte 
Teile  und   bildet   die  vollst'andige  Begrenzung  des    einen  von  ihneii, 
P7   so    stellt   der   soeben   gebildete  Ausdruck  in  P  eine   analytische 
Funktion  dar7  die  den  gestellten  Bedingungen  geniigt  und  sick  iiber 
diesen  Bereich   hinaus   niclit   fortsetzen  laBt.     In  andern  Teilen   der 
Ebene  stellt  er  andre  analytische  Funktionen  dar. 

255.  Aus    den    dargelegten   Untersuchungen   lassen   sicli   noclx 
andere  Folgerungen  ziehen. 

Es  sei  eine  analytische  Funktion  W(x)  gegeben,  1  sei  die  Menge 
ihrer  singularen  Punkte.  Die  Menge  I  ist  dann  abgeschlossen 
(Art.  158),  und  man  hat  deshalb: 


•wo  J  eine  isolierte  Menge  ist,  die  Null  sein  wtirde,  wenn  I  perfekt 
ware.  Wir  wollen  diese  Voraussetzung  nicht  rnachen. 

Es  seien  deninach  c1?  c2;  •  •  •  die  Punkte  der  isolierten  und  sornit 
abzahlbaren  Menge  J. 

Durch    Anwendung    des    Laurentschen    Satzes    kounen    wir    den 

Hauptteil  9h(x__~c-\  der  gegebenen  Funktion  W(x)  in  jedem  Punkte  ch 
yon  J  bestimmen;  sodann  Yermogen  wir  (Art.  253)  die  Funktion  F(x) 

zu  bilden?  die  in  den  Punkten  von  J  die  Hauptteile  gh(—^  —  ) 
foesitzt  und  sich  sonst  regular  verhalt.  Die  Funktion: 


ist  dann  auch  in  den  Punkten  von  J  regular  und  kann  keine  andern 
singularen  Punkte  haben  als  die  Punkte  von  J'. 
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Wir  haben  so  folgendes  Ergebnis  gewonnen: 

1st  ?P(x)  eine  Funktion,  die  isolierte  singulare  Punkte 
besitzt,  so  laBt  sich  eine  Funktion  &(%)  bilden,  die  auBer 
in  alien  Punkten,  in  denen  es  £*"(#)  ist,  aueh  in  diesen 
Punkten  regular  ist. 

256.  Der  bereits  hervorgehobene  Zusammenhang  zwischen  den 
Satzen  von  Mittag-Leffler  und  WeierstraB  ermoglicht  uns,  den  letzten 
Satz  auf  Grand  der  Ergebnisse  der  vorangehenden  Artikel  in  be- 
merkenswerter  Weise  zu  verallgemeinern,  Der  Kiirze  halber  be- 
schranken  wir  uns  auf  die  bloBe  Angabe  der  Satze: 

Ist  A(ciy  c2;  •••)  eine  isolierte  Menge  von  der  Art;  daB 
A  +  A'  entweder  die  Ebene  uberliaupt  nicht  in  mehrere 
Teile  zerlegt  o  d  e  r  ,  wenn  dies  der  Fall  ist;  doch  einen 
dieser  Teile,  Py  vollstandig  begrenzt,  so  lafit  sich  eine  ana- 
lytisehe  Funktion  bilden;  die  in  der  ganzen  Ebene  mit 
Ausnahme  der  Punkte  von  A  +  A'  bezw.  in  dem  Bereiche  P 
existiert  und  in  den  verschiedenen  Punkten  ch  Nullstellen 
oder  Pole  von  vorher  bestimmter  Ordnung  nh*}  besitzt.  Der 
allgemeinste  Ausdruck  fiir  eine  solche  Funktion  ist: 


wo  dh  und  mh  die  ihnen  bereits  (Art.  253)  beigelegte  Be- 
deutung  haben?  und  l(x)  eine  Funktion  darstellt,  die  in  dem 
Existenzbereich  der  zu  bildenden  Funktion  und  auBerdem 
auch.  in  den  Punkten  von  A  regular  und  von  Null  ver- 
schieden  ist. 

Ist  eine  mit  Nullstellen  und  Polen  verseliene  Funktion 
W(x)  gegeben,  so  laBt  sich  eine  zweite  Funktion  &(#)  an- 
geben,  die  nicht  nur  in  den  Punkten,  in  denen  die  Funktion 
W(x)  regular  und  von  Null  verschieden  ist;  sondern  auch 
in  deren  Nullstellen  und  Polen  regular  und  von  Null  ver- 
schieden ist. 

257.  Die  eben  ausgesprochenen  Satze  gestatten  uns;  auf  dem  in 
Art.  255  eingeschlagenen  Wege  weiterzugehen. 


1)  nh  ist  fiir  die  Nullstellen  eine  positive,  ffir  die  Pole  eine  negative  ganze 
Zahl. 


222        Z welter  TeiL    AUgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 


1st  eine  Funktion  ?P(x)  gegeben  und  ist  J(cl7  ca,  •  -  •)  die  Menge 
ihrer  isolierten  singularen  Punkte?  so  hat  man  nach  dem  Laurentsehen 
Satze  in  der  Unigebung  von  cn: 


wo  y$h(x  —  ch)  eiue  Potenzreihe  yon  x  —  ch  ist,  die  innerhalb  eines 
gewissen  Kreises  konvergiert,  auf  dessen  Bestimmung  indes  nichts 
weiter  ankommt.  Indem  wir  mit  ph  eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  bezeiclinen7  setzen  wir: 

$*(*  -  V  =  fa  +  «AI  (*  ~  ch)  +  fa  (x  -  chy2  +  •  •  •  4- 

+  «All,A-i  &  -  ctfk-  l  +  ekfh  (x  -  ehj>h  +  -  -,    ^ 
folglich: 


+  e/^-i  («  -  O^"1  +  %,,  («  -  ^A  + 

auBerdexn: 


^Ph  (x  -  chYk  +  -  -  -  «  (a?  -  cAX&  O7i(^  -  CA), 

wo  f,/  -  1  eine  ganze  Tunktion  von  -  ohne  konstantes  Glied 

h\x  —  ch)  x—eh 

und  D&(a?~  rA)   eine  Potenzreihe  von  #  —  c/t  ist.     Man  hat  alsdann: 

(1)  V(x)  =  (x-  c 


Wir  wollen  nun  zeigen,  dafi  sich  eine  Funktion  bilden  Ia6t7  die 
in  alien  Punkten  regular  ist,  in  denen  es  W(x)  ist,  und  auJBerdem  in 
der  Umgebnng  jedes  Punktes  ch  mit  ^(x)  nicht  nur  in  den  negativen 
Potenzen  von  x  —  ch  (d.  h.  in  dem  Hauptteil),  sondern  auch  in  den 
positiven  Potenzen  bis  zu  einem  gewissen  vorher  bestimmten  Grade 
jph  —  1  iibereinstininit  oder  —  kurzer  gesagt  —  W(x)  in  der  Umgebung 
jedes  Punktes  ch  mit  einer  vorgeschriebenen  Annaherung 
darstellt. 
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Nach   Formel   (1)    des    Art.  256,   in   welcher   Z(#)  ==  1,   nh  =  p,t 
Torausgesetzt  werde,  moge  zu  diesem  Zwecke  zunachst  die  Funktion: 


gebildet  werden.     Die  Funktion: 

(x  _  c  fh  f  ( — L 

V  h)      >h\x__( 


ist  dann   in  dern  Punkte  ch  regular   oder   hat  in  ihni  hochstens  eine 
isolierte  Singularity  und  es  ist  folglich  nach.  dem  Laurentschea  Satze: 


(x  —  ch}  h  fh  (  ;cr~r 


wo  y;  f  •  |  eine  ganze  Funktion  von  --  und  $A  (#  —  CA)  eine 

\^  ~~  CA  /  X        Ch 

Potenzreihe  yon  x  —  ch  ist.  Wir  bilden  nun  (Art.  253)  eine  Funk- 
tion 0(#),  die  iiberall  regular  ist,  wo  W(x)  es  ist,  und  in  ch  den 
Hauptteil  <pA  (  —  -——  J  hat.  Man  hat  alsdann  in  der  Umgebung  yon  ck: 


wo  &h(x  —  ch)  eine  Potenzreihe  von  x  —  ch  ist,  folglich   gemaB   (3): 

/„,      /,  ^  /  /'  \ 

(x  ~  ch  )    ih  1  ^ZT7~  I 


wo: 

^  0*  -  O  =  @*  0  -  <0  -  ^^  (x  -  c^ 

•eine  Potenzreihe  von  x  —  ch  ist.     Daraus  ergibt  sich: 
F(x)  B(x)  -  (a?  -  ctfk 


Ferner  folgt  aus  (2),  daB  in  der  Umgebung  von  ch: 


wo  wieder  Hh(x  —  CA)   eine  Potenzreihe  von  x  —  cn  ist;   somit   folgt 
schlieBlich: 
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wo: 

35,  (x  -  ch)  =  Zh  (x  -  ch]  \  (x  -  O 

abermals  eine  Potenzreihe  yon  x  —  ch  ist.  Durch  Vergleiehung  mit 
(1)  erkennt  man,  daB  das  Produkt  F(x)9(x)  die  gegebene  Funktion 
W(x]  mit  der  gewiinschten  Annaherung  darstellt. 

258.    Wir  haben  gefonden,  daB,  wenn  die  Menge  I  der  singu- 
laren  Punkte  einer  Funktion  W(x)  rdcht  perfekt  ist  nnd 


gesetzt  wird,  eine  Funktion,  die  wir  W±(x)  nennen  wollen,  gebildet 
werden  kann;  die  in  den  Punkten  yon  J  keine  Singularitat  mehr  hat. 
Es  kann  gleichwohl  vorkonimen;  daB  ^(x)  inrerseits  isolierte  singu- 
lars Punkte  besitzt-  sind  z.  R  die  Punkte  von  I';  wie  es  im  all- 
gemeinen  der  Fall  ist,  fiir  ^(2?)  samtlich.  singular  e  Punkte  und  ist 
T  nicht  perfekt,  so  sind,  falls  man: 


setzt,  die  Pnnkte  von  J^  isolierte  singulare  Punkte  von  ?Jr1(^1).  Es 
laBt  sich  dann  eine  Funktion  ?P2(V)  bilden,  die  in  den  Punkten  von 
Jj  keine  Singularitat  mehr  hat,  usw.  Es  erhebt  sich  nun  die  Frage: 
Fuhrt  dieses  Eeduktionsverfahren  schliefilich  auf  eine  Funktion  ohne 
isolierte  singulare  Punkte,  d.  h.  auf  eine  solche,  deren  singulare  Punkte 
eine  perfekte  Menge  bilden? 

Wir  erinnern  daran  (Art.  89),  daB  es,  wenn  I  eine  abgeschlossene 
Menge  ist,  eine  erste  Ordnungszahl  erster  oder  zweiter  Klasse  von 
der  Art  gibt,  daB  1^  perfekt  oder  Null  ist  und  daB  man  hat: 


die  Mengen  (IW  —  /(/+1))  sind  isoKert,  mithin  abzahlbar  und  stimmen 
mit  den  oben  durch  J,  Jly  -  -  .  bezeichneten  tiberein,  so  daB  wir 
schreiben  konnen: 


Wir  bezeichnen  ferner  mit  e01,  c02,  -  -  -  die  Elemente  von  J",  mit 
Cy2>  '  '  *  °^e  yon  JY  und  nehmen  willkiiiiieh  positive  Zahlen: 
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yon  der  Art  an,  dafi: 

a)  2*,* J) 

h  =  1,2,  - 
y  <  cc 

konvergiert.     Sind  nun: 


#01  (x  _  Cpi 

die  Hauptteile  von  W(x)  in  ihren  isolierten  singularen  Punkten 
c01,  c02,  •  •  -,  so  konnen  wir  nacb.  Art.  253  mit  Benutzung  der  Zanlen 
foi?  fo2>  '  '  '  eine  Funktion  F(x)  bilden;  die  in  diesen  Punkten  die- 
selben  Hauptteile  liat;  und: 


ist  alsdann  in  innen  regular.     Sind  weiterhin: 


die    Hauptteile   yon    3?i(#)    in    iliren    isolierten    singularen   Punkten 
cii;  Ci27  '  '  '>    so    konnen  wir   rnit  Benutzung   der  Zahlen    $11;  £12; 
eine  Punktion  F^x)  bilden;  die  in  diesen  Punkten  dieselben  Haupt- 
teile hat;  und: 

•q?z(x)  =  W±(x)  -  FI(X)  =  W(x)  -  F(x)  -  F^x) 


1)  Bs  lafit  sich  leicht  beweisen,  da6  dies  auf  unendlich  viele  Weisen  mog- 
licli  ist. 

JSFehmen  wir  eine  zweifach  unendliche  Giofienmenge: 


deren  Summe  endlich  sein  moge;  es  sei  z.  B.  : 

0    ______!_ 

P^^       (i  +  7fc_i)2i 
woraus  folgt: 


^7  yB! 

^J    ^J  rih 

i=1h=l 

Da  die  Ordnungszahlen,  die  kleiner  als  a  sind,  eine  abzahlbare  Menge  bilden, 
so  lafit  sich  eine  gegenseitig  eindeutige  und  vollstandige  Beziehung  zmschen 
diesen  Zahlen  und  den  Elementen  der  naturlichen  Zahlenreihe  bilden.  Ist  i  das 
dem  Elemente  y  der  ersten  Menge  entsprechende  Element  der  zweiten,  und  setzt 


SO  ist: 


Y  <cc 
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ist  alsdann  nicht  nur  in  den  Punkten  e01,  e02,  •  •  -,  sondern  auck  in 
den  Punkten  cn,  C12,  •  •  •  regular.  Indem  wir  so  fortfahren,  gelangen 
wir  zu  einer  Funktion: 


die  in  den  Punkten  von  J?  «71;  •  •  •  regular  ist.    Es  ist  klar?  daB  sich 
dieses  Verfakren  fortsetzen  laBt,  bis  man  zu  einer  Funktion: 


gelangt,  die  keine  andren  singularen  Punkte  haben  kann  als  die  Punkte 
der  perfekten  Menge  I(a\ 

Es  erubrigt  nur  nock  zu  beweisen,  daB  ^  Fy(x)  eine  analytische 

y  <ca 

Funktion  ist.  Zu  diesem  Zwecke  mag  eine  Bemerkung  von  Nutzen 
sein;  die  sich  aus  dem  in  Art.  253  entwickelten  Verfahren  ergibt. 
Zieht  man  namlich.  einen  weder  Jy  nocli  Jy  angenorigen  Ptinkt  in 
Betraclit  und  greift  man  eine  Umgebung  desselben  heraus;  die  yon 
keiner  dieser  beiden  Mengen  Punkte  enthalt  (was  immer  moglich.  ist), 
so  hat  man  fur  alle  Punkte  x  einer  solchen  Umgebung: 


nun  ist   ^  syk  Teil  einer  konvergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern; 

h  =1 

folglich  ist  sie  selbst  konyergent;  bezeichnen  wir  ihre  Summe  mit  i]  , 
so  erhalten  wir: 

(2)  J^W!<v 

Nun  ist  Jy  ein  Bestandteil  yon  I,  folglich  Jy  ein  Bestandteil  yon 
T  und  infolgedessen  yon  I.  Ist  daher  XQ  ein  Punkt  des  Bereiches, 
in  dem  W(x)  regular  ist,  so  konnen  wir,  da  I  abgeschlossen  ist,  eine 
Umgebung  dieses  Punktes  wahlen,  die  keinen  Punkt  yon  I  enthalt 
und  in  dieser  Umgebung  gilt  dann  die  Beziehung  (2)  fur  jedes  y  <  cc. 
Es  bilden  aber  die  Zahlen  y<a  eine  abzahlbare  Menge  (Art.  75); 
daher  laBt  sich  zwischen  diesen  Zahlen  und  denen  der  naturlichen 
Zahlenreihe  0,  1;  2,  •••  eine  ein-eindeutige  und  yollstandige  Beziehung 
herstellen.  Bezeichnen  wir  mit  ^  die  Zahl  dieser  Reihe,  die  der 
Zahl  y  entspricht,  und  setzen  wir: 
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so  wird  aus  der  Ungleichung  (2)  folgende: 

\Sf(x)\<6,t, 
und  man  erhalt  durcb  Suinmierung  fur  ^  =  1,  2,  •  •  •: 


Die  Reihe  rechts  konvergiert,  weil  ihre  Summe  nichts  andres  ist 

CO 

als   die  Summe  der  Reike  (1);  somit  ist  die  Reihe  ^  S  "  (x)  in  der 

tu  =  l 

"betracliteten  Umgebung  gleichmaBig  konvergent  und  stellt  alsdami 
nach  dem  Hilfssatz  von  WeierstraB  in  dieser  Umgebung  eine  im 
Punkte  XQ  regulare  analytische  Funktion  dar. 

Man  beweist  sodann,  wie  in  Art.  253  ,   daB  in  einer  Umgebung 
eines  Punktes  cQh  der  Menge  J  die  Differenz: 


regular  ist. 

Es  sei  nun  /3  eine  der  Zahlen  y;  wir  schreiben  dann: 


wo  der  rechts  vom  zweiten  Summenzeichen  angebrachte  Buclistabe  ft 
"anzeigen  soil,  daB  aus  der  Summe  alle  G-lieder  wegfallen  sollen;  deren 
Index  ft  gemaB  der  eben  betracliteten  Beziehung  solchen  Zaklen  y 
entspricht,  die  kleiner  als  ^  sind.  Es  wird  dann  in  der  tiblicben 
Weise  bewiesen;  daB  die  Differenz: 


in  der  Umgebung  yon  c*h  regular  ist. 

Somit  ist  erwiesen;  daB  die  gefundenen  Ausdrticke  analytische 
Funktionen  mit  den  gewiinschten  Eigenschaften  sind,  und  daB  ins- 
besondere  Wa(x)  eine  analytische  Funktion  ist,  die  niclit  nur  in  alien 
Punkten  regular  ist,  in  denen  es  W(x)  ist,  sondern  auch  in  alien 
Punkten  der  Menge  I—IW. 


15  * 
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Neuere  Untersucliungen  iiber  die  ganzen  Funktionen1). 

259*  Ein  tieferes  Studium  der  ganzen  Funktionen  hat  die  Not- 
wendigkeit  erkennen  lassen,  auBer  dem  Range  einer  ganzen  Funktion 
noch  andre  konstante  Zahlen  zn  beriicksichtigen,  die  unter  sich  und 
mit  dem  Range  durch  bestimmte  Beziehungen  verkntipft  sind.  Diese 
Zahlen  —  es  sind  ihrer  drei  —  haben  von  den  verschiedenen  Autoren 
verschiedene  Bezeichnungen  erhalten;  um  aber  die  Zahl  neuer  Namen 
nicht  unnotig  zu  vermehren,  werden  wir  sie  einfach  als  /I -Index,, 
/t-Index  und  r-Index  der  Funktion  bezeichnen. 

Sei  f(x)  eine  ganze  Funktion  mit  den  Nnllstellen  c1;  c2,  •  •  •; 
ferner  sei  yh=\ch'.  Als  /I -Index2)  der  Funktion  f\x)  werden  wir 
diejenige  Zahl  A  bezeichnen,  welche  die  Zahlen  g}  fur  welche  die  Reihe 

00   1 

*S-i>  divergiert;  von  denjenigen  seheidet^  fur  die  sie  konvergiert,  oder 

ft  =  i  yh 

aber  die  Zahl  A  von  der  Beschaffeuheit,  da£  fiir  jedwede  positive  Zahl  s 


1)  Dell'  Agnola  524^  Bagnera  525^  Barnes  528,   Bassi  17,  Borel 
47,  49,  66,  67,  74,  75,   Bortolotti  81,    Bontroux  83,  84,   85,  86,   538,   539, 
Bukrejef  89,  Desaint  130,  132,  133,   Fabry  149,   Goursat  176,  Hadaraard 
182,  183,  188,  189,  190,  555,   Hardy  559,  561,  562,  563,  564,   Hayashi  569, 
Hill  571,   Jaggi  213,  573,   Jensen  215,   von  Koch  228,  583,   Kraft  231, 
Lean  585,   Levi-Civita  265,  Lindelof  269,  271,  275,  589,   Lindgren  592, 
Maillet  280,  283,  284,  285,  286,  289,  291,  292,  293,  294,  298,  594,  595,   596r 
597,    599,   Malmquist   600,   Mellin   601,   Mittag-Leffler  602bis,    603,   604,, 
Orlando  607,  Painleve   347,  Pellet  610,  Petersen  364,   Petrovitch  612, 
Phragmen  613,  Poincar£  397,  399,  Pringsheim  414,  415,  619,   Remoun- 
dos  627,  Sehaper  437,  Schou  448,  449,  Sigma  636,  Stormer  639,  Toffo- 
letti  482,  Vivanti  503,  Wigert  520,  651,  Wiman  653. 

Eine  besondere  Beachtung  verdient  die  wahrend  des  Drnckea  dieses  Buches. 
erscMenene  Abhandlnng  von  Pringsheim  (619),  die  eine  systematische  Dar- 
stellung  seiner  Untersnchnngen  iiber  ganze  Funktionen  von  endlichem  ftange 
darbietet. 

2)  Ordre  reel  (Borel  47),    Kon vergenzexponent  (Sehaper  437),. 
Grenzexponent  (Pringsheim  415). 
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00      1  *      1 

die  Keihe    ^-^~s  divergiert,    ^S  ~i+~£  a^er   konvergiert.     Die  Kon- 

A=17A      '         »  A=17A 

vergenz    der  Reihe     ^—7  kommt  hier  nicht  in  Betracht;   auch  lafit 

h  =  i  yh 
sich  daruber  im  allgemeinen  nichts  aussagen.  ^ 

Gribt  es  keine  Zaid  ^>;  fur  welche     die  Reihe  ^-Q  konrergiert, 

so  sagt  man,  der  /l-Index  sei  unendlich. 

1st  der  Jl-Index  endlicli,  so  ist  die  Funktion  erster  Klasse  (Art.  209) 
und  umgekehrt. 

Der  /l-Index  wird  aucli  Koiivergenzexponent  der  Eeihe  der 
KTullstellen  genannt. 

Ist  die  Funktion  2>-ten  Ranges,  so  liat  man: 


wenn  A  nicht  ganzzahlig  ist;  dagegen: 

A  =  j>     oder     I  =  p  +  I  , 
wenn  A  ganzzahlig  ist. 

co 

Sei    ^auxft  die  Entwicklung  von  f(x)  in  eine  Potenzreihe  von  xf 

A=O 

und  aA  =  a/4  .  Als  ^-Index1)  der  Funktion  /'(a?)  werden  wir  die  Zahl  ^ 
von  der  Beschaffenheit  bezeichnen,  dafi,  wenn  €  eine  beliebige  positive 
GroBe  ist,  die  Beziehung: 


fur  alle  Werte  von  li  gilt,  die  groBer  sind  als  eine  bestimnite  (von  e 
abhangige)  Zahl,  w'ahrend  sich;  wenn  eine  beliebige  Zahl  H  festgesetzt 
wird7  stets  zugleich  Werte  li  >  H  errnitteln  lassen,  fur  die: 


wird.     Da  iiua2): 

£ 

(hi)1' 


li  e 


(1)  lim 

7,  =  00 

ist,   so    konnen   die  vorstehenden  Beziehungen  auch   folgendermafien 


1)  Ordnung  nach  Schaper  (437).     Liiidelof  (269)   driickt  sich  dahin 
1 

aus,  oehh    sei  d'ordre  7*""'"- 

2)  Cesaro-Kowalewski,  a.  a  0.,  S.  110. 
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gesckrieben  werden: 


Als  T'-Index1)  von  f(x)  werden  wir  endlieh  eine  Zahl  v  von  der 
Bescnaffenheit  bezeickaen,  daB;  wenn  wir  wie  friiher  unter  lf(p)  den 
groBten  absoluten  Betrag  yon  f(x)  fur  \x\  =  Q  verstehen  imd  €  irgend 
eine  positive  GroBe  ist?  die  Bezienung: 


(2) 

fiir  alle  Werte  von  Q  besteht,  die  grofier  sind  als  eine  bestimmte  Zahl; 
wahrend  es  nach  Annahme  irgend  einer  GroBe  R  stets  zugleich  Werte 
Q  >  E  gibt,  fiir  die: 


Gibt  es  keine  endlicne  Zahl  v,  die  dieser  Bedingung  gentigt,  wie 
es  z.  B.  bei  der  Funktion  f(x)  =  <f  der  Fall  1st,  so  sagt  man;  der 
v-Index  von  f(x)  sei  unendlicL 

1)  Ordre  apparent  (Borel  47),  Ordnung  (Pringsheim  41o).    Schaper 
(437)  gebrauclit  den  Ansdmck,  f(x)  sei  vom  Typus  e$  . 

2)  Es  kann  sich  ereignen,  dafi  die  Relation: 


stattfindet,  die  beschrankender  ist  als  (2);  setzt  man  namlich  voraus,  (a)  gelte  fiir 
jedes  @>e',  und  nimmt  man  t  beliebig  an,  so  lafit  sich  Q"  derart  bestimmen, 
dafi  for  jedes  Q  >  Q": 


ist,  wonach  (2)  fur  jedes  g  besteht,  das  grofier  ist  als  Q'  und  als  g".    Bezeichnet 
dann  r\  die  nntere  &renze  der  Werte  &,  fiir  die  (a)  stattfindet,  so  ist: 


fiir  alle  ^>,  die  eine  bestimmte  GroBe  ubersteigen,  -wahrend  es  fiir  jedes  beliebige 
W  fr 


, 
R  Werte  ?>-R  gibt,  fur  die: 

(7) 

ist.    Ist  15  =  0  ,  so  reduziert  sich  (/?)  anf: 

(9) 


wahrend  (y)  keine  Bedeutung  hat. 

Pringsheim  (619)  bezeichnet  als  Funktionen  vom  Maximaltypus  (der 
Ordnung  v)  diejenigen,  fiir  die  keine  Relation  von  der  Form  (a)  besteht,  als 
Ftmktionen  vom  Normaltypus  rj  diejenigen,  fiir  welche  (|3)  nnd  (7)  stattfinden, 
als  Ftmktionen  vom  Minimaltypns  endlieh  'diejenigen,  welehe  der  Beziehung 
(d)  geniigen. 
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260.    Die  i-,  p-,  ^-Indices  sind  in  bezug  auf  jede   ganze 
lineare  Substitution  invariant1). 

I.  Betreffs  des  A-Index  braucht   nur  der  in  Art.  216    gefuhrte 
Beweis  wiederholt  zu  werden. 

II.  Wenden  wir  auf  eine  ganze  Funktion  f(x)  eine  ganze  lineare 
Substitution: 

(1)  x  =  Ay  +  B 

GO  CO 

an;  so  ist,  wenn  wir  /(#)  =  ^?  ah£?l  setzen  und  mit  cp(y)  =  ^£bryr 

7i  =  Q  r=0 

das  Ergebnis  der  Substitution  bezeichnen,  geniafi  Art.  147: 

CO  CO 


9  (y)  -  f(Ay 

r  =  0 

so  daB: 


ist.    Fur  alle  Werte  von  r,  die  groBer  sind  als  ein  bestimmter  Wert  rQ, 
hat  man: 

JL  ^         1 


AuBerdem  diirfen  wir  stets  J5  1  •<  1  voranssetzen,  weil  ja  andern- 
falls  (1)  durch  eine  endliche  Folge  von  solchen  Substitutionen  ersetzt 
werden  konnte?  daB  fur  jede  von  innen  |J3|<1  ware.  Man  hat 
unter  dieser  Voraussetzung  (s.  Art.  135): 


mithin  : 


Nun  hat  man;  wenn    A  \  ^  1  ist: 


|\r  +  U 


1)  Auf  G-iund  dieses  Satzes  werden  wir  "bei  Tragen  "betreffs  der  Indices 
stets  voraussetzen  konnen,  daB  die  Funktionen,  mit  denen  wir  es  zu  tun  haben, 
im  Anfangspunkte  nicht  verschwinden,  was  die  Entwicklungen  etwas  vereinfacht. 
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ist  dagegen    A  \  >  1,  so  folgt: 

U\r         ^       \A\r+i 


Bezeiclmen  wir  also  rait  c  die  eine  oder  die  andre  der  reellen  und 

l  I A I 

positiven  GroBen         . ~,  ,  r^rWr ;  s°  ist: 


1st  s'  eine  beliebig  kleine  positive  GroBe  und  setzt  man  voraus? 
£  sei  kleiner  gewaklt  als  a',  so  kann  man  schreiben: 


wo  c  =  ds'~s  gesetzt  ist.    N"un  nahert  sicli;  wenn  r  deni  Unendliclien 

^r 

zustrebt,  —  der  Null1),  folglicli  lafit  sicli  eine  Zalil  rt  yon  der  Art 
finden;  daB  ftir  jedes  r^r^: 


wird.     Fur  jedes  r,  das  groBer  ist  als  r0  und  r1;  gilt  alsdann: 


'-"        (r!>«-*' 

Demnach  ist  der  ji- Index  der  transformierten  Funktion  nicht 
groBer  als  derjenige  der  ursprfinglichen.  Da  man  aber  umgekehrt 
durch  eine  gauze  lineare  Substitution  yon  der  Funktion  <p(y)  zu  der 
Funktion  f(x)  gelangen  kann,  so  darf  man  behaupten,  daB  der  fc-Index 
yon  f(x)  nicnt  groBer  ist  als  der  yon  <p(x).  D.  L:  Der  ^- Index  ist 
fur  jede  gauze  lineare  Substitution  invariant. 

III.   Wir  betrachten  wiederum  die  Funktion  f(x)  und  die  aus  ihr 
mittels   der  linearen  Substitution  (1)    transformierte  Funktion 
Der  Einfacnneit  lialber  sckreiben  wir: 


—  —  =    ,  =, 

In  der  y-Ebene  beschreiben  wir  um  den  Anfangspunkt  mit  eineni 
Radius  r><?  einen  Kreis;  der  Punkt  s  liegt  dann  innerhalb  dieses 
Kreises;  und  wir  konnen  um  s  zwei  Kreise  besckreiben;  den  einen 

1)  Cesaro-Kowalevski,  a.  a,  0.,  S   102. 
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mit  dem  Radius  rt  =  r  +  0,  der  den  Kreis  r  von  auBen,  den  andern 
mit  dem  Radius  r2  =  r  —  <5,  der  ihn  von  innen  berukrt.  Diesen  beiden 
Kreisen  entspreclien  in  der  #-Ebene  zwei  Kreise  um  den  Anfangs- 
punkt  rait  den  Radien  ar1?  ar<>.  Wir  denken  uns  r  so  groB  gewalilt, 
daB  fur  jedes  Q  2>  ars: 

M 


wircl;  alsdann  ist  in  dem  ganzen  von  den  Kreisen  ar1?  ar2  begrenzten 
Kreisringe  der  ^-Ebene: 

|^)|<^)r+£; 

und  folglich  in  dem  ganzen  entsprechenden  Kreisringe  der  y-Ebene: 

!9(2/)[<e(<"-<)V+s. 
Da  aber  der  Kreis  r  in  diesem  Kreisringe  enthalten  ist,  so  wird: 


bemerken  wir,  daB  r±  <  2r  ist;  auBerdem  kann;  wenn  s  >  a., 
r  so  groB  genommen  werden;  da6: 

(2a)v  +  s<r*'-s 
ist.     Daraus  folgt: 

M  9>(*-)|<^W, 

eine  Bezieliung,  welclie  beweist,  daB  der  v-Index  von  9?(i/)  nicht  grofier 
ist  als  der  von  f(x).  Mittels  der  oben  angestellten  Uberlegung  wird 
gezeigt;  daB  er  ebensowenig  kleiner  ist;  folglicL.  kann  man  scblieBen; 
daB  beide  Indices  gleich  sind. 

Damit  ist  der  Satz  vollstandig  bewiesen. 

261.    Wir   betracliten   nun  einen  WeierstraBsclien  Prinifaktor 

(Art.  208): 

°° 


wo    der   dem  E  beigefiigte   Index  den  Grrad  des  Polynoms   ini   Ex- 
ponenten  angibt. 

Es  sei  |  =  |#|;  setzen  wir  zunaclist: 


1)  Da  wir  es  mit  zwei  Funktionen,  f(x)  und  93(05),  zu  tun  haben,  so  wollen 
wir  der  Klarheit  wegen  M\f(g)  |,  M\cp(r)\   statt  M(e),  M(r)  schrejben. 
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CC       ,7 


auBerdem  ist?  wenn  0  <[  IT  ^  1 
man  also: 


so  liat  man: 

(2)  .Ep(a;)\«?P+t, 

•wo  c  eine  von  r  unabhangige  Konstante  ist. 
Setzen  wir  jetzt: 

0<t<l 
voraus;  so  erhalten  wir: 

(3) 


(4) 
ndthin: 


(5)  JEp(0)|<e'* 

Nun  hat  man,  wenn  0  <  r  <^  1  : 


so  daB  sicli;  wenn: 


genonamen  wird,  wiederum  (2)  ergibt. 

Setzen  wir  endlicn  1^1  Yoraus,  so  behalten  (3),  (4)  und  niithin 
auck  (5)  inre  Giiltigkeit;  ferner  ist: 

1)  Wir  bezeichnen  wie  oben  Art.  243  mit  $la  den  reellen  Bestandteil  -der 
komplexen  Grofie  a. 
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so  daB  man;  wenn: 

(7) 

genommen  wird,  abermals  (2)  erhalt. 

Wahlt  man  also  beliebig  eine  zwischen  0  und  1  liegende  GrroJBe  6 
und  nimmt  man  dann  fur  c  den  grofieren  der  beiden  Ausdriicke  (1) 
und  (6)  —  der  Ausdruck  (7)  braucht  nicht  berucksichtigt  zu  werden? 
well  er  stets  kleiner  bleibt  als  (6)  —  ,  so  liat  man  far  jeden  Wert 
von  |: 
(8)  \Ep(x)\<tfV+*, 

wo    t    eine   GroBe   bedeutet;    die    der  Bedingung   0  ^  r  ^  1    geiiiigt, 
c  aber  eine  von  r  unablaangige  positive  Konstante  ist. 

262.  Der  letzte  Teil  des  Beweises  im  vorigen  Artikel  ist  nicht 
rnelir  giiltig,  sobald  p  =  0  wird.  Grleichwohl  1'aBt  sich  beweisen;  daB 
(2)  fur  r  >  0  auch  in  diesem  Falle  bestehen  bleibt  ;  allerdings  unter 
der  Beschrankung,  daB  c  nicht  von  x  unabhangig  ist. 

Ist  r  gegeben,  so  bestimmen  wir  eine  ganze  Zahl  m  von  der  Art; 


1         -4  ^~-       V      ^V. 

m  -f-  1  »i 

Aus  der  Beziehung: 

!  i  -  x  \<  £ 

folgt: 


1 


und  entsprechend  fur  7i=l;27--'3w  —  1: 


2Arf*       1   '  — 


multipliziert  man  alle  diese  Ungleickungen  miteinander?  so  erhalt  man: 


Auf  dieselbe  Weise  ergibt  sich: 
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Nun  hat  man,  je  nackdeni  |  %  1  ist,  %n  <L  ¥  oder  %m+1  <^  |r;  fur 
alle  Werte  yon  |  gilt  folglich: 

263.     Wir  haben  bemerkt,    daB,   wenn  A  nicht    ganzzatlig    ist, 
p  <  I  <j)  +  1,  wenn  >l  dagegen  ganzzahlig  ist,  1  =£>  oder  A  =p  +- 1  ist. 

Man  kann  hinzufiigen,  daB,  wenn   ^—  konvergent  ist,  A>jp,  wenn 

divergent,  I  <  p  +  1  ist. 

Es  liege  demnach  eine  gauze  Funktion  yom  Range  j)  yor,  die 
wir  liberdies  als  einfach  (Art.  209)  yoraussetzen: 


Wir  nehmen  die  Reihe   J^ —  zunachst  als  konvergent  an.    Dann 
ist  I  > p  und,  wenn  man  A  —p  +  r  setzt  (Art.  261): 

•(t 


Nach.  Wahl   einer  beliebigen  positiyen  GroBe  ?/    lafit   sich   eine 
Zanl  n  yon  der  Art  angeben,  daB: 


mitnin: 


A  =  n  +  1 


•  2e  ; 


wird.     Naeh  Wahl  einer  positiven  GroBe  6  <  t  hat  man  ferner: 


Bestiinmen  wir  Q  so,  daB: 
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wird,  so  erhalt  man: 


*  —  <7  j.£  -H  0 


mithin.  fur  jedes  |  2>  p: 


nv  (*' 
Ev(^ 


<e 


1st  also  TI  gegeben;  so  lafit  sicli  Q  in  der  Weise  bestimmen,  da6> 
fur  jedes  |  ^  ^>: 

(i)  !/•(*)  K^ 

wird,  woraus  folgt  (vgl.  Ania.  2  S.  230)  : 

(2)  \f(x)\«?  +  *    fur     g^p. 

cc     ^ 

1st  dagegen    ^~i  divergent,  so  1st  1  <p  +  1.    Wahlt  man  s  sor 

A=l  7/i 

daB   I  +  -^-  <_^)  +  1;  so  hat  man: 


Nimmt  man  p  so,  daB: 

< 

so  ist: 
mithin  auch: 


ftr 


Erinnern  wir  uns  der  Definitionen  des  Art,  259,  so  laBt  sich.  die 
gefundene  Beziehung  so  aussprechen:  Ftir  eine  einfache  Funktion 
ist  der  >l-Index  niemals  kleiner  als  der  v-Index. 

Der  Satz  erstreckt  sich  unmittelbar  auf  Normalfanktionen 
(Art.  209). 

Ist  namlich  g(x)  ein  Polynom?  dessen  Grad  <^p  sein  moge?  so 
laBt  sich  fur  A  ^>  p  ein  Wert  B  von  der  Art  angeben,  daB  ftir  jedes- 
I  >  E  (vgl.  weiter  unten  Art.  270): 
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ist.     Nimmt  man  e  >  z,  und  g  so  groB,  dafi  2  <  %*'~s  wrrd,   so   ist 
demnaeh: 


Also:  Fur  jede  Normalfunktion  ist  A  ^  v. 

264.    Elie  wir  weitergehen,   inoge    erst  noch    ein  Hilfssatz   aus 
der  Tkeorie  der  Eeihen  aufestellt  werden: 


Ist         bh  eine  konvergente  Reihe  mit  abnelnnendeii  posi- 

h  =  l 

tiyen  Gliedern,  so  hat  man  Km  hbh  =  0;   umgekehrt  ist;  wenn 

7i  =  M 

hbk,  wahrend  Ji  unbegrenzt  waclist7  innerlialb  eadliclier 

DO 

Grenzen  rerbleibt;  die  Reihe  ^b%  konrergent  £iir  jedes  a>  1. 

A  =  l 

Zunaclist  liefie  sich,  falls  lim  libh  nicht  gleich.  Null  ware?   eine 

h  =  oo 

positive  Grofie  (?  yon  der  Art  angeben,  daB  fur  unendlich  viele 
7^-Werte  Jtbh>6  oder  also  ?>^>T-  sein  wiirde.  Nimmt  man  daher 
irgend  einen  Index  m  an7  so  lieBe  sich.  ein  Index  n  >  2  in  angeben, 
fiir  den  l)n  >  —  sein  wiirde.  Da  aber  6/w+1  ^  Z>m+2  ^  •  •  •  ^  bn,  so  folgt: 


was  mit  der  Bedingung  der  Konvergenz    der  Reine  in  Widerspruch 
steht. 

Setzt   man   umgekehrt   li'b^^K  voraus   fiir   alle  Werte   von   h, 
so  folgt: 


mithin: 


0 

da  aber  die  Reine  rechts  konvergent  ist;  so  ist  es  auch   ^&A- 

A=l 

Der  eben  bewiesene  Hilfssatz  gestattet  uns;  fiir  den  A-Index  eine 
zweite  Definition  zu  geben. 
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Man  kann  namlicK  sagen?  A  trenne  die  ZaHlen  p;  welch  e  der  Be- 
dingung: 

T  7&  C 

lim  -„  =  0 

h  =  *yh 

geniigen,  von  denjenigen,  die  ihr  nicht  geniigen. 

265.  1st  f(x)  irgend  eine  ganze  Funktion,  die  iin  Anfangspunkte, 
wie  wir  der  Einfacliheit  lialber  voraussetzen  wollen,  den  Wert  1  an- 
nimmt;  und  sind  wie  gewohnlich  c1?  c%,  -  -  •  ihre  Nullstellen,  so  kann 
man  fiir  jedes  beliebige  n  schreiben: 


11 

=  -4—  IT  &  - 


wo  <p(x)  eine  zweite  ganze  Funktion  ist,  die  ini  Anfangspunkte  den 
Wert  1  besitzt  und  deren  Nullstellen  cw+1?  cw+2?  -  •  •  sind.  Da  das 
konstante  Grlied  yon  <p(x)  gleich  1  ist,  so  ist  (Art.  128),  wenn  $ 
irgend  eine  positive  GrroBe  bezeiclmet: 

«p) 


Erinnern  wir  uns  der  Definition  des  i>-Index;  so  gilt: 

fiir  jedes  @?  das  groBer  ist  als  eine  bestimmte  GrroBe  r.    Nehmen  wir 
n  so  groB,  daB: 


wird,  so  konnen  wir  alsdann: 

V  -  (<>  +  1)7, 
setzen.     Bedenken.  wir  ferner,  daB  fur  h  <£  n  und  |  x  \ 

^  ?  —  /A  ^  Q  ~  Yn  =  en, 


mitWn: 


M 


^  JL 


ist;  so  erhalten  wir  sclilieBlich: 


240     Dritter  Teil.    Erganzimgen  zur  Theorie  der  analytisclien  Funktionen. 


oder  auch: 

woraus  folgt: 
2) 


Es  verbleibt  also  -~-s  unterhalb  einer  festen  Grenze;  nach  dem 
vorausgeschickten  Hilfssatze  konvergiert  mithin  J^-^+^  ^lr  Je<^es 
a  >  1  oder,  was  mit  Riicksicht  auf  die  Willkiirlichkeit  von  £  dasselbe 

vrr       ^  j 

CC  - 

ist,   ^-777  konvergiert  fur  jedes  s  >  0.     Daraus  folgt  v  I>  A,  d.  L: 

Fiir  jede  beliebige  ganze  Funktion  ist  v  ^  L 

Yerbindet  man  dieses  Ergebnis  mit  dem  in  Art.  263  gewonnenen, 

so  darf  man  schlieBen: 

Fur  jede  Normalfunktion    (insbesondere   auch   fur  jede 

einfache  Funktion)  ist  A  =  v. 

266.  Fiir  den  soeben  bewiesenen  Satz  lafit  sich  ein  zweiter,  sehr 
einfacher  Beweis  geben. 

Wir  haben  gefunden  (Art.  244): 


wo  6  irgend  eine  Zatl  bedeutet,  die  groBer  als  2  ist,  n  aber  die  An- 
zatl   der  Kullstellen  der  betrackteten  Funktion  ist,    deren   absoluter 

Betrag  <  |-  ist.     Ist  Q  so  groB,  daB: 


wird;  so  nab  en  wir,  wenn  mr  bedenken;  daB  Q  <  ^^n+1  ist: 


daraus  aber  ergibt  sich,  daB  -7^-7  unterhalb   einer  bestimmten  end- 

Vn  +  L  n  +  1 

lichen  GroBe  yerbleibt.     Dasselbe  laBt  sich  offenbar  yon    ~~~    0<ier 

n  Vn+*  , 

auch  von  —  —  behaupten;  woraus  folgt  (Art.  264);  daB,  wenn  s  >  «,. 


Y 


v-+g>-   konvergiert  oder  aber,  daB  A<Jv  ist 
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267.  Bezeichnen  wir  init  in($)  den  kleinsten  absoluten  Wert 
von  f(x)  auf  der  Kreislinie  vom  Radius  $  um  den  Anfangspunkt,  so 
gilt  folgender  Satz: 

1st  f(x)  eine  einfache  ganze  Funktion,  so  lassen  sich, 
wenn  s  und  Pi  gegeben  sind,  Werte  Q>H  angeben,  fiir 
welche: 

».(p)  >  e-?i+s 
wird. 

I.   Nehmen  wir  zunachst  an,  die  Funktion  sei  Oteu  Ranges. 

1st  irgend  eine  Zahl  N  gegeben,  so  laBt  sich  eine  Zahl  n  >  N 
von  der  Art  linden,  daB  yn+l  —  yn  >  2  ist.  LieBe  sicn  namlich  ein 
Index  h  von  der  Art  angeben,  daB  von  ihm  ab  die  Differenzen 
yn+1  —  yn  samtlicli  <I  2  sein  wiirden;  so  daB: 


so  wurde  daraus  folgen: 

>^_  +  _^_  +  _i_a.  +  ..._ri_2[i  +  |  +  ^  +  . 

da  aber  die  letzte  Reihe  divergiert,  so  wtirde  die  Funktion  nicht 
0-ten  Ranges  sein.  Dies  vorausgeschickt,  1'aBt  sich  auf  der  Strecke 
ynyn+i  auf  unendlich  viele  Arten  ein  Punkt  wahlen,  der  um  mehr 
als  1  sowohl  von  yn  wie  von  yn+^  entfernt  ist;  dieser  Punkt  ist  um 
mehr  als  1  von  alien  Punkten  y  entfernt.  Ist  also  irgend  eine  GroBe  r 
gegeben,  so  lassen  sich  Werte  |  =  |  x  \  >  r  von  der  Art  angeben,  daB : 

=°      i 
Dem  Hilfssatz  des  Art.  264  zufolge  1'aBt  sich,  da  die  Reihe   ^ - 


konvergent  ist,  ein  Index  n  von  der  Art  angeben,  daB  fiir  jedes  Ji*^>  n 
— —  <  1  oder  auch  h  <  ^  +  y  ist.    W'ahlt  man  x  so;  daB  |  >  yn  ist 


tind  der  Bedingung  (1)  geniigt,  und  setzt  man  voraus,  daB: 

/C)\  ^      f)fc      ^      Af 

wo  sicherlich  Jc^n  und  sonach: 

S  f 
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ist?  so  kann  man  schreiben: 


Mit  Rucksicht  auf  (1),  (2);  (3)  ergibt  sich  alsdann: 

t  i 


A  =  l 


Beachtet  man  ferner,  daB  (Art.  145  ,(5;)  6>~M<1  — y  for  0<^<1 
oder  anch  e"-u<l—  u  fiir  0<M<y7  und  bedenkt  man?  da6  ~<  2 
fur  h  >  A',  so  hat  man: 


co        ^ 

wo  der  Kurze  wegen  2]£  -  -  =  S  gesetzt  worden  ist.    1st  A  <  1  und 

A=fc+l ^ 

wird  aucn  A  +  —  <  1  vorausgesetzt,  so  hat  man  fiir  h  >  &: 


mithin : 

."     « 

-Ss      ~* 

\fs(x)\>e  "W     » 

00  -£ 

wo    2^ ==  3^  gesetzt  worden  ist.     Also  ist: 

*=s*  +  1yj[  +  T 

€ 

(4)  [/"(a;)  |  >  e-(»e +T»sf-*«' 

und  aueh  fur  A  +      <1: 
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s 

Da  andrerseits  £      2  >  |  fur  Z  +  —  >  1,  I  >  1  ist;  so  folgt  aus 
(4)  unter  diesen  Voraussetzungen: 


Es  laBt  sich  also  fur  alle  Falle  sckreiben: 


wo: 


und  c  die  Konstante  S  oder  T  bedeutet. 

Nun  wissen  wir  (Art.  146),  daB  sich,  walirend  die  positiye  GroBe  u 

unbesckrankt  zunimmt.  ~^—  fiir  jedes  n  der  Null  nahert.     Das  be- 

11 

deutet,  daB  sich  nach  Annahme  einer  willkiirlichen  GrroBe  &  stets  ein 
Wert  r  ron  der  Art  augeben  laBt,  daB  ^  g-  •  -  <  (5  fiir  jedes  w  >  r. 
Machea  wir: 

2  -  1 


rt^      ^__     ___^ 

n  —  — 


so  ist  fiir  u  >  r: 


-oder  auch: 


und  hieraus,  wenn  -^  =  £  gesetzt  wird,  fiir  jedes  |  >  -^-  : 


-woraus  schlieBlich  folgt: 
Tind: 


16* 
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was  sicli  auck  folgendermaBen  sckreiben  laBt: 

m(Q)>c-^s. 
II.   Wir  setzen  jetzt  die  Funkticm  als  vom  Range  p  >  0  yoraus: 


bezeicknen  wir  mit  o  eine  primitive  (p  +  l)te  Einlieitswurzel,   so  1st 
offenbar: 


wo   y  =  xp+l   ist.     Die   Funktion   F(y)    ist   eine   einfacke   Funktion 
Oten  Ranges;  ihr  Jl- Index  ist  .     Nimmt  man  also  S  beliebig  an, 

so  lassen   sich   nack  dem    oben  Bewiesenen  Werte  y  =  |  y   >  S  von 
der  Art  finden,  daB: 


oder  aber;  wenn  man  bedexikt;  daB  ^ 


ist.     Da  andrerseits  (Art.  265)  fur  jede  einfache  Funktion  v  =  I  ist, 
so  nat  man  far  ein  ninreichend  groBes  |,  z.  B.  fur  |  >  ^: 


Daraus  folgt^  daB  sick  stets  Werte  x  finden  lassen  ,  deren   abso- 
luter  Betrag  grSBer  ist  als  die  groBere  der  beiden  Zahlen  Q, 
und  fur  die: 


ist.     Endlick  konnen  wir  eine  Zakl  P  von  der  Art  finden,   daB  fur 
«>P: 

€ 

jp  4-  K  i¥ 
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ist.  Wir  konnen  folglich,  wenn  wir  init  S  die  groBte  der  drei  Zahlen 
Q,  P+Y~S,  P  bezeichnen,  den  SchluB  ziehen,  dafi  es  stets  moglich  ist, 
bei  beliebigem  E  Werte  x  von  groBerem  absolutem  Betrage  als  E  zu 
finden,  fur  die: 

\f(x)\>e-?+s 
wird. 

268.    Fur  den  Fall,  daB    ^\  konvergiert,  laBt  sich  ein  Satz 

A=I  ^h 

aufstellen,  welcher  den  des  vorigen  Artikels  umfaBt  (vgl.  Amn.  2 
S.  230),  namlich: 

00   i 
Ist  f(x)  eine  einfache  Funktion  und   konvergiert    ^—  , 

A=I  ^'A 

so  lassen  sich  bei  beliebig  gegebenen  e  und  H  Werte  Q>R 
finden,  fur  welche: 

<m(o)  ><?-«/ 
ist. 

I.    Wir  nehinen  zunachst  p  =  0  an. 

a   l  °°      i 

Da    ^S~j  kouvergiert;  walirend    ^  r^f  divergiert1)^   so   ist  fur 

A  =  I  yh  A  =  I 

unendlict  viele  Werte  von  Jt: 

jh       tl 
* 


Da  andrerseits  (Art.  264)  lim-^  =  0,   so   wacnst  -,7-  gleichzeitig 

h  =  t»7h  tl 

mit  h  unbegrenzt,  und  es  laBt  sick  folglicL.  (Art.  146)  ein  Wert  von  h 
angeben,  von  dem  ab: 


wird.     Daraus  folgt: 


oder  auch: 


1)  Cesaro-Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  133. 
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Hiernacli  nehrne  man  eine  Zahl  &  von  der  Art  an?  daB: 


und   eine   GroBe   6  >  2  und  wahle   x   so;    daB    |   von   alien   yA   ver- 
scliieden  und: 

T<«<T 

wird;  ferner  werde  mit  6  eine   GroBe  bezeicnnet,  die  kleiner  ist  als 

n 

(7 

selben  Eigensclaaften  besitzen  wie  die  yh,  so  haben  wir  fur  unendlici. 
viele  Werte  von  h: 


i-  und  als     x  —  c,       x  —  c»     •  •  •.  j  x  —  ck  \.     Da  die   GroBen  —  die- 

Q  -I  G 


71  * 

g~ 


Es  ist  dann: 


-ilg- 


mithin;  wenn  ft  hinreichend  groB  ist: 


Da  ferner  --  -  <  —  fur  A  >  fc  ist,   so  ist  wegen  (5)  des  Art.  145 

^h 
(vgl.  den  vorigen  Artikel): 


>el 


und  folglich,  da  A  <^  1 : 


'>e 


Es  ergibt  sich  daher  scMeBlich: 
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wofiir  man  auch  sckreiben  kann: 


II    Wir  nelimen  jetzt  p  >  0  an. 

Indem  wir  die  Bezeichnungen  des  vorigen  Artikels  beibehalten, 
haben  wir  in  dem  vorliegenden  Falle: 


wo  wir       ,       anstatt  8  gesetzt  haben;   andrerseits   ist   wegen  (1)   in 
Art.  263: 


\f(a>x) 
mittin: 


269.  Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion,  und  sind  nacb.  An- 
nabme  einer  willkiirlicben  GroBe  E  Werte  9  >  E  yon  der  Art 
vorhanden,  daB  der  reelle  Teil  von  f(x)  ftir  alle  Punkte  der 
Kreislinie  vom  Radius  Q  um  den  Anfangspunkt  kleiner  ist 
als  c$G  ,  wo  c  und  6  positive  GroBen  sind,  so  ist  f(x]  ein  Poly- 
nom^  und  zwar  ist  sein  Grad  <[  ^;  gilt  ferner  diese  Bezienung 
fiir  jede  beliebige  positive  Grofie  c,  so  ist  der  Grad  des 
Polynoms  <  6. 

00 

Wird  f(x)  =  ^a^  gesetzt,  so  hat  man  (Art.  129,  (3)): 


xmd,  da  in  unserm  Falle  0(9)  <^c$e  ist: 


Nun  Tafit  sich;   welches  auch  die  positive  GroBe  %  sei?   ein  so 
groBes  8  finden,  daB  ftir  jedes  Q  >  S: 


wird;  man  hat  alsdann  fiir  unendlich  viele  Werte  von  Q,  die  groBer 
sind  als  S: 


248     Dritter  Teil.    Ergauzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

Daraus  folgt  zunachst,  daB  ar  =  0  fiir  r>#;  ferner  hat  man, 
wenn  c  beliebig  klein  sein  kann,  auch  ar  =  0  fiir  r  =  0.  Damit  ist 
unser  Satz  bewiesen. 

270.    Urngekehrt:  Ist  y(x)  ein  Poljnom  vom  Grade  q\ 


so  laBt  sich  nach  Wahl  einer  positiyeu  Konstanten  c 

ein  Wert  E   von    der  Art    angeben,    daB    fur   jeden   Wert 

%  =  \x   >R: 

(1)  $lg(x)<c& 

wird;  es  lafit  sick  ferner  nach  Wahl  irgend  zweier  positiven 
Konstanten  6,  e  ein  Wert  S  von  der  Art  angeben;  daB  fiir 
jedes  |  =  \x  >  8: 

(2)  ftg(x)«t&+' 
wird. 

Man  hat;  wenn    &A|  =  $h  gesetzt  wird: 


(3) 

1st  c  =  flfj  +  r;  so  hat  die  Grleichung: 


A  =  0  ,  h  =  0 


nach  dem  Descartesschen  Satze  eine  einzige  positive  Wurzel  R,  und 
ihre  linke  Seite  ist  fiir  jedes  |  >  J2  positiv^  so  daB  (1)  wegen  (3) 
durch  jedes  £  >  E  erfiillt  wird. 

Setzen  wir  nun  yoraus?  wir  hatten  willkiirlich  eine  GroBe  c  >  /3, 
angenommen  und  die  entsprechende  R  bestimmt?  so  konnen  wir  eine 
positive  GroBe  J2'  finden,  die  der  Grleichung: 

c  =  <5R'S 

geniigt;  wo  <y  und  e  beKebig  gegeben  sind.  Man  hat  alsdann  fiir  iedes 
i>J^: 

c  <  tf  i% 

und  somit  fur  jedes  £?  das  groBer  ist  als  die  groBere  der  beiden 
Zahlen  J2,  R': 


Neuere  Untersuchungen  tiber  die  ganzen  Funktionen  249 


woraus  wegen  (3)  die  Forruel  (2)  folgt. 

Es  moge  beuierkt  werden,  daB  sicli  aus  dem  Beweise  ergibt: 


1st  s'  eine  beliebig  Heine  positive  GroBe,  so  hat  man  fur  £  >  1, 
•wenn  m  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  groBer  ist  als  =-^~,-  -  : 

!*+•<(£••)*, 
folglich  wegen  Art.  146  flir  hinreiohend  groBe  |: 

&2+e<e*s', 
schlieBlicli: 


D.  h.:  Fiir  jedes  Polynom  ist  der  v-Index  Null1). 

Es  liege  wiederum  ein  Polynom  g(x)  vor;  durch  die  Substitution 
y  ==  8xy  wo  0  eine  yor  der  Hand  noch  unbestimmte  positiye  GroBe 
bedeutet?  geht  g(x)  wiederum  in  ein  Polynom  Gr(y)  tiber.  Es  lafit 
sicn  alsdann  nach  Wanl  einer  willktirliehen  GrroBe  a  ein  Wert  S  von 
der  Art  finden,  daB  fiir  i  y  =  77  >  S  stets: 


wird  (der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  hier  6  =  1).     Daraus  folgt 

\g(x)   <e**'?'. 

1)  Diese  Eigenschaft  kommt  nicht  ausschliefilich  den  Polynomen  zu.    So 
ist  z.  B.  fiir  die  einfache  Funktion: 


wo  c  eine  beliebige  positive  GroBe  bezeichnet,  Z=0,  und  folglich  i'  =  01  da  ja 
die  Eeihe: 

CO 

y    l 

^  /7Tir^*«" 

A=l  (1  +C) 

fiir  jedes  noch  so  kleine  positive  s  konvergiert. 
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Nehmen  wir  £  willkurlich  an  und  bestimmen  dann  6  inittels  der 
Grleichung: 

£  =  6*', 

so  1st  fur  jedes  £  >  -r-  : 


271.  Die  bisher  bewiesenen  Satze  setzen  uns  in  den  Stand,  die 
zwischen  dem  A-Index  und  dem  v-Index  einer  beliebigen  ganzen  Funk- 
tion  bestehenden  Beziehungen  mit  ziemlicher  Grenauigkeit  festzustellen. 

1st  f(x)  eine  ganze  Funktion,  deren  v-  Index  und  folglich  auch 
A-Index  (k^v,  Art.  265)  endlich  sein  moge;  so  konnen  wir  setzen: 

(1)  f(x)  -  <*&<p(x), 

wo   cp  (x)   eine   einfache  Funktion  yom  endlichen  Range  p  \  = 

{  ^  A.  —  1 

bezeichnet.  Da  der  A-Index  nur  von  den  Nullstellen  abhangt,  so  besitzt 
er  ftir  beide  Funktionen  f(x),  (p(x)  ein  und  denselben  Wert.  Man 
hat  also  fur  unendlich  yiele  beliebig  groBe  Werte  yon  §  (Art.  267): 


und  daraus;  weil  k<zV: 


Andrerseits  hat  man  zufolge   der  Definition  des  o>-Index  ftir  alle 
hinreichend  grofien  Werte  yon  £: 


Daraus    ergibt    sich   fur   unendlich   yiele   beliebig    groBe  Werte 
yon  g: 

yw|<^+-, 

oder  auch: 


mithin  ist  (Art.  269)  g(x]  ein  Polynom  yon  einem  Grade  q^v]  d.  h.: 

Jede  ganze  Funktion  mit  endlichem  v-Index  ist  eine 
Funktion  yon  endlicher  Hohe. 

Umgekehrt: 

Jede  ganze  Funktion  yon  endlicher  Hohe  besitzt  einen 
endlichen  v-Index. 

Es  liege  wiederum  die  Funktion  (1)  yor,  in  der  g(x)  ein  Polynom 
yom  Grrade  q}  9(4?)  aber  eine  einfache  Funktion  yom  Range  p  sein 
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moge.  Der  Z-  Index  von  <jp(#)  ist  dann  endlich,  weil  er  zwischen  p 
und  p  +  1  liegt,  der  v-Index  ist  aber  ihm  gleich,  so  daB  far  hin- 
reichend  grofie  Werte  von  |: 


wird.     Ferner  ist  (Art.  270) 

mithin: 

) 
und  folglicL.: 


Nennt  man  6  die  groBere  der  beiden  Zanlen  A7  ^;  und  nimmt 
man  |  so  groB,  dafi: 

%*'-*>  2 

wird;  wo  f'  willkiirlich;  aber  groBer  als  e  ist,  so  nat  man: 


so  daB  v^d  ist.     Also  ist  v  die  groBere  der  beiden  Zahlen  A,  {/. 

Ist  v  nicht  ganzzahlig,  so  ist;  weil  q  nicht  gleicn  v  sein  kann? 
A  =  v,  und  die  Hohe  der  Funktion  ist  die  groBte  ganze  Zahl  unter- 
halb  v. 

Ist  v  ganzzanlig,  q  aber  kleiner  als  v,  so  hat  man  ebenfalls  A  =  a/; 

00        ^ 

die  Hohe  ist  daher  v  oder  1;—  -1,  je  nachdem   J^—  divergiert  oder 

A=l  ^A 

konvergiert.     Im  zweiten  Falle  hat  man  (Art.  2(33): 


da  aber  auch  (Art.  270): 
so  folgt  daraus: 


wofiir  man  auch  sctreiben  kann: 

M  (Q)  <  e^v. 

1st  v  ganzzahlig  und  q  =  v,  so  ist  A  <^  v,  und   die  Hohe  ist  v 
Bezeichnet  also  r  die  Hohe;  so  kann  man  schlieBen: 
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1st  v  nickt  ganzzaklig,  so  ist  I  =  v,  r  =  E(v)L). 
1st  v  ganzzaklig,  okne  dafi  die  Beziehung: 


bestekt,  so  ist  A  <^  v,  r  =  a/;  dagegen  ist,  wenn  diese  Be- 
ziekung  bestekt;  entweder  l<Lv,  r  =  v  oder  1  =  v,  r  =  v  —  1. 

Kiirzer: 

Die  Hoke  einer  ganzen  Funktion  ist  fiir  ein  ganz- 
zakliges  v  entweder  ikrem  v-Index  gleick  oder  um  eine 
Einkeit  kleiner  als  dieser. 

272.  Zu  genaueren  Ergebnissen,  als  die  des  Art.  263  sind,  fiikren 
uns  die  Satze;  die  wir  in  diesem  und  den  folgenden  Artikeln  ent- 
wickeln  wollen. 

Ist  f(x)  eine  einfacke  Funktion  und  soil  fiir  eine  be- 
stiminte  positive  GrroBe  0  und  fiir  kinreickend  groBe  Werte 
yon  ^>: 

sein;  so  ist  notwendig;  daB: 

lini  -a  =  0 

ist. 

Nack  deniselben  Yerfakren  wie  in  Art.  265  erkalt  man;  wenn 
nickt  Yon  Forrnel  (1)  in  jenem7  sondern  yon  Formel  (1)  in  diesem 
Artikel  ausgegangen  wird;  anstatt  (2)  die  Beziekung: 


womit  der  Satz  bewiesen  ist. 

273.    Ist  f(x)  eine  einfaeke  Funktion  vom   Range  p  und 
kat  man,  wenn  p  <  6  ^p  +  1: 


(1)  Km  -*-  -  0, 

A«    ^l 

so  ist  fur  kinreickend  groBe  Q  auck: 

(2)  Jffo)<e< 

1)  Man  bezeiclmet  bekanntlich  mit  E(v)  die  grofite  in  v  entkaltene  ganze 
Zanl. 
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I.    Wir  setzen  zunachst  p  =  0;  mithin  0  <  e1  <I  1  voraus. 

1.  Ist  6=  1;  so  gilt  notwendigerweise  die  Grleichung  (1)  auf  Grund 

00   1 
des   Hilfssatzes    in  Art.  264   und    der  Konvergenz   der  Reihe   ^—  • 

Ferner  erhalt   man   infolge   der  Konvergenz   dieser  Reihe    und;   weil 

I  ^  1?  wegen  (1)  in  Art.  263,  die  Formel  (2). 

2.  Es  sei  (3  <  1.    Nach  Voraussetzung  lafit  sich  ftir  ein  beliebiges 
d  eine  Zahl  m  von  der  Art  bestirnmen,  daB  fiir  jedes  h  >  m: 


wird.     Andrerseits  kann  fiir  ein  noch  so  grofies  |  eine  ganze  Zanl  >?- 
yon  der  Art  gewahlt  werden;  daB: 

(4)  %  n  -  1<  (J^  <;  n 

wird.     Wir  konnen  weiternin  §  so  groB  voranssetzen;  daB  n  >  2  und 
m  <  w  ist;  dann  sckreiben  wir: 


ft*)  =I7(1  -  ?)  •  IT  f1  -  f  )  •  IT  f1  -  c? 

i=-^  V  C7,  /  ftf^A  CA/  Af  ^A  CA 


Da  /i(n?)  ein  Polynom  ist,  so  hat  man  (Art.  270)  fiir  jedes  |,  das 
eine  bestimmte,  lediglieh  von  m,  y17  y*:  •••,  ^w  und  <J  abhangige  GrroBe 
jR  iibertrifft: 


Wegen  (3),  (4)  ist  ferner: 


nun  ist  offenbar  fiir  jede  positive  Zahl  x: 


n\ 
mittin: 
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Es  1st  aber: 

H<<Jgff+l,      tfl^l, 
raithin: 

n<2S¥ 

und: 


Endlich  ist  ivegen  (3): 


= 

\  ill 

mithin,  da  ^  >  1  +  ^  ^  x  >  0: 


1 


Nun  ist,  wena  r  eine  positive  GroBe  bedeutet: 


wo  «  eine  Zahl  ist;  die  lediglich  yon  %  abhangt1).     Man  hat  sonach 
in  unserem  Falle: 


1)  Bestimmen  wir  "k  so,  daB : 

a 

so  konnen  wir  sehreiben: 


1~* 


Nun  ist: 
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imd  wegen  (4): 


woraus  sich  scnlieBlich  ergibt: 

| /•,( 
mad: 

IfC^K 

Wahlt  man  also  d  so;  daB: 
so  hat  man: 


eine  Ungleichung,  die  mit  (2)  gleichbedeutend  ist. 

II.    Wir  setzen  jetzt  p  >  0  voraus. 

1.   Ist  <5=p  +  l,    so    gilt   die   Grleichung  (1)   notwendigerweise 
auf  Grand  des  Hilfssatzes  in  Art.  264  und  wegen  der  Konvergenz  der 

05     1 
Reihe    ^ — -j.     Ferner   erhalt   man   infolge  der  Konvergenz    dieser 

%  -_  i  y  J 

Reihe  und?  weil  I  <^p  +  1  ist,  wegen  (1)  in  Art.  263  die  Formel  (2). 


mithin : 

.        1       \        2*  +  1-l      1 


oder  einfacker: 
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2.    1st  p  <  (5  <p  +  1  nnd  setzt  man  wie  Mlier: 


so  hat  man  (Art.  261)  nach  Annahme  irgend  eines  <?',  das  kleiner  als 
aber  groBer  als  p  ist;  fur  jeden  beliebigen  Wert  von  £: 


wo   c  eine  Konstante  bedeutet;   die  nur  Ton  p  abhangt;  ist  daher  | 
so  groB;  daB  fur  eine  willkurliche  GroBe  8: 


wird;  so  ist: 
Weiter  ist: 


h  =  m+l 

Nun  ist;  wie  friiher: 


Sodann  ergibt  sicli: 


* 

k=l 


ft 

es  ist  aber1): 


1)  Es  ist  zu  beachten  ,  dafi  —  <  1  ist.    Setzt  man  der  Einfachheit 

—  =  T,  nnd  wahlt  man  eine  Zahl  ^  so,  daB: 
er 
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. 
wo  /3  nur  von  —  abliangt,  also: 


wo  ^  nur  von  p  und  <?  abhangig  1st.     Daraus  folgt: 

/ifjff+i  +  ge^^ 
I /".(*)    <*W  ^       - 

Endlich  ist  (Art.  261,  (8),  wenn  wir  darin  t  =  1  gesetzt  denken): 


I /•»(*)!<« 

und  wegen  (3): 


/  J  \ 

(4) 

<e      "=n+ 

nun  ist  (s  oben): 


J  \ 

" 
"=n+1 


<-« 


wird,  so  hat  man: 


2--!  2-          ,__2  x.r 

21-*  —  1          21-*—  1  —  S1-^  —  1  ' 

oder  einfacher: 


"WO: 


Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Function  en.  17 
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also  wegen  (4): 


JD  +  1 

7>  =  «  +  l     ~,f" 


mitbin  : 


Aus  den  gefundenen  Beziehungen  folgt: 


wahlt  man  (^  so,  da6: 

(l  +  y 

wird;  so  hat  man: 


27-i.    Der   vorige  Satz  gilt  aucn  noch  fiir  <5=|>;  falls 

^ 

—   konvergiert  und  als  Summe  Null  hat1). 


h  =  1 


Natiirlich  muB  p  >  0  sein. 
Wir  bestimmen  mf  n  wie  frtiher^  unterwerfen  aber  n  der  weiteren 
Bedingung,  daB: 


«5 

sei.     Es  moge  dann  oresetzt  warden: 


n  co 


T    XP 

JIL 


1)  Dieser  Satz  zeigt,  dafi  die  bloBe  Betrachtung  der  absoluten  Betrage  der 
Nullstellen  nieht  ausreiclit,  nm  das  Yerhalten  der  fnnktion  im  Unendlichen  zu 
erkennen.  Jedock  weist  Boutroux  (539)  nach7  dafi  es  sicli  nur  in  dem  Falle 
eines  ganzzaKHgen  v-  Index  als  notwendig  erweisen  kann,  neben  den  absoluten 
Betragen  der  Nullstellen  auch.  noch  andere  Elemente,  namlich  die  Argumente, 
in  Betracht  zu  ziehen. 
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Man  hat: 


ferner  ist  wegen  der  Art.  2617  26^  (indem  wir  p  —  1  statt  p  schreiben 
und  x  =  1   setzen): 


wo  c'  eine  Konstante  bezel  chnet.    Weiter  ist,  wie  im  vorigen  Artikel: 


wo  B  «  Js7  £  fur  p  >  1,  dagegen  6  =  0  f iir  p  «  1  ist. 
Endlich  ist: 

Also: 

oder  auch: 

S  so  gewahlt  wird,  dafi: 


\P  P 

ist. 

275.    Beriicksicktigt  man,   daB   der  A  -Index  die  EigenscKaft  hat 
(Art.  264);  daB  fur  eine  beliebige  positive  GroBe  d: 

(1)  Km^.-O 

A  =  oo    *h 

ist;   so   gelangt  man  auf  Grand   der  bewiesenen  Satze   zu   folgenden 
Schliissen: 

Ist  f(x)  eine  einfache  Fnnktion,  so  hat  man  fiir  kin- 
reichend  grofie  Q: 


woftir  man  auch  schreiben  kann1): 


1)  Es  geniigt,  g  so  grofi  zu  nehraen,  daft  fur  d'  >  d : 

ist. 


17" 
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Gilt  (1)  auch  no  eh  fur  S  =  0,  d.  h.  ist: 
lim£-0, 

A  =  w    lh 

so  ist  zum  Bestehen  der  Beziehung: 


hinreichend.,  da8: 

a)  K  >  p,  mithin: 

entweder  I  nicht  ganzzahlig, 

oder  I  =  p  +  1,  d.  h.  ganzzahlig  und  von  der  Art  ist,  daB 

00        ^ 

J^-j  konvergiert; 

A=17A 

oc      ^ 

b)  A=j)  und    J^-j-  konvergent  und  gleich  Null  ist. 


A  =  1 


In  diesem  letzten  Falle  kann  man  sagen;   die  Funktion  yer- 
halte  sich  wie  eine  Funktion  vom  Range  p  —  1?  da  ja: 


ist. 

276.  Bisher  haben  wir  nur  die  Beziehungen  untersucht,  welche 
zwiscten  dem  A-  und  dem  v-Index  obwaltenj  wir  wollen  jetzt  auch 
den  ft-Index  betrachten. 

Wir  schicken  zwei  Hilfss'atze  voraus: 

co 

I.   1st   ^aho^  eine  bestandig  konvergierende  Potenzreihe 

A  =  O 

mit  reellen  Koeffizienten,  und  laBt  sich  nach  Annahme  einer 
beliebigen  GroBe  H  stets  ein  positiver  Wert  x  finden;  der 
groBer  als  R,  ist  und  fiir  den  die  Reihe  einen  nicht  nega- 
tiyen  Wert  hat?  so  gibt  es  unter  den  Koeffizienten  unend- 
lich  viele  nicht  negative. 

Ware  in  der  Tat  die  Anzahl  der  nicht  negativen  Koeffizienten 
endlich,  so  wtirden  alle  Koeffizienten  von  einem  bestimmten  Index  n 
ab  negativ  sein;  wtirde  dann  R,  was  stets  moglich  ist,  mittels  der 
Beziehung  bestimmt: 


so    mufite    die  Reihe   fiir  jeden  Wert  x  >  R   einen   negativen  Wert 
besitzen. 
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II.    Konvergiert  die  Reihe    J^&jj;  —  -Bft,  wo   die  bh  positiv 

A  =  O 
sind  und  &  eine  positive  GroBe  1st,  so  hat  man,  wenn  6  eine 

GroBe  bezeichnet,  die  grofier  als  1  1st: 


(wobei    die    rechtsstehenden    Reihen    als    konyergent    yorausgesetzt 
werden). 

a)    Sei  k  >  1.     Da  die  ~bh  positiy  sind,    so  hat  man,    wenn  der 

CO 

Eiirze  halber   ^7&A  =  -S  gesetzt  wird: 


mithin,  weil  fc  —  1  >  0: 

__A ^  ^ 

oder  auch: 

Summieren  wir  fiber  alle  Werte  von  A;  so  erhalten  wir: 

b)    Sei  It  <  1.     Wir  bezeichnen  allgemein  mit: 

a)  p. 

zwei  konvergente  Reihen  mit  positiven  Grliedern  und  setzen: 
Wir  haben  alsdann1): 


1)  1st  s>0  und  l>fc>0,  so  hat  man: 

^l  +  fcfr-l), 
wo  das  Grleichheitszeiclien  nur  fiir  5  =  1  gilt.  —  Es  geniigt,  diese  Formel 
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mi  thin: 

Q*JVi  £  A  +  ^  (|  ft-**)  -  C1  -  * 
oder  aueh: 


woraus   si  eh  dureh  Summierung  in  bezug  auf  h  und  mit  Rftcksicht 
auf  (1): 

(2)  )2TA'l^^i(l-^+  /-i*--?1-*^ 

ergibt.     Setzen  wir  nun: 

mithin: 


fur  den  Fall  eines  rationalen  A  zn  lieweisen,  well  man  ja  in  bekannter  "Weise 
von  diesem  Falle  zu  dem  eines  irrationalen  k  gelangt. 

Es  sei  also  &  =  —  ,  wi<[n.     Setzt  man  s=»^,  so  hat  man: 

n 

f--  1       tm  —  l       i  +  t  +  f  +  '-.  +  t"-  l      M 


Die  ersten  m  Glieder  von  N  bilden  M.    Schreiben  wir  N  —  JI—.R,   so 
haben  wir  fur  51: 


,  -,  -    -^  -^--., 

^  '^  "^^  s*  _  ,  i  Jbf  ^*-  m        A; 

oder  auch: 


Nun  ist,  je  nachdem  5^1,  5  —  1^0,  mithin  in  jedem  Falle: 
•  sk  —  l<A-(s  —  1), 


oder  auch: 

Fiir  s=l  verifiziert  man  immittelbar,  daB: 
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so  folgt  aus  (2): 


277.     Es    sei   f(x)  =  ^ah%?    eine    ganze   Funktion    und 

;i  =  o 

ah  =  a;J.    LaBt  sicli,  wenn  ^1;  c;  6  positive  GrroBen  sind;  eine 
Grrofie  R  von  der  Art  Ibestimmen,  daB  fur  jedes  Q  >  R: 

(1) 

wird;  so  ist  alsdann1): 


(2) 


h  =  00 

oder?  was  dasselbe  ist  (s.  Art.  259?(1)): 


(3) 


A  =  oo 

Aus  (1)  folgt  (Art.  128): 


Ist  R  irgendwie  gegeben;  so  nehmen  wir: 


dann  ist: 

1 

^    Ae° 


1)  Es  sei  daran  erinnert  (vgl.  Art.  113),  dafi  dies  nichts  anderes  bedeutefc 
i    _i_ 

als:  Die  Produkte  ha  K£  iibertreffen  fiir  jedes  h,   das  grofier  ist  als  eine  "be- 
stimmte  endliche  Grenze,  eine  Grofie  nicnt,  die  urn  noch  so  wenig  groJBei  ist 
_l_ 

als  (ecff)a  .    Entsprechend  driickt  Formel  (2)  des  folgenden  Artikels  aus,  daB 
es  beliebig  groBe  Werte  von  h  gibt,  fur  die  diese  Produkte  nicht  Meiner  sind  als 

eine  Grotfe,  die  nm  noch  so  wenig  kleiner  ist  als  (ecs)G  . 


264     Dritter  Teil     Erganzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 
mithin: 


_      _  _ 

und  schlieBlich,  da  lira  Ah  =  lira  Ah  =  1  fiir  jeden  "beliebigen  Wert  A 

ist:  A  =  c°  A  =  c° 

_  /  1  i\  i 

Mm  \hffa*J  <^(ec<5}G. 


278.    Gibt  es  bei  beliebigem  E  Werte  ^)  >  JR7  fiir  die: 

(1) 

wird,  so  ist  alsdann: 

_ 

(2)  Hm  Uff« 
A= 

oder;  was  dasselbe  ist: 

(3)  Im 

A  =  « 

a)  Sei  6  =  1;  so  daB  sich  (1)  auf: 


JL_ 


reduziert.     Es  gibt  somit  Werte    x    =  p?  fiir  die: 

1/^)1 

ist:  nm  so  mehr  h.at  man: 


Ji   h 


oder  auct: 


A  =  0 

Daraus  folgt,  nach  dem  Hilfssatz  I  des  Art.  27  6,  daB  fiir  unend- 
licL.  viele  Werte  von  h: 

K">ACM 

oder  auch: 

i_         i_ 

(h\cch)h>Ahc 
ist;  woraus  sich: 
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i 
lira  (hloch}k  ^>  c 


ergibt;  das  ist  aber  Formel  (3)  fur  tf  =  1. 

b)  Sei  <5<1.     Nehmen  wir  in   dem  Hilfssatz  II  des   Art.  276: 


so  ernalten  wir: 


Nun  hat  man;  wie  oben: 

f5) 

mithin  wegen  (4): 


oder  auch: 


woraus  sich  nach  dem  Hilfssatz  I  die  Formel  (3)  ergibt. 
c)  Sei  6  >  1.     Nehmen  wir  im  Hilfssatz  II: 
l 

so  erhalten  wir: 


mithin  wegen  (5): 


A=0 


woraus  nack  dem  Hilfssatz  I  folgt: 


lim 

/J  =00 
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Da  aber  6  von  1  um  noch  so  wenig  differieren  kann,  so  ist  die 
jefundene  Beziehung  mit  (3)  gleichbedeutend. 

279.    Aus  den  beiden  letzten  Satzen  ergibt  sich  im  besondem: 
LaBt   sich  fur  ein  beliebig  kleines   £   stets    ein   ent- 

sprechender  Wert  E  von  der  Art  angeben,  daB  fur  jedes 

?  >  J2: 

Jf  (p)  ^  0<t* 

wird;  so  ist: 

(  A  -\          r) 
lim  Uff<J  =  0     ; 

A  =  « 

kann  dagegen  ein  £  yon  der  Art  angegeben  werden,  daB  fiir 
beliebig  groBe  Werte  yon  Q: 


wird;  so  ist: 

_  _ 
lim 

A  =  co 

Hit  andern  Worten: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir;  dafi 
sich  fiir  jedes  beliebig  kleine  £  ein  E  von  der  Art  finden 
laBt,  daB  fiir  jedes  p  >  E: 

(1)  M(<ft  £  &<P 

wirdj  lautet: 

lim  (h<i(x*J  =  Q. 

h  =  CO 

280.  Aus  den  obigen  S'atzen  lafit  sich  eine  andre  analogo 
Folgerung  ziehen. 

Setzen  ^vir  in  dem  Satze  des  Art.  277  6  +  S  statt  <?;  wobei  <3 
eine  festbestimmte;  8  eine  beliebig  kleine  positive  GroBe  ist,  und 
•w'ahlen  wir  auBerdem  A  =  c  =  1,  so  ist: 


_  /  _J_  1\ 
lim 


sobald: 


1)  Offenbar  darf  man  hier  lim  statt  lim.  schreiben,  weil  sich  die  abgeleitete 
Menge,  da  sie  keine  negativen  Elemente  enthalten  kann,  anf  das  einzige 
Element  0  rednziert. 
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Es  ist  aber  identisch: 

i  i  6f  -6 


daraus  folgt  far  jedes  d'  >  d,  wegen  der  friilieren  Beziehung: 


lim  \ha  +  6'a)  =  0. 

A  =  co 


LaJJt  sich  dagegen  ein  S  yon  der  Art  angeben,  daB  man  fur  be- 
liebig  groBe  Werte  $: 


hat,  so  folgt  aus  dem  Satze  des  Art.  278  fur  diesen  Wert  YOU  d: 

_  /  Ji_    i 
lim  U0  +  d« 


Also:  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir? 
daB  sich  fiir  jedes  beliebig  kleine  6  ein  R  von  der  Art  finden 
laBt,  daB  fiir  jedes  $  >  It: 

wird;  bestent  darin,  daB  fiir  jedes  positive  8: 

i     1      —\ 
lim  \ha+^cc£)  =  0 

h  =  co 

ist. 

281.  Fiir  jede  beliebige  ganze  Funktion  besitzen  der 
^-Index  und  der  v-Index  reziproke  Werte. 

Nach  der  Definition  hat  man  fiir  alle  Werte  Q  oberhalb  einer 
bestimmten  Grenze: 

(1)  M(o)<e?v+£ 

und  fur  beliebig  groBe  Werte  Q: 

(2) 

Aus  (1)  folgt  (Art.  277): 

t i 

lim 

h  =  00 

oder  auch.  wenn  wir  — : —  = &   setzen: 

t  11  -4-   f  it 
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,    1 


fur  alle  Ji  oberhalb  einer  bestimmten  Grenze  ist  mithin,  wenn  wir 
mit  6  die  recbte  Seite  der  letzten  Ungleichung,  mit  d  irgend  eine 
positive  GroBe  bezeicbnen: 


^"h    ~^.  w    ~^~   u  ' 

W'ablt  man  s"  >  s';  und  nimmt  man  Ji  so  grofi  an,  daB: 

e  +  d<h9"-*' 
wird,  so  ergibt  sicb: 

(3)  £-''4<l. 

Entsprecbend  folgt  (Art.  278)  aus  (2)  fiir  beliebig  groBe  Werte 
von  Ji: 

(4)  £+''«j>l. 

Die  Formeln  (3),  (4)   sagen  aus?  daB  {i  =  — . 

282.  Es  ist  bemerkenswert,  daB  die  in  den  Satzen  der  Art.  279 
und  280  aufgestellten  notwendigen  und  hinreicbenden  Bedingungen 
lediglicn  von  den  absoluten  Werten  der  Eoeffizienten  der  Funktion  f(x) 
abhangen.  Wird  also  mit  dieser  zugleicb  die  Funktion: 


in  Betracbt  gezogen?  so  darf  man  scblieBen:  Ist  die  Beziehung  (1) 
in  Art.  279  oder  Art.  280  fur  f(x)  giiltig,  so  ist  sie  es  auch 
fiir  <p(x)  und  umgekehrt1). 

Im  besondern  gilt:  Der  t/-Index  bat  fur  f(x)  und  y(x)  ein 
und  denselben  Wert. 

Der  letzte  Satz  ergibt  sich  iibrigens  unmittelbar  aus  dem  des 
Art.  281,  sobald  man  beachtet,  daB  der  ft-Index  fiir  f(x)  offenbar  der- 
selbe  ist  wie  fiir  9?  (a?). 

1)  Die  Umkehrung  ist  durchans  einlenchtend 


ISFeuere  Untersuchungen  iiber  die  ganzen  Funktionen.  269 

283.    1st  f(x)  eine  einfache  Funktion  vom  Range  p,  so  hat  man 
(Art.  263)  fur  jedes  hinreichend  groBe  p: 


mithin  (Art.  279): 


ia*"    =  0, 

A  =  co 

oder  auch: 

_i_ 

(1)  lim((/t!)^«j    =0. 

h  —  co 

Daraus  folgt  fur  jedes  hinreichend  grofie  Ji: 


mitMn: 

und  folglich: 

i 


Aus  (1)  ergibt  sich  daher: 

/       _r_     \ 
lim\(A!)*  +  1aJ  =0, 

A  =  oo 

eine  Pormel7  die  als  Satz  von  Poincar6  bezeiclinet  wird. 

oc 

284:.     1st    f(x)=  ^ahxh    eine   ganze  Funktion   mit   endlichem 

7i  =  0 

x;  so  hat  man  bekanntlich  ftir  jeden  hinreichend  grofien  Wert  QI 


und  ftir  beliebig  groBe  Werte 


Man  kann  das  kurz  so  ausdriicken.,  f(x)  sei  mit  e?v  yergleieh- 
bar  oder  wachse  wie  e$v  .  Diese  Yergleichbarkeit  Yon  f(x)  mit  e$v 
hangt  aber,  was  sehr  bemerkenswert  ist,  von  dem  Umstande  ab;  daB 
nur  ein  mit  9  zugleich  veranderlich.es  Grlied  ihrer  Entwicklung  mit  e$v 
yergleichlbar  ist,  wahrend  die  Gresamtheit  der  iibrigen  Grlieder  jenem 
gegeniiber  vernachl*assigt  werden  kann. 
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Wir  wissen  ('Art.  281),  daB  p  =  ---  ist,  d.  h.?  daB  i'iir  jedes  liin- 
reicliend  groBe  h: 


ist,  wahrend  es  zugleich  beliebig  grofie  A  gibt,  fiir  welche: 

i         _  i  _  ^ 
*£>*'' 
ist.     Um  einen  ganz  einfaclien  Fall  herauszugreifen,  nelimen  wir: 


h 


aa,  so  daB: 


wo: 


ist.  Wir  geben  y  einen  bestimmtea  reellen  und  positiyen,  aber  nicht 
ganzzahligen  Wert  und  betrachten  nacheinander  die  Grlieder,  fur  die 
A  >  y,  und  diejenigen,  fiir  die  li<y  ist. 

a")    h  >  y.  —  -  Wird  li  =  y  +  #,   v  =  w  gesetzt,  so  hat  man: 


Nun  ist1): 
mithin  : 
oder  auch: 


1)  Voransgesetzt,  daB  m  —  1  <Cw<!  wi  wo  m  ganz  uiid  positiv  iat,  hat  man: 

_  \m 

I      '    i<  /         ^V'TW 
es  ist  aber: 

mithin  um  so  mehr: 
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Setzen  wir: 

&  —  1  <  y  <  fc 

voraus,  wo  Ji  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  so  1st: 

k  <zh,     2  =  h  —  y  >  k  —  Jc, 
mithin  : 


und,  wenn  wir  YOU  A  =  7;  an  suinmieren: 

co  h_  co  7i  —  t  co  h 


Demnach  besitzt  die  Summe  der  Glieder,  fiir  die  h  >  y  ist, 
einen  endlichen  Wert,  der  eine  bestimmte  von  y  unabhangige  Grenze 
nicht  ubersteigt. 

b)    li<y.  —  Wir  untersuchen,  welches   das  Glied  ist,  das   den 

groBten   Wert    besitzt.      Zu    diesem   Zwecke    setzen   wir  —  =  t   und 

schreiben: 

_  y_ 

h  h   y         r 


also  besitzt  K-J  den  groBten  Wert  fur  denjenigen  Wert  von  h, 
welcher  dem  Werte  von  t  entspricht;  der  t*  zu  einem  Minimum  macnt. 
Nun  fanden  wir  (Art.  149),  daB  t*  ein  Minimum  wird  fiir  t  =  —  ;  der 
entsprechende  Wert  von  h  ist  h  =  — .  JsTehmen  wir  der  Eiafachheit 
wegen  an,  y  sei  ein  ganzes  Vielf aches  von  e: 

y  =  fo, 

so  ist  das  groBte  Glied  dasjenige,  fiir  welches  h  =  I  ist;  sein  Wert  ist: 

J-        y        i    , 

/  «/  \  v  —  —  * 

r/    /«Z   /    y    \        06  V 0KV 

ai®—    \l)        ~    *     —   6 

Man  kann  aber  sc  so  groB  voraussetzen,  daB  bei  willkurlicheni  s: 

ev  <  x' 

wird.     Alsdann  ist: 
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Diese  Bezienung   beweist,    daB    das    Grlied    ^x1   mit    der    ganzen 

cc 

Summe  JJ?  ahxh  vergleienbar  ist. 

285.  Wir  kaben  an  dem  Beispiele  der  Funktion  sin  a;  (Art.  211) 
geseken;  wie  •  mtiksam  die  Bestimmung  des  auBeren  Exponentialfaktors 
einer  Funktion  mit  yorgegebenen  Ntdlstellen  und  Potenzreikenentwick- 
lung  bisweilen  ist.  Die  in  diesem  Kapitel  aufgestellten  S'atze  eiieick- 
tern  in  einigen  Fallen  diese  Untersuckung;  indem  sie  das  Mittel 
bieten,  die  Hoke  der  Funktion  direkt  zu  bestimmen. 

Nekmen  wir  die  Fimktion  $mx  oder  lieber  die  Funktion: 

*  *h  ^ 

mx   ^/  ^h  *       ^-y-ffoo 


wieder  auf;  wo: 

i      i 

!  a&  \  =  ^ 

Es  ist  fur  7i>  0: 

1 


mithin  ist  ^  ^  2  und  folglich  (Art.  281,  271)  v  ^  ~  ;  r  =  JS(-i-)  =  0. 

Also  ist  die  Funktion  g(y)  von  der  Hohe  Null;  und  ilir  auBerer 
Exponentialfaktor,  der  zugleich  der  yon  sin  (a/)  ist;  reduziert  sick  auf 
eine  Konstante. 

Betrachten  wir  ferner  die  Funktion: 


f(x) 

wo  I  6    =  /3  <  1  ist.     Wird  lg/3  =  —  t  gesetzt;  wo   t  positiy  ist;  so 
kat  man: 


N"un  ist  fur  jedes  beliebige  n  (Art.  146): 
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mithin  fur  iinreicaend  groBe  Werte  yon  li  und  fur  beliebige  n: 


— 


Daraus  folgt,  daB  p  ^  n  fur  irgend  ein  n,  da8  initbin  (Art.  281) 
v  =  0  und  endlich  (Art.  271)  r  =  0  ist. 

286.  Wir  baben  friiber  (Art.  245)  bewiesen,  daB  unter  gewissen 
Bedingungen  die  Hobe  der  Ableitung  einer  Funktion  derjenigen  der 
urspriinglichen  Funktion  gleich  ist.  Der  Satz  gilt  nicht  for  alle 
Funktionen  der  ersten  Klasse1).  Es  laBt  sich  aber  folgendes  beweisen: 

Ist  r  die  Hobe  einer  Funktion,  so  ist  die  Hobe  ihrer 
Ableitung  I>  r  —  1  und  <J  r  +  L 

Dieser  Satz  ist  ein  Korollar  zu  dem  folgenden: 

Der  u-Index  (und  folglicb  aucb.  der  v-Index)  besitzt  fur 
eine  ganze  Funktion  und  fur  ibre  Ableitung  ein  und  den- 
selben  Wert2). 

Es  liege  die  ganze  Funktion: 


nebst  ibrer  Ableitung: 


1)  Wiman  (653)  hat  bemerkt,  daB  es  einfache  Funktionen  f(x)  mit  lauter 
reellen  Nullstellen  von  solcher  Beschaifenheit  gibt,  daB,  vrenn  p  die  Hohe  von 
/(#),  C  eine  beliebige  Konstante  bezeichnet,  <p  (#)  ==  f(x)  +  C  die  Hohe  p  4-  1 
besitzt.  Da  aber  qp'(#)==f  (#)  und  /'(«)  von  der  Hohe  p  ist  (Art.  245),  so  ist 
cp(x)  eine  Funktion  von  der  Hahe  p~\- 1,  deren  Ableitung  von  der  Hohe  p  ist. 
Diese  Eigenschaft  kommt  z.  B.  der  Funktion  von  der  Hohe  Null: 

ffr)" 


zu,  wo  die  Konstante  cc  der  Bedingung  1  <[  a:  <^  2  geniigt. 

2)  DaB  der  v-  Index  der  Ableitung  nicht~groBer  ist  als  der  der  urspriing- 
lichen Funktion,  1'a.Bt  sich  auch  als  Folge  des  Satzes  im  nachsten  Artikel  her- 
leiten,  wenn  man  beachtet,  daB: 


dafi  (Art.  260)  der  v- Index  von  f(x~{-t}  derselbe  ist  wie  von  f(x),  und  da£  der 
Ubergang  znr  Grenze  nicht  die  Yeranderlichen,  sondern  die  Koeffizienten  betrifft. 
Pringsheim  (619)  bemerkt,  daB  auch  der  Typus  (S.  230,  Anna.  1T  2)  einer  Funk- 
tion  demjenigen  ihrer  Ableitung  gleich  ist. 
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Tor.     Anstatt  der  letzteren  kann  man  die  Funktion: 


k=l  h-Q 

in  Betracht  ziehen;  in  der: 

Naeh  Voraussetzung  ist  fur  jedes  hinreichend  groBe  Ji: 

I 


und  fiir  beliebig  groBe  h: 


setzt  man    bh  =  (5h,  so  ergibt  sich  hieraus: 

i  i 

1           I*  -           7,T 

Ah  ^  Jl ft  h  \  _^ 


7T  N 

Nun  ist: 


und  (-T-)     hat  (Art.  149)  den  kleinsten  Wert  fiir  -,-  =  ---.     Man  hat 
\rij  ^  '  he 

also: 


und  folglich,  wenn  s'  >  £  genommen  und  h  so    groB   yorausgesetzt 
wird;  daB  e~<  h*'-*: 


JL 


womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Man  hat  aber  (Art.  271),  wenn  /  die  Hohe  der  Ableitung  be- 
zeichnet: 

r  =  v  oder  r  =  v  —  1  5     r'  =  v  oder  /  =  v  —  1  , 
mithin  : 

r-l^/^r+1. 
Ist  v  nicht  ganzzahlig,  so  ist  r'  ==  r, 
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287.   Es  mogen  jetzt  zwei  Funktionen: 


yorliegen   und   v,   v    ikre   v  -  Indices    bezeiclmen.      Dann    ist,    wenn 
"k>  I  M  =  Ai  gesetzt  wird: 


mithin,  wenn  v  ^  v  yorausgesetzt  und  der  Werfc  von  £  auf  passende 
Weise  geandert  wird: 


folglich  (fiir  jedes  hinreichend  grofie  A): 


(M 

Wird  im  besondern  v'  <  v  vorausgesetzt,  so  ist  ferner  fiir  be- 
liebig  groBe  h: 


mithin  : 


Also  gilt  der  Satz:  Der  v-Index  der  Summe  zweier  Punk- 
tionen  ist  niemals  hoher  als  die  ^-Indices  beider  Funk- 
tionen. Er  ist  genau  dem  groBeren  dieser  beiden  Indices 
gleich,  wenn  diese  Indices  verscldeden  sind1). 

1)  Dieser  Satz  lafit  sicli  folgendermaBen  noch  einfaeher  beweisen. 
ATIS: 

\f(x)\<F+\   |y(*)l<^+' 

folgt: 

|A*)  +  9(«)I^   /(*)H-k(«)    <cr+'+«pf  +  -. 
Wird  v  <  v  angenonnnen  und  v  =  v  —  a  gesetzt,  wo  a  ^>  0  ,   so  hat  man  : 


18* 
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Als  Folgerung  ergibt  sich: 

Sind  die  Hohen  zweier  oder  mehrerer  Funktionen   <^  r, 
so  1st  die  Hohe  ihrer  Summe  r^r+1.1) 


288.  Sind   A17   A3    die   ^-Indices    der   beiden    Funktionen 
),  /2(V);   so  ist  der  1-Index  des  Produktes  £  (x)  f2  (x)  =  f(x) 

die  groBere  der  beiden  Zahlen  A17  A2  (oder  ihr  gemeinsamer 
Wert?  wenn  sie  gleicb  sind). 

Dieser  Satz  ergibt  sich  uninittelbar  aus  der  Definition  des  A-Index. 

289.  Sind   i/17  v2    die  ^-Indices    der   beiden    Funktionen 
fi(x),  /a(#),   so  kann  der  v-Index  ihres  Produktes  die  beiden 
Zahlen  vij  v%  nicht  iibersteigen. 

Da  namlich.  fiir  jedes  hinreichend  groBe  Q: 


ist,  so  folgt,  v^  ^  v2  vorausgesetzt: 


und    somit,    wenn    e  >  £   genommen   und    Q    so    groB    vorausgesetzt 
wird;  daB  2  <  /-*  ist: 


Sind  a/1?  i/2  die  v-Indices  der  beiden  Funktionen  /i(#)7 
f2(x),  und  sind  i^  und  v%  voneinander  verschieden,  so  ist  der 
v-Index  des  Produktes  fi(^)f^(x)  =f(x)  die  groBere  der  beiden 
Zanlen  v1;  v3  2. 


mithin  for  jedes  hinreicliend  grofie  |  und  fur  f'>f: 

|««)  +  9(«)|<^  +  f', 
woraus  folgt,  wenn  man  den  v-Index  von  f(x)  +  9  (x)  mit  v"  Toezeicknet  : 

v"  <^v. 

Andcerseits  ist: 

[f(x)  +  9(x)-]-<p(x)=f(x), 

so  dafi  v  nicht  grofier  ist  als  die  groBere  der  beiden  Zahlen  v",  ?>';  setzt  man 
also  v  ^>  v   voraus,  so  ist  notwendig  v  <  v",  und  folglich  v"  =  v, 

1)  Lindelof  (271)  und  spater  aucE  Boutroux  ($38,  539)  haben  Paare  von 
Funktionen  von  der  Hohe  0  -wixklich  aufgestellt  ,  'dereri  Summe  die  Hohe  1  hat. 
1st  z.  B.  f(x)  die  in  der  Anm.  1  S.  273  betrachtete  Funktion,  so  hat  f(x)  +  f(—x) 
die  Hohe  1.     WIman  (653)  hat  auf  aEgemeuae  Weise  gezeigt,  yie  man  zwei 
Funktionen  bilden  kann,  deren  Hohe  <^p  ist,  und  deren  Summe  die  Hohe  $  hat. 

2)  Der  Satz  gilt  nicht  immer  for  v:  —  r2;  ist  z.  B.  P(o?)  ein  Polynom  vom 
Grade  q,  so  ist  der  v-Index  der  beiden  Funktionen  ep^x\  e~p^  gleich  #,  wahrend 
ihr  Produkt  eine  Konstante  ist. 
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Es  sei  v1  >  v2,  und: 


•wo  (p1(x)y  g>2(#)  einfache  Funktionen  bedeuten;  ferner  mogen  mit 
A,  IL,  ^2  die  A  -Indices  der  Funktionen  /*(#),  fi(%),  f%(%)>  rait  (Zu  fa 
die  Grade  der  Polynome  PI($),  A  0*0  ^ezeichnet  werden. 

Wir  setzen  zunaehst  ^  ^  ^  yoraus*  dann  ist  v±  =  yl.,^.  Nun  ist 
i/i  >  v2;  folglich  T/X  >  >12  und;  da  (Art.  288)  A  die  groBere  der  "beiden 
Zanlen  >11;  A2  ist,  /I  =  A!  =  v3  und  folglich  v  ^>  A  ==  ^5  andrerseits  ist 
aber  i/  ^  i/1;  folglich  ist  v  =  Vj^. 

Es  sei  jetzt  1±  <  qt*  dann  ist  ^  =  qr     Setzen  wir  nun: 


wo  y  (a?)  eine  einfache  Funktion,  P(x)  ein  Polynom  bedeutet,  so  ist: 


wenn  ^(V),  ^2(^)  von  e^n  un<^  demselben  Range  sind;  dagegen  ist, 
wenn  sie  von  yerschiedenem  Range  sind: 


wo  E(x)  ein  Polynom  bedeutet,  dessen  Grrad  der  groBeren  der  beiden 
Rangzahlen  gleich1)  und  somit  nicht  hoher  ist  als  die  beiden  Zahlen 
A1;  A2.  Aus  <?!  =  ^i>^2  folgt  aber  gt  >  A2,  ^!>fe;  beachtet  man 
ferner,  daB  q±  >  A1;  so  ersieht  man,  daB  der  Grrad  von  J$(#)  niedriger 
als  qly  und  der  von: 


genau  q^  ist.    Daraus  folgt  v  ^  q±  =  vi  und  somit,  wie  frtiher,  v  =  vv 
1)  Setzt  man  namlicb: 


und  nimmt  man  pl  >jp2  an,  so  hat  man: 
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290.    In  Art.  267  ist  bewiesen  worden,  dafi  es;  wenn  f(x)  erne 
einfache  Funktion  ist,  Werte  x  yon  beliebig  groBem  absolutem  Be- 
trage  |  gibt,  ftir  diet 
(1)  |fOr)i><HJ+£ 

.wird.  Der  folgende  Satz,  der  ebenso  wichtig  an  sich  ist  wie  wegen 
der  Folgerungen,  zu  denen  er  fiihrt,  stellt  eine  liinreicliende  Bedingung 
dafiir  anf,  daB  durcli  einen  Wert  x  die  Ungleichung  (1)  befriedigt 
wird: 

Ist  f(x)  eine  einfache  Funktion,  so  laBt  sicli,  wenn  die 
GrroBen  6<^l,  e  willkurlich  angenommen  werden,  eine  GrroBe 
E  von  der  Art  angeben,  daB  fur  jeden  Punkt  x,  der  um  melir 
als  E  vom  Anfangspnnkte  und  um  mehr  als  6  von  den  Null- 
stellen  der  Funktion  f(x)  entfernt  1st,  die  Ungleichung  gilt: 


I.    Setzen  wir  zunachst  1  <  1;  mithin  p  =  0  yoraus;  so  ist: 


Nimmt  man  irgend  eine  GrroBe  <?  zwischen  A  und  1  an?  so  ist 
nach  dem  Hilfssatze  in  Art.  264: 

S.i-0. 

mithin  fur  jedes  Ji,  das  groBer  ist  als  eine  bestimnite  Zahl  Jc: 


__ 
VK  >  I*"- 

Andrerseits  laBt  sich  fiir  ein  noch  so  grofies  |  eine  Zahl  n  so 
bestimmen,  daB: 

n  <  2ff|ff  ^  n  +  1 

wird;  auch  ist  es  erlaubt,  n  >  fc  vorauszusetzen.     Ist: 

ym<2^ym  +  l? 

so  folgt  aus  den  yorstehenden  Ungleichungen: 
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mithin  n  +  1  >  w,  n^>m.     Nun  sckreiben  wir: 

n  cc 

17  17 

A  =  1     7«=m  +  l    7i  =  w  +  l 

Da  nach  Voraussetzung: 

!  ^  -  ch  \  >  6 
ist;  so  wird: 


Ferner  1st: 


Endlici.  folgt  mit  Riicksiclit  darauf,  dafi  ~  <  y  fiir  A  >  m  und 

»  A 

^W  <  1  -  y  fiir  0  <  u  <  1  (Art.  145)  1st: 


r 


Die  im  Exponenten  auffcretende  Summe  Itat  (S.  254,  Anm.)  eineu 
kleineren  Wert  als  a  —  -{  -  ,  wo  cc  yon  n  unabbangig  ist;  daraus  folgt: 


Demnacli  ist: 


Nun  lafit  sich  |  so  groB  nebmen;  daB  bei  beliebig  gegebenen  $',  a": 

lg|<r  (Art.  146),    «  +  lg2-lge<g-1,    2^!<r 
•wird;  alsdann  hat  man,  wenn  /  +  /'  =  s'"  gesetzt  wird: 
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1st  endlich  s  gegeben,  so   kann  man  sich  6  so  gewahlt  denken, 
dafi  (3  +  e"  <  Z  +  £  wird;  dann  1st: 


II.    A  ^  1.     Man  verfahrt  hier  analog  wie  in  Art.  267. 
Man  nekrne  eine  ganze  Zahl  q  >  p  -j-  1  und  bezeicnne  mit  CD  eine 
primitive  ^-te  Einheitswurzel.     Setzt  man: 

y  =  &,     dh  =  <%7     ri  =  \y 
so  erhalt  man: 


00 

1^)  =17  f1  -  T  } 

A  =  l     \  7i/ 


wo  J?(t/)  "vom  Range  0;  sein'  ^-Indes  —  <  1  ist.    1st  x  ein  Punkt  der 

o;-E"bene7  dessen  Abstand  yon  jedem  der  Punkte  ch,  ch&,  ch&2?  -  -  •,  ch^~l 
groBer  ist  als  6,  so  folgt  ans: 


x  — 


die  Ungleicrrcmg: 


mithin  ist  nach  dem;  was  soeben  gefunden  worden,  bei  hinreichend 
groBem  ^: 


Andrerseits  ist  (Art.  263): 


mitnin  : 


und;  wenn  |  so  grofi  ist,  daB 


1st  der  Abstand  des  Punites  x  yon  den  Punbten  ch  groBer  als  6, 
aber  der  yon  alien  Punkten  c^co,  c^co2,  •  -  -;  ch^~l  nicht  groBer  als  6, 
so  lafit  sich  die  ZaKL  q  durch  eine  andere  q'  derart  ersetzen,  daB, 
wenigstens  bei  hinreichend  groBem  Ji,  der  Abstand  des  Pnnktes  ch 
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von  alien  Punkten  cAn,  char2,  -  .  .,  ^c/2'"1  groBer  ist  als  6*  dabei 
becleutet  a  eine  primitive  g'-te  Einheitswurzel.  Wahlen  wir  namlich 
q_  prim  zu  q  und  betrachten  wir  auf  dem  Einlieitskreise  die  q  —  I 
Punkte  o,  o2,  .  .  .,  co^1  und  die  g'  —  1  Punkte  o';  a'2,  •  -  .,  co's'-1,  so 
fallt  von  den  ersteren  keiner  mit  den  letzteren  zusammen.  Bezeichnea 
wir  dann  mit  tf(>0)  die  kleinste  der  Entfernungen  der  ersteren  von 
den  letzteren  und  wanlen  wir  eine  Zahl  m  so;  da£  fiir  jedes  h>m: 


wird,  so  hat  ein  Punkt  x,  falls  sein  Abstand  von  irgend  einem  der 
Punkte  cha>'  (s  =  1,  2,  -  •  -,  3  —  1,  h  ^  m)  kleiner  ist  als  <9;  von  alien 
Punkten  c^'*'  (sf  =  1,  2,  -  .  -;  ff  -  1,  ft  ^  A)  einen  groBeren  Abstand 
als  0.  Es  ist  namlich: 


stellen  ferner  die  Punkte  A,  B?  C  beziehentlich  die  Werte  c^o*,  ch&'*', 
<2®s>  ^a^?_"vro  &  >  h9  ^a  der  4:  ABC  immer  stumpf  ist,  so  hat  man 
AC>AB  oder  auch: 


Ist  also  fiir  einen  Punkt  x: 

\x-ch<D*\<6, 
so  folgt  fiir  jeden  Wert  von  s'  und  fur  jedes  Js^Ji: 

\x  —  ckcDr*'\  >6. 

Demnach  gilt  die  zu  beweisende  Ungleichung  fiir  jeden  Punkt  x, 
dessen  Abstand  von  den  Punkten  ch  groBer  ist  als  6. 

291,  Allgemeiner:  Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion  von  end- 
lichem  v-Index,  so  TaBt  sieh,  wenn  die  GrroBen  6  <J  1,  s  will- 
kurlich  gewahlt  werden,  eine  GrroBe  E  von  der  Art  angeben, 
daB  fiir  jeden  Punkt  x,  dessen  Abstand  vom  Anfangspunkte 
und  von  den  Nullstellen  der  Funktion  f(x)  groBer  ist  als  H 
bezw.  0,  die  TJngleichung  stattfindet: 

l/^)|  >e-?+\ 
Setzen  wir: 

fw-  #<*?(*), 

•wo  <p(x)  eine  einfache  Punktion  mit  denselben  Nullstellen  uad  folgliek 
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mit  demselben  ^-Index  bedeutet  wie  f(x),  so  ist  (Art.  290)  im  Sin- 
blick  darauf  (Art.  265),  dafi  I  <:  v,  fiir  alle  Punkte  x,  die  den  Be- 
dingungen  des  Satzes  geniigen: 


Weiterhin  ist  (Art.  271)  g(x)  ein  Polynom  yon  einem  Grade  <I  v, 
tmd  man  hat  somit,  unter  Anwendung  des  Satzes  in  Art.  270  auf 
das  Polynom  —  g(x),  fiir  jedes  x  von  hiureichend  groBem  absolutem 
Betrage  : 

oder  auch.: 
daher  ist: 


Fiir  die  Punkte  x,  welche  den  BedinguBgen  des  Satzes  geniigen, 
folgt  daraus: 


oder  aiicn,  wenn  man  den  Wert  yon  £  andert: 

\f(x}\>e-?+* 
292.   1st: 


eine  ganze  Funktion  und  wird: 
(2)  f*(x) 


gesetzt,    so  laBt  sick  nach   beliebiger  Wahl   zweier   GroBen 
6,  s  eine  bestimmte  ganze  und  positive  Zah.1  K  von  der  Art 

finden,   dafi  fiir  jedes  ft  >  K  und  fiir  jede  Nullstelle  x0  voa 

i 

fk(x)  von  kleinerem  absolutem  Betrage  als  hv+s  eine  solche 
Nullstelle  x  von  /"(re)  angegeben  werden  kann?  daB 


Ist  x0  eine  Nullstelle  von  (2)  und  |#0    <fcr+e   und  setzen  wir: 

/•(*)=/•*(*) 
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so  folgt  daraus,  da  /**(%)  =  0  1st: 


Gabe  es  keine  Nullstelle  yon  f(x)y  deren  Abstand  von  #0  kleiner 
ware  als  0,  so  hatte  man  (Art.  290)  fur  hinreichend  groBe  XQ: 


oder  auch: 
(3) 

Andrerseits  ist: 


Da  nun  (Art.  281)  ^=--5   so    hat  man   fur  jedes   hinreichend 
groBe  Ji: 


daher  ist  ftir  jedes  hinreichend  groBe  ~k: 


i+S 


Wird  s"  so  klein  yorausgesetzt,  daB  6  < e"  ist?  und  schreibt 

man  6  = e"  —  e"'   so  ist: 

v  ; 

b  (r  \  I  <?        l 
h(xt)  I  <  7?^ 


und;  wenn  k  so  groB  genommen  wird,  daB  W  >  2  wird: 

i 


Durch  Vergleich  mit  (3)  erhalten  wir  for  jedes  hinreichend  groBe 
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worans  folgt,    wenn   man  der  Kiirze   wegen  den  Exponenten   von  Jc 
mit  v  bezeichnet: 

6'"(fc  +  l)lgA-<lg2  +  ^, 
oder  auch: 

Igfc         Ig2        1 

<          ^ 


Ware  mm  tr  <^  1  ?  so  nahme  die  linke  Seite  zngleich  mit  A  un- 
beschrankt  zu;  wahrend  die  rechte  Seite  imbeschrankt  abnimmt;  und 
die  Ungleichung  konnte  von  einem  gewissen  Werte  von  k  an  nicnt 
mehr  stattfinden;  es  mu8  daher: 


sein.  Andrerseits  lassen  sicli  offenbar  die  ZaUen  e'f  s",  ef"  so 
daB  die  linke  Seite  der  letzten  Ungleicliiing  kleiner  wird  als  1;  was 
zum  Widerspruch  fokrt.  Demnacli  hat  #0  wenigstens  von  einer  der 
Nullstellen  von  (1)  einen  kleineren  Abstand  als  6. 

293.  Der  Yergleien  der  G-leiclmngen  (1),  (2)  des  vorigen  Artikels. 
gibt  nocn  zu  folgender  Eetracbtung  AnlaB. 

Es  sei  q  eine  ganze  ZabI,  groBer  als  v,  und  es  werde  A-  =  q  ge^ 
macht;  ferner  sei  (a0  =  1  vorausgesetzt)  : 


=TI(  1  ~  f) 

;i  =  i   \  A/ 


wo  2/  =  ^7  Gj  =  e^    1st.     "Wir  setzen  weiterMn: 


Sind  c1;  c2, . .  -  die  NullsteUen  der  Funktion  f(x),  £,  <%,  .-,%  die 
der  Fionktion  /"2(flJ),  so  hat  man: 

1)  Da  der  v-Index  der  Fmiktipn  F(y},  wie  leicht  ersicntlicli ,  kleiner  als  t 
Trd,  so  ist  sie  notwendigerweise  eine  einfache  Funktion  vom  Range  0. 
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&o  =  &o  =  1; 


Nun  1st  leicht  zu  ersehen,  da6  \  nur  von  a0,  a17  •  •  -;  aq  abhangt, 
so  daB  \  unverandert  bleibt,  wenn  sict  die  Werte  von  aq+l,  a?+2?  ••• 
andern;  wenn  also  beispielsweise  alle  diese  Koeffizienten  gleich  Null 
gesetzt  werden;  demnach  ist  6A  =  l{,  d.  L: 


«i* 

D.  L:  Fur  jede  ganze  Zahl  q>v  ist  die  Sumrne  der  j-ten 
Potenzen  der  reziproken  Werte  der  Wurzeln  von  f(x)=*Q 
gleich.  der  Surnme  der  #-ten  Potenzen  der  reziproken  Werte 
der  Wurzeln  von  fq(x)  =  0. 

Ist  q  nicht  die  kleinste  ganze  Zahl,  die  groBer  als  v  ist?  so  sei 
q  eine  zweite  ganze  Zahl,  die  groBer  als  v,  aber  kleiner  als  q  ist. 
Bezeiclinen  wir  mit  c^  die  Wurzeln  der  Grleickung: 


so  erhalten  wir;  wie  friiter: 


Wird  der  Kurze  wegen: 


<4 


A  =  J     °A 


gesetzt,  so  sind  die  5m?  sJn  durch  die  den  Newtonschen  Formeln  analogen 
Grleickungen  bestimmt: 

sf  +  ai  =  0, 


m  ==  0; 


+ 
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1st  m  <£  q  <  q,  so  fallen  beide  Grleichungssysteme  zusammen,  mid 
fiir  jedes  m<^q  hat  man  daher  s'm  =  s'm.  Im  besondern  ist  s'q^s'f  und 
mithin  Sg=s$.  Man  hat  also  folgenden  Satz,  der  den  vorhergehen- 
den  umfaBt: 

Fiir  jede  ganze  Zahl  q>v  und  fur  jede  ganze  Zahl  q 
von  der  Art,  daB  q^q>v  ist,  ist  die  Summe  der  g-ten 
Potenzen  der  reziproken  Werte  der  Wurzeln  von  f(x)  =  0 
gleich  der  entsprechenden  Summe  fiir  fq(x)  =  0. 

294.  Der  soeben  bewiesene  Satz  gestattet,  in  gewissen  einfachen 
Fallen  ein  System  von  notwendigen  Bedingungen  dafiir  aufzu- 
stellen,  da8  alle  Nullstellen  einer  gegebenen  Funktion  reell  oder  daB 
sie  positiv  sind. 

a)  Damit  alle  Nullstellen  reell  sind;  ist  offenbar  notwendig?  daB 
52i  reell  und  positiv  ist  fiir  jeden  Wert  von  2i,  der  groBer  als  v  ist. 

Ist  im  besondern  v  <  2;  die  Funktion  mithin  (Art.  271)  von  der 
Hohe  0  oder  1,  so  hat  man: 


Nach  dem  letzten  Satz  ist  52  =  s'2  =  af  —  2a2?  folglich: 


Sind  die  Koeffizienten  der  Potenzreihenentwicklung  samtlich  reell? 
und  setzt  man: 


wo  cp(x)  eine  einfache  Funktion  ist,  so  ergibt  die  Division  von  f(x) 
durch  <p(x),  daB  A  reell  sein  muB.  Es  folgt  dann  (Art.  225)  ,  daB 
die  Nullstelleri  von  f(x]  samtlich  reell  sind.  Da  aber  der  v-  Index 
dieser  Funktion  gleichfalls  <  2  ist  (Art.  286),  so  ist  ihre  Hohe  0 
oder  1,  ferner  sind  die  Koeffizienten  ihrer  Potenzreihenentwicklung 
saintlich  reell;  es  lafit  sich  also  auf  sie  die  obige  SchluBweise  wiederum. 
anwenden.  Man  kann  daher  schlieBen,  daB  samtliche  Ableitungen  von 
f(x)  von  der  Hohe  0  oder  1  sind  und  lauter  reelle  Nullstellen  besitzen. 
Beachten  wir  nunmehr,  daB: 


und  wen  den  wir  (1)  auf  -. -r- f^r"^(x}  an.  so  erhalten  wir  nach 

\  j  (,f  —  i)iar_1/          ^  /       7 

einer  unwesentlichen  Yereinfachung: 

(2)  ra*  ~(r+  l)flr-iar+1  >  0         (r  -  1,  2,  -  -  •)• 
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Die  Ungleichung  (2)  liefert  uns  ein  System  yon  uotwendigen 
Bedingungen  dafiir,  claB  alle  Nullstellen  von  f(x)  reell  sind. 

b)  Damit  alle  Nullstellen  positiv  sind,  muB  si  reell  und  positiv 
sein  fur  jeden  Wert  von  i}  der  groBer  als  v  ist. 

1st  im  besondern  v<l  und  f(x)  somit  vom  Range  0,  so  hat  man: 

*!><),  S2>0,  .... 
Nach  dem  letzten  Satz  ist  $1  =  si  =  —  ai;  also: 

o1<0. 
Durck  die  obige  SchluBweise  findet  man  allgemein: 

ar_tar<0  (r-1,2,.--). 

Dieses  System  yon  notwendigen  Bedingungen  dafiir;  daB  alle 
Nullstellen  positiy  sind,  laBt  sich  so  ausdriicken:  Die  Funktion 
darf  lediglicn  Zeichenwecnsel  darbieten. 

Daraus  ergibt  sich  sofort,  daB  die  Funktion,  damit  ihre  Null- 
stellen  samtlich  negatiy  sind?  nur  Zeichenfolgen  darbieten 
darf.  DaB  diese  Bedingung  zwar  notwendig,  aber  nicht  hinreichend 
ist,  zeigt  das  Beispiel  der  Funktion  e~x. 

295.   Ist  f(x)  eine  Normalfunktion  und  wird: 


gesetzt,  wo  <p(jxi)  eine  einfache  Funktion  j^-ten  Ranges,  g(x)  aber  ein 
Polynom  p  -ten  Grrades  ist: 


so  hat  man  (ygl.  Art.  210)  : 


oder  auch: 

al  +  2a2%  +  3aso;2  +  •  •  *  == 

-1- 


daraus  folgt: 


pa 
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Aus  diesen  Formeln  ergibt  sich  (vgl.  Art.  215),  daB,  wenn  f(x) 
einfach  ist,  a±  =  a%  =>.••  =  ap  =  0  ist,  und  daB  umgekehrt,  wenn 
^  =  a2  =  —  •  =  ap  =  0,  auch  \  =  62  =  •  •  •  bp  =  0,  so  daB  die  Funk- 
tion einfach  ist.  Demnach  gilt  der  Satz:  Die  notwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  dafiir,  daB  eine  ISTormalfunk- 

00 

tion  f(x)=^^ahof   von    der   Hohe  p    eine   einfache   Funktion 

//=o 
ist,  lauten: 

296.  Mit  den  obigen  Untersuchungen  hangt  eng  die  Theorie 
vom  Wachstum  (croissance)  der  Funktionen  zusammen,  von  der 
wir  hier  einen  kurzen  AbriB  geben  wollen. 

Es  sei  <p  (9)  eine  reelle  und  positive  Funktion  einer  reellen  und 
positiven  Veranderlichen  @;  nahert  sich,  wahrend  p  dem  Unendlichen 

zustrebt,  das  Verhaltnis  ^-7^-,  wo  t  eine  reelle  und  positive  Zahl  ist, 

einer  bestimmten  und  von  Null  verschiedenen  Grrenze,  so  sagt  man, 
<P(Q)  sei  £-ter  Ordnung.  Allgemeiner  kann  man  sagen,  9?(^)  sei 
£-ter  Ordnung,  wenn: 

a)  teav 

ist,  welches  anch  die  positive  GroBe  s  sein  mag. 

Die  Ordnungen  des  Unendlichwerdens  gehorchen  offenbar  den 
Gesetzen  der  Exponenten,  d.  L: 

a)  Die  Ordnung  des  Produktes  mehrerer  Funktionen  ist 
die  Summe  ihrer  Ordnungen. 

b)  Ist    <?  =  (p(£),   t  =  ^(<y)    und   sind   t,  tf   die    Ordnungen 
von  <P(Q),  $(0))  s°  ig^  die  Ordnung  von  ^(9(9))  gleich  irt. 

c)  Ist  6  =  <p(0)  von  der  Ordnung  t,  so  ist  die  umgekehrte 

Funktion  Q  =  %(0)  von  der  Ordnung  — . 

Es  gibt  unzahlige  Funktionen,  fur  die  es  keine  Zahl  t  gibt,  die 
den  Formeln  (1)  gentigte.  Von  dieser  Art  ist  z.  B.  e?  (siehe  Art.  146). 
Wir  wollen  deshalb  die  Definition  der  Ordnung  so  erweitern,  daB  sie 
eine  grofiere  Zahl  von  Funktionen  umfaBt 

J3 

Da  keine  Zahl  t  so  groB  ist,  daB  — ^  einen  endlichen  Grenzwert 

besitzt,  so  ist  es  naturlich,  die  Ordnung  von  eft  mit  o  zu  bezeichnen 
(vgl.  Art.  74,  75). 
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Sollen  die  Gesetze  a),  b);  c)  auck  nock  fur  das  von  den  end- 
lichen.  Ordnungen  und  yon  CD  gebildete  System  gelten,  so  mussen  wir 
festsetzen,  daB  co  +  t  oder  t  +  CD  die  Ordnung  Ton  6?$*  =  Q*$9  o2  die 

Ordnung  von  eeQ  ,  —  die  Ordnung  von  lg$  bezeicknen.  Dann  ist  (at 
die  Ordnung  von  tf*  ,  dagegen  to  die  von  &*  =  (&}*. 

Man  ersieht  daraus,  daB  das  Symbol  CD  nicht  durckweg  denselben 
Gesetzen  folgt  wie  das  gleichnamige  Symbol  von  Cantor. 

Man  sagt  von  einer  Funktion,  sie  sei  von  regularem  Wacks- 
turn,  wenn  sie  eine  Ordnung  besitzt,  die  sick  mittels  eines  aus  CD; 
™  und  endlichen  Zahlen  gebildeten  Polynoms  darstellen  laBt.  Ist 

z.  B.  y(o)  eine  solcne  Funktion;  daB  far  jeden  hinreichend  groBen 
Wert  von  : 


ist,  wo  t  und  t'  mit  Q  zugleicn  variieren  und  ein  Klassenpaar  bilden; 
dessen  Trennungselement  mit  t"  bezeichnet  werde  (vgi.  Art.  5),  so  ist 
9(9)  von  regularem  Wacnstum  und  von  der  Ordnung  o£". 

Ist  f(x}  eine   ganze  Funktion   und  benalt  M($)   die   iibliche  Be- 
deutung,  so  sagt  man,  f(x)  sei  von  regularem  Wackstum,  falls  es 
ist. 


297.  Sei  f(x)  eine  ]STormalfunktion;  so  daB  fur  sie  I  =  v  ist 
(Art.  265).  Es  ergibt  sick  aus  der  SckluBbemerkung  des  Art.  264; 
daB  fur  alle  kinreickend  groBen  Werte  von  Ji: 

(1)  n>&" 

ist,  wakrend  es  beliebig  groBe  Werte  von  h  gibt,  fiir  die: 

(2)  n<^+£ 

ist.    Ferner  bestekt  far  jedes  p  oberkalb  eines  bestimmten  Wertes  ~R 
die  Beziekung: 

(3)  Jf(p)<e*v+'  =  e*A+', 

wakrend  es  zugleick  beliebig  groBe  Werte  Q  gibt,  fiir  die: 

(4)  M(d  >#*-'  =  #*- 
ist. 

Ist  A  nickt  ganzzaklig?  und  gilt  (2)  fur  alle  kinreickend 
groBen  Werte  von  /£,  dann  gilt  (4)  fiir  alle  kinreickend 
groBen  Werte  von  Q,  so  daB  f(x)  von  regul*arem  Wachstum 
und  zwar  von  der  Ordnung  col  ist,  und  umgekekrt. 

Vivanti,  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Punktionen.  19 
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Nehmen  wir   an;   (4)   gelte   nicht   fur  jeden  hinreichend  groBen 
Wert  von  p?  es  gebe  also  beliebig  groBe  Werte  von  p,  fur  die: 


ist,  wo  <5<L    Durcn  Wiederholung  des  SchluBverfahrens  des  Art. 265 
findet  man  alsdann,  daB  es  beliebig  groBe  Werte  von  h  gibt,  fur  die 

h     unterhalb  einer  festen  Grrenze  liegt,  die  man  ohne  Beeintrachti- 

oTina-  der  Allgemeinlieit  gleich   1   annehmen  kann,  indem  man  £  in 
passender  Weise  variiert.     Fur  alle  diese  Werte  von  li  folgt  dann: 


daher   kann    (2);   entgegen  der  Voraussetzung,   nicht   fur  jeden   kin- 
reichend  groBen  Wert  von  li  statthaben. 

Zum  Beweise  der  Umkekrung  geniigt  es;  den  Beweis  in  Art.  273 
mit  geringen  Veranderungen  zu  wiederkolen. 

298,  In  betreff  des  Wackstums  fiikren  wir  nock  folgende  zwei 
Satze  an1): 

Ist  6  eine  ganze  positive  Zahl,  die  zugleick  mit  m,  aber 
nickt  so  rasck  wie  [m(\g/ni)i"f —  ni]  w'ackst,  wo  s  positiv  und 
beliebig  klein  ist,  und  gibt  es  unter  6  von  am  ab  aufein- 
anderfolgenden  Eoeffizienten  fur  ein  kinreichend  groBes  m 
stets  einen  a  ;  ftir  den: 

m-,  > 1 

(1) 


wird;  wo  £1  positiv  und  beliebig   klein  ist;   so   ist   die  Funk- 
tion  von  regul'arem  Wach.stnm. 

Waclist  6  zugleicn  mit  m,  aber  rascker  als  \_m1+e  —  m], 
nnd  gibt  es  fur  unendlich  viele  Werte  von  m  unter  0  von 
am  ab  aufeinanderfolgenden  Koeffizienten  einen  am^  der  die 
Gleichung  (1)  befriedigt,  so  ist  die  Funktion  von  irregu- 
larem  Wactstum. 

299.  Der  i/-Index  einer  Funktion  driickt  aus,  in  welcher  Art  der 
absolute  Betrag  der  Funktion  wachst,  wenn  x  dem  Unendlichen  zu- 
fetrebt.  Ist  der  7/-Index  unendlich  grofi,  so  kann  dennoch  in  be- 
stimmten  Fallen  die  Art  des  Waehstums  der  Funktion  nock  durch 
endlicne  Zahlen  dargestellt  werden. 

1)  Wegen  der  Beweise  siehe  Maillet  285. 


Neuere  Untersuchungen  iiber  die  ganzen  Funktionen.  291 

Es  sei: 


usw. 


1st  eine  Funktion  f(x)  so  besctaffen,   daB  fiir  jedes  tinreictend 
groBe  Q: 

(1)  M(e)  <  e^'+O 


und  fiir  beliebig  groBe  Werte  Q: 
(2) 


wird,  so  kann  man  sagen,  der  v-Index  der  Funktion  sei  (A;  v). 
1st: 


ferner  ftir  jedes  beliebige  6: 


so  kann  man  sagen,  der  v-  Index  der  Funktion  sei  (&;  0). 
Man  tat  offenbar: 


Sind  Qt,  v),  (/c',  ^')  die  ^-Indices  zweier  Funktion  en;  so  sagt  man? 
Qc,  v)  sei  grofier  als  (k',v'},  wenn  entweder  7;  >  7o'?  oder  Jo  =  Jcry 
u  >  i/  ist. 

Der  Satz  des  Art.  287  gilt  auct  im  gegenwartigen  Falle  (vgl. 
S.  275,  Anm.);  es  laBt  sict  ferner  beweisen  (vgl.  S.  273;  Anm.  2);  daB 
der  Index  der  Ableitung  nicht  groBer  ist  als  derjenige  der 
ursprunglicben  Funktion1). 

300.  Granz  neuerdings  tat  Kraft2)  einige  wicttige  Untersuctungen 
tiber  ganze  Funktionen  von  unendlictem  v-Indez  angestellt,  deren  Er- 
gebnisse  wir  kurz  zusammenfassen  wollen. 

Setzt  man: 


so  ist  wegen  der  Stetigkeit  yon  M(Q)  (S.  76,  Anm.)  die  Funktion 
stetig,  es  laBt  sict  aber  nictt  betaupten,  daB  sie  best'andig  wactsend 
sei,  obscton  M(Q)  es  ist;  gleictwotl  strebt  sie  zugleict  mit  Q  dem  Un- 
endlicten  zu,  wenn  die  betracttete  Funktion  von  unendlictem 
ist.  Es  erweist  sict  als  vorteiltaft,  anstatt  0(p)  eine  Funktion 


1)  Wahrscheinlich  gilt  sogar  der  Satz:  Der  Index  der  Ableitung  ist 
gleich  dem.  der  ursprimglichen  Funktion. 

2)  Kraft  231.     S.  a.  Boutroux  539. 
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yon  regelmafiigerem  Verlaufe  zu  betrachten,  die  folgende  Bedingungen 
erfullt: 

1.  V(Q)  >  0(o)  fur  alle  hinreichend  groBen  Werte  von  p; 

2.  V(Q)  <  [0(e)]1  +  £  far  nnendlicli  viele  beliebig  grofie  Werte  von  9; 

3.  !!I?)  nimmt  bestandig  zu  oder  ab. 

Es  empfiahlt  sich  ferner,  V(Q)  zwei  weiteren  Bedingungen  zu 
unterwerfen,  deren  Wiedergabe  in  dieser  Ubersicnt  uberfliissig  er- 
scheint. 

Die  Punktion  V(Q)  kann  als  v-  Index  der  Funktion  f(x)  be- 
zeielinet  werden.  Man  hat: 

M(Q)  <6^r(<?)  fur  alle  Mnreichend  groBen  Werte  von  95 

M(Q)>e#[v^  "*ftlr  unendlich.  viele  beliebig  groBe  Werte  von  p. 
Wir  haben  gesehen  (Art.  208),  daB  bei  der  Wahl  der  Konver- 
genzzablen  grofie  Willkiir  herrscnt.    Kraft  bestimmt  sie  folgender- 
maBen: 


wo  K  >  1  und  yh  =  |  ch  |  ist  und  E(x)  die  groBte  in  x  entbaltene 
ganze  Zanl  bedeutet.  Als  einfacne  Funktion  laBt  sich  alsdann 
eine  Funktion  von  der  Form: 


IK'- 


bezeicbnen. 

Es  moge  numnenr   eine  reelle  und  positive  Funktion  <?(p)   der 
positiven  Veranderliclien  Q  in  folgender  Weise  definiert  werden: 

Fur  9  =  yh  sei  <y(P)  =  rA; 

Fur  ^)  zwischen  y    und  sei: 


Auch.  diese  Funktion  laBt  sicb.  durch  eine  andere  A(p)  von  regel- 
mafiigerem  Verlaufe  ersetzen;  die  zu  inr  in  denselben  Bezielmngen 
stent  wie  v(p)  zu  fl(p).  Man  kann  A(p)  als  den  A  -Index  der  Funk- 
tion f(x)  bezeichnen. 


1)  Ein  geometrisches  Bild  dieser  Punktion  ergibt  sich,  wenn  man  in  der 
Ebene  die  Punkte  mit  den  rechtwinkligen  Koordinaten  yA,  vh  der  Reihe  nacn 
durch  geradlinige  Strecken  verbindet. 
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Fur  die  so  definierten  Funktionen  gelten  folgende  Satze  ;  deren 
Ahnlichkeit  mit  einigen  fruiter  aufgestellten  Satzen  ersichtlich  ist: 

1st  f(x)  irgend  eine  ganze  Funktion,  so  hat  man  ftir  alle 
hinreichend  groBen  Werte  von  Q: 


1st  f(x)  eine  einfache  Funktion,  so  hat  man  fur  alle  hin- 
reichend groBen  Werte  yon  Q: 


Ist  f(x)  eine  einfache  Funktion,  so  hat  man  fur  unend- 
lich  viele  beliebig  groBe  Werte  von  ^: 


Ist  f(x)  eine  einfacbe  Funktion  und  "bezeichnet  WI(Q)  wie 
friiher  den  kleinsten  Wert  yon  \f(%)\  fiir  X\  =  Q,  so  hat  man 
fiir  unendlich  viele  hinreichend  groBe  Werte  von  Q: 


es  ist  ferner  fiir  jede  beliebige  ganze  Funktion  f(x): 


Die  Satze  von  Picard  und  derea  Verallgemeinerungen1). 

301.  Im  Jahre  1879  stellte  Picard  die  zwei  folgendea  sehr  be- 
merkenswerten;  nach  ihm  benannten  Satze  auf: 

I.  Eine   ganze  Funktion.  f(x]   nimmt   in   der  Ebene   alle 
moglichen  Werte   an;  hochstens   einen  ausgenommen.     Oder: 
Ist  f(x)   eine  ganze  Funktion  und  gibt  es  zwei  verschiedene 
GroBen    A,   S    von    der    Art,    daB    die   Funktionen   f(x)  —  A, 
f(x)  —  B   keine  Nullstellen   besitzen;    so   ist   f(x)    eine   Kon- 
stante. 

II.  Ist  f(x)   eine   ganze  Funktion  und  gibt  es  zwei  ver- 
schiedene   GrroBen  A,  B   von   der   Art,    daB    die   Funktionen. 

1)  Borel  43,  47,  75,  76,  Cazzaniga  116,  Desaint  134,  Farkas  154, 
Kraft  231,  Landau  584,  Maillet  284,  296,  Picard  372,  374,  377,  378,  379, 
Bemoundos  424,  Schaper  437. 

Erst  nachdem  dieser  Bogen  gesetzt  war,  gelangte  ich.  in  den  Besitz  einer 
Arbeit  von  Schottky  (682ter),  in  welcher  er  den  Picardschen  Satz  auf  Grund 
des  Cauchysclien  beweist.  Nach  Aussage  des  Yerfassers  ist  sein  Beweis  grofiten- 
teils  nur  eine  Umformung  des  Borelschen. 
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f(x)  —  A,  f(x)~B  je   eine  endliclie   Anzabl   Ton    Nullstellen 
besitzen,  so  ist  f(x)  ein  Polynom. 

Der  von  Picard  fur  diese  Satze  gegebene  Beweis  stiitzt  sici.  auf 
die  Theorie  der  elliptischen  Funktioaen.  Erst  1896  gelang  es  Borel, 
Satz  I  durch  ein  Verfahren  zu  begrunden,  das  yon  jeder  speziellen 
Theorie  unabhangig  ist.  Borels  Beweis  soil,  etwas  abgeandert  und 
vereinfackt,  Gegenstand  der  folgenden  Darlegung  sein1). 

302.  Wir  bemerken  zunachst,  daB  stets  A  =  0,  J3  ==  1  voraus- 
gesetzt  werden  kann;  es  wiirde  namlich  gentigen,  in  jedem  Falle  statt 

der  Funktion  fx    die  Funktion  -z~      ^ 


Wir  setzen  also  yorans,  da6  es  eine  ganze  Funktion  f(x)  gebe, 
die  weder  den  Wert  0  noch  den  Wert  1  annimmt.  Sie  mlifite 
(Art.  203)  gleichzeitig  die  folgenden  beiden  Formen  haben: 

/•(fl?)-^^,    /i(a!)--^W  +  l, 
in  denen  g>(#),  fy(x)  ganze  Funktionen  sind;  niitMn  mnfite: 

(1)  ^(*)-f^(*)  =  l 

sein.  Da  nicht  ev®  =  0  sein  kann,  so  kann  auch  nicht  eV®  =  1  sein; 
und  ty(x)  kann  folglich  keinen  der  Werte  2nici  annehmen,  wo  n  die 
Null  oder  eine  ganze  positiye  oder  negative  Zahl  bedeutet;  es  ist 
demnach: 

(2)  V(x)=->2nni  +  e%nV>, 

wo  %n(p)  eine  von  n  abhangige  ganze  Funktion  ist. 
Setzt  man: 


A=0 


und  bezeichnet  man  mit  JLT(^),  C($),  -D(o)  ^en  groBten  absoluten 
Betrag  von  <p(%),  den  groBten  positiyen  Wert  yon  Q  und  dea  ab- 
soluten Wert  des  groBten  negativen  Wertes  yon  Q  fur  |o?|  =  0, 
so  hat  man  (Art.  129)  : 

1)  Landau  (584)  hat  diarch.  eine  leichte  Modifikation  des  Borelschen  Ge- 
dankenganges  den  folgenden  allgemeineren  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  die  G-esamtheit  der  im  Punkte  cc  =  Q  regnlaren 
Pnnktionen  f(sc)  betracktet,  ftir  welche  /(O)  einen  und  denselben, 
yon  0  und  1  verschiedenen  Wert  «0  und  /"(O)  einen  und  denselben 
nicht  verschwindenden  Wert  a^  tat,  so  gibt  es  eine  feste,  nur  von 
a0  und  a^  abhangige  Zahl  ~R,  so  daB  im  Kreise  x  \  <  JR  jede  dieser 
Funktionen  f(x)  entweder  eine  sin.g-u.lare  Stelle  hat  oder  einen  der 
beiden  Werte  0,  1  annimmt. 
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(3) 


ferner,  wenn  man: 

(4) 
Toranssetzt: 

(5) 


<?-!• 


Es  1st  aufierdem  fur  em  hinreictLend  groBes 


mithin  wegen  (5): 


< 


|ao|+ 


+  |  oi'  [  < 


Aus  (3)  folgt  dann: 

In  derselben  Weise  erhalt  man: 


Diese  Ungleichungen  lassen  sick  aucn  folgendermaBen  sclLreiben: 


(6) 


Bezeidmen  M',  C',  D'  die  M,  C,  D  entsprecnenden  GroBen  fur 
die  Funktion  $($),  so  1st: 

(8)  M '(%)  <!  6  C'(Q)    _  a  y 

(9)  ^(i)< 

Sind  weiterhin  ^in)  <yn,  8n  die  Jf,  C,  D  entspreehenden  QroBen 
fQr  %n(^)  und  wird: 
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gesetzt,  so  folgt  aus  (2): 


nnd  mithin: 


Nun  ist  fur  ein  hinreichend  groBes 
\n\  =  v  gesetzt  wird: 

:22,?r?     |6o|< 


\,  wenn  der  Kiirze  wegen 


(10)  _ 
mithin: 

nnd  folglick: 


60 


Ferner  kann  stets: 


vorausgesetzt  werden,  da  ja  die  Addition  eines  positiven  oder  nega- 
tiven  Yielfachen  von  2ai  zu  %n(x)  den  Wert  yon  exn®  nicht  andert. 
Denkt  man  sich  also  fur  %n(x)  eine  (3)  entsprechende  Formel  ge- 
schrieben,  so  erhalt  man: 

l<  2  lg  v  +  x 


daraus  folgt  wegen  (5): 


und  um  so  mehr: 


wofur  man  auct  schreiben  kann: 


Fiir  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Werte  yon  n,  dui*ch 
welche  die  Ungleichungen  (10)  nicht  befriedigt  werden,  kann  man 
schreiben: 


1)  Diese  Bedingung  schlieBt  die  vorhergehende  ein,  -weil  e7r>4y'27t  1st. 
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wo  km  3n  Ton  n  abhangige  positive  GroBen  sind.     Alsdaam  ist: 


tmd;  wenn  man  mit  A  den  groBten  der  Werte  yon  (jn  +  37iw),  welche 
den  betrachteten  Werten  von  n  entsprechen,  oder  aber  die  Zahl  4 
bezeiclinet;  falls  diese  groBer  ist  als  jener  groBte  Wert: 


Man  hat  also  fur  alle  Werte  von  n: 

(ii)  ^(IX^.W  +  ig*]^, 

wo  A  von  w  unabhangig  ist. 

Sei    XQ    ein  Wert   von   x   vom    absolnten   Betrage   Q,    fur    den 
1);  raitkin  wegen  (1): 


wird.  Wachst  ^)  iiber  alle  Grenzen;  so  wachst  anch.  D(ff)  uber  alle 
Grenzen;  nnd  ^(^0)  n'ahert  sicL.  somit  entweder  der  JSTull  oder  einem 
ganzen  Vielfachen  von  2rti,  etwa  2rtis,  oder?  mit  andern  Worten;  die 
Differenz  ^(^0)  —  %TC  is  kann  fur  einen  passenden  Wert  von  s  kleiner 
gemacbt  werden  als  irgend  ein  bestimmter  Wert,  wenn  man  Q  in  ent- 
sprechender  Weise  wachsen  laBt.  Vorausgesetzt;  daB: 


ist,  hat  man  (Art.  145): 

oder  anch: 

(12) 
wo: 

i<«<l- 

Die   gewonnene  Beziehung  kann  mit  Riicksiclit  anf  (2)  auch  so 
geschrieben  werden: 

$-*>($  =  0  ex*^  | 
oder  anch: 


1)  Ein  derartiger  Wert  ist  immer  vorhanden,  s.  Art.  101. 
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Wahlt  man  eine  GroBe  ft  zwischen  0  und  1,  so  kann  man  r  so 
groB  nelimen,  daB: 

jlgfl 
wird;  nun  ist: 


mithin  : 

I  ttz,fo)  I 
tmd  daher: 

(13)  p,(?)  > 

Andrerseits  folgt  aus  (12),  wenn  [  s  |  =  s  gesetzt  wird: 


ist  9  von  der  Art,  daB: 


so  ist: 

(14)  <r<M'(<>) 
und  somit: 

(15)  lgtf<lgJf'(p). 

Bezeickaet   ferner   icx    einen  Wert  a;  vom   absoluten  Betrage   Q, 
fiir  dea: 


wird,  so  ist  wegen  (2), 

e/.(?)  <   ^(fl?t)  |  +  2fc*  ^  JJf'(p)  +  2x0  <  (2x 

mithin;  wenn  (>  so  groB  ist;  daB  8<.Mf(o)  ist: 

yf(P)<21gJT(P). 
Dureh  Addition  zu  (15)  ergibt  sich: 


(16)  y,(<0  +  lgtf< 

Wegen  (16)  wird  aus  (11)  fur  w  ==  s: 


mithin  folgt  aus  (13),  indem  man  -=-  =  li  setzt: 

(17)  #(i)  < 
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Man  hat  weiterhin  wegen  (7): 
(18)  C(i)^Jf(6) 

Es  ergibt  sich  ferner  aus  (1): 


und  folglicli: 

|  ec  ((?)_ 

oder: 


und  analog: 


Diese  beiden  Beziehungen  zeigen,  daB  C'(Q)  —  C(Q)\  beliebig 
Hein  gemacht  werden  kann;  wenn  man  nm*  Q  entsprechend  waclisen 
lafit;  es  folgt  fur  ein  hinreichend  grofies  Q  und  ein  willkurlich.es  I: 


wofiir  man  auch  schreiben  kann: 

(19)  C'(Q)  =  ( 

wo  I  j  I  <J  I  ist. 

Nun  wahlen  wir  g';  $    so;  dafi: 

(20)  is<r<s,  i^<^><^ 

wird?  und  setzen  in  (8)  §',  |  statt  |,  Q,  in  (19)  |  statt  g  und  in  (17) 
p;  $'  statt  |;  9;  dann  erhalten  wir: 


mithin  wegen  (18): 


wo  jp 

Wahlen  wir  die  GrroBen  £'?  §,  9'  so; 

(21) 
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wird;  so  tab  en  wir: 


Nun  ist  aber  far  ein  hinreichend  groBes  p'  (Art.  146): 

(22) 
folglich: 

(23)  j 

1st  I'  so  groB, 

M  '(I')  > 
wird;  so  ist: 


und;  wenn: 

p'  =  r^(50 

gesetzt  wird?  woraus  wegen  (21): 

fc    .  2  +  ^(60  y  i  +  MIO,, 

5  —         3         5;      ^  3          S 

folgt,  so  ist  leictt  nachzuweisen?  daB  die  Formeln  (5),  (20)  befriedigt 
sind.     Dann  ist: 


und  aus  (23)  ergibt  sich  somit: 


Nehmen  wir  ferner: 

so  erhalten  wir: 

M'(Q") 

Ist: 

so  folgt  daraus  allgemein: 
(26) 
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Nun  ist  wegen  (24),  (25): 


mithin : 

fj\    £/ 


Bekanntlich  *)  konvergiert  das  unendliche  Produkt: 


•und  sein   Wert   ist   (wenn  r(|')  <  1)   positiy  und  kleiner    als   1;    be- 
zeicknen  "wir  ihn  mit  CD,  so  hat  man  fur  jeden  Wert  von  i: 

[i  -  *(!-)]  [i  -  1  T(i-)]  •  •  •  [i  -  ^(r)]  >  ». 

Daraus  folgt  fur  alle  Werte  yon  i: 

(27)  p(i)<-5-r. 

Die  Formel  (26)  im  Verein  mit  (27)  zeigt,  daB  die  Punktion 
ty(x)  innerhalb  eines  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  endliclien 

Radius  —  £'  Werte  yon  einem  absoluten  Betrage  annimmt;  der  groBer 

ist  als  jeder  beliebige  bestimmte  Wert.    Also  ist  die  gemachte  Yoraus- 
setzung  widersinnig?  und  der  Satz  ist  bewiesen. 

303.  Es  lonnt  sich  der  Miihe?  den  langen  Beweis2)  in  wenige 
Zeilen  zusammenzufassen. 

Zuerst  ergeben  sich  unter  den  Bedingungen  (4)  fur  jede  beliebige 
ganze  Funktion  cp(x)  die  Relationen  (6);  (7);  aus  denen  (18)  folgt. 
Die  analogen  Relationen  (8);  (9)  gelten  fiir  die  ganze  Funktion  ty(x). 
Findet  ferner  zwischen  <p(x)  und  ty(x)  die  Beziehung  (1)  statt,  so 

1)  Euler,  Introd.  in  anal,  infinitoram,  T.I,  §  313;  Enzyklop.  d.  math.  Wiss., 
Bd.  I,  S.  116. 

2)  Der  vorstehende  Beweis   erscheint  langer   als    derjenige,    den  man   in 
Borels  Originalabhandlung  liest.    Beim  Vergleich.  wird  aber  der  Leser  bemerken, 
daB  wir  viele  Punkte,  die  sich.  dort  nur  angedeutet  finden,   weiter  ausfiihren 
und  verschiedene  Einzelheiten  hinzufugen  muSten. 


302      Dritter  Tell.    Erganzungen  zur  Theorie  der  analytischen.  Funktionen 

sind  die  auf  dieselben  bezuglichen  MaximalgroBen  durch  die  Relationen 
(17),  (19)  verbunden. 

Wahlt  man  also  zwei  GroBen  g'7  $'  derart,  dafi  g'  zu  |  und  p'  zu  Q 
sich  so  verhalt,  wie  £  zu  p;  und  daB  (21)  gilt,  und  schreibt  man  (19) 
fur  die  GroBe  g,  (8),  (17),  (18)  far  die  GroBenpaare  g',  g;  p?  p';  g,  ^ 
so  folgt  durch  Kombination  dieser  Ungleichungen  mit  der  bekannten 
Beziehung  (22)  das  Hauptergebnis  (23),  welches  allein  die  GrroBen 
g'?  9'  enthalt  und  sich  durch  weitere  Hypothesen  iiber  die  Beziehung 
zwischen  diesen  GroBen  auf  die  ganz  einfaehe  Form  (25)  bringen  laBt. 

Nimmt  man  nun  eine  unbeschrankte  Folge  yon  GroBen  $"7  Q"',  •  -  . 
an^  deren  jede  sich  zur  vorhergehenden  ebenso  yerhalt  wie  Q  zu  g' 
und  9"  zu  Q,  so  zeigt  die  aus  (25)  unmittelbar  folgende  Relation  (26), 
daB  Jf'(^),  d.  h.  das  Maximum  des  absoluten  Betrages  von  ip(%) 
fur  |  x  \  =  qf>h\  mit  Ji  unbeschrankt  zunimmt;  wahrend  andererseits  die 
GroBen  Q^  eine  bestimmte  endliche  Grenze  nicht  ubersteigen.  Es 
laBt  sich  hieraus  schlieBen?  daB  $(%),  gegen  die  Annahrne,  keine  ganze 
Funktion  ist. 


Beschrankt  man  sich  auf  Funktionen  von  endlicher  Hohe, 
so  laBt  sich  ein  Satz  beweisen,  der  die  des  Art.  301  umfaBt: 

Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion  von  endlicher  Hohe  und 
sind  P(#)?  Q(x)  zwei  yerschiedene  Polynome,  so  ist  f(x)  ein 
Polynom;  falls  jede  der  beiden  Gleichungen: 


eine  endliche  Anzahl  yon  Wurzeln  hat. 
Es  muB  sein  (Art.  205): 

f(x)  -  P(x)  -  A(x)evW,    f(x)  -  Q(x)  =  B 

wo  A(x),  B(x)  Polynome  sind;  da  ferner  f(x)  yon  endlicher  Hohe  ist 
und  P(#),  Q(x)  Polynome  sind;  so  sind  (Art.  287)  auch  f(x)  —  P(x), 
f(x)  —  Q(x)  yon  endlicher  Hohe;  folglich  sind  95(0?),  ^(#)  Polynome. 
Bildet  man  demnach  die  h  +  1  successiyen  Ableitungen  der  Gleichung: 


wo  h  den  gro'Beren  der  Grade   der  beiden  Polynome  A(x),  S(x)  be- 
zeichnet;  so  ergibt  sich  schlieBlich: 

AL 
oder  auch: 
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wo  AI(X),  BI(OC)  Polynome  sind.  Daraus  folgt,  daB  cp(x)  —  tp(x)  eine 
Konstante: 

<p(x)  —  ^(x)  =  c 
und  somit: 

<*?&[&  A(x)  -  .B(»]  =  JP(a)  -  Q(x) 

ist;  hieraus  aber  ergibt  sich,  da6  tp(x)  und  folglich  auch  <p(x)  konstant 
ist.  Also  reduziert  sich  f(x)  in  der  Tat  au£  ein  Polynom. 

305.    Noch  allgemeiner  ist  der  folgende  Satz: 

Es  sei  f(x)  eine  Funktioii  von  endlichem  o/-Index;  sind 
die  entsprechenden  Indices  o/1;  vz  zweier  Punktionen  <pi(%), 
9?2(a/)  niedriger  als  v,  so  ist  der  ^-Index  aller  Punktionen: 

(1)  <p,(x)f(x)  -  y,(x) 

gleich  v,  wenn  v  nicht  ganz  ist;  wahrend-es;  wenn  v  ganz 
ist,  mindestens  ein  Paar  YOU  Funktionen  cpi(x),  ^sO)  YOn  ^er 
Art  gibt?  daB  der  /l-Indes  der  Funktion  (1)  niedriger  ist  als  v. 

Wir  wissen  (Art.  287,  288),  daB  der  v-Index  der  Punktion  (1) 
zugleich  der  yon  f(x)  ist.  Dasselbe  kann  folglicn  (Art.  271),  wenn 
v  nicht  ganzzahlig  ist,  vom  A-Index  behauptet  werden,  der  unter 
dieser  Voraussetzung  mit  dem  i/-Index  zusammenfallt. 

Sei  v  jetzt  ganzzahlig,  und  es  werde  vorausgesetzt,  es  gebe  zwei 
Paare  yon  Punktionen  <pi(%),  92(^);  ^lO)?  ^(^)  von  der  Art,  daB 
der  yl-Indes  der  beiden  Funktionen: 


niedriger  ist  als  v.     Da  ihr  v-Index  gleich  dem  yon  f(x)  ist,  so  gilt: 


wo  9?  (a?),  il>(%)  einfache  Punktionen  sind,  deren  A-Indices  kleiner  sind 
als  v,  und  somit  P(#),  §0)  zw^i  Polynome  bezeichnen,  deren  Grad 
genau  gleich  v  ist.  Aus  den  Gleichungen  (2)  folgt: 


oder  einfacher: 

(3)  M 

wo  der  v-Indes  yon  M(x),  N(x),  L(x)  kleiner  ist  als  derjenige  yon  f(x\ 
Durch  Differentiation  erhalt  man: 
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daraus  ergibt  sick,  falls  der  Nenner  nickt  identisck  Null  ist: 

LN'  —  NL'  +  LNQ' 

MN'  —  NM'  +  MN(Q'  -^P7)  > 

ML'  —  LM'  —  LMP' 

MN'  —  NM'  4-  MN(Q'  —  P') " 

Betraekten  wir  beispielsweise  den  ersten  dieser  Ausdrucke.  Z'akler 
und  Nenner  sind  ganze  Funktionen  mit  gleicken  "Wurzeln,  deren 
o'-Indices  kleiner  sind  als  der  yon  /(#);  bezeicknen  wir  sie  mit 
y(x)eaW,  beziekentlick  y(x)e?&\  TVO  y(x]  eine  einfacke  Funktion  ist, 
so  ist: 

P(x)  =  «(*)  -  (t(x); 

das  ist  aber  unmoglick,  weil  P  yom  Grade  v  ist,  wakrend  die  Grade 
yon  cc  und  /3  niedriger  sind  als  v. 

Ist  der  gemeinsame  Nenner  der  Ausdrucke  (4)  Null: 

JOT  -  NM'  +  MN(Q'  -  P')  =  0, 
so  kann  man  mit  -^eQ~p  niultiplizieren  und  sckreiben: 

=  0. 

j.u.~ 

-,-,.     Q p 

Nun   ist   die   linke   Seite  (Art.  168)    die  Ableitung  yon 


folglicli  bat  man,  wenn  c  eine  Konstante  bezeichnet: 


Aus  (3)  wird  alsdann: 

( 
woraus  sich  ergibt: 


M  ' 


das  ist  aber  aus  demselben  Grunde  wie  yorher  unmoglicL 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

308.  Der  yorstenende  Beweis  sttitzt  sich.  lediglicn  auf  die  beiden 
Satze;  daB  der  o>-Index  der  Summe  zweier  Funktionen  niemals  groBer 
ist  als  der  der  betrachteten  Funktionen,  und  daB  der  ^/-Indes  der  Ab- 
leitung einer  Funktion  hocbstens  dem  der  letzteren  gleich  ist.  Der 
Beweis  kann  somit  unmittelbar  auf  alle  Funktionen  yon  unendlicbem 
v-Index,  yon  denen  in  Art.  299  die  Rede  ge\vesen;  iibertragen  werden. 
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307.  Wir  haben  im  yorhergehenden  Kapitel  (Art.  300)  auf  die 
neueren  UntersucliungerL  Krafts  tiber  ganze  Funktionen  yon  unend- 
lichem  v-Index  Hngewiesen.  Auf  Grund  der  gewonnenen  Ergebnisse 
beweist  er  den  folgenden  Satz,  der  Picards  Satze  als  Sonderfalle 
umfafit : 

Ist  f(x)  eine  ganze  Funktion;  a  eine  Konstante  und  /La(^>) 
der  A-Xndex  der  Funktion  f(x)  —  a,  so  bat  die  Beziehung:* 


fur    alle   Werte    yon    a    G-eltung    mit    Ausnalime    hochstens 
eines  einzigen. 

tiber  gewisse  Verallgemeinerungen  der  ganzen  Funktionen1). 

308.  In  den  letzten  Jaliren  sind  einige  Eigensckaften  der  ganzen 
Funktionen  auf  etwas  allgemeinere  Funktionenklassen  iibertragen 
worden.  Wir  wollen  diese  "Ubertragungen;  die  im  allgemeinen  keine 
betrachtliclien  Schwierigkeitea  darbieten;  ziemlich  kurz  behandeln. 

Wir  betrachten  zunachst  die  meromorplien  Fnnktionen  (C3a 
unserer  Klassifikation).  Eine  solche  Fuiiktiori  ist  (Art.  248)  der 
Quotient  zweier  ganzen  Funktionen.  Fiir  diese  Funktionen  nimmt 
Picards  Satz  I  folgende  Gestalt  an: 

Ist  f(x)  eine  meromorphe  Funktion  und  gibt  es  drei 
versckiedene  Konstanten  A,  B,  C  yon  der  Art;  daB  die  Funk- 
tionen f(x)  —  A,  f(x)  —  B,  f(x)  —  C  keine  Wurzeln  haben;  so 
ist  f(x)  eine  Konstante3). 

Wir  konnen  auch.  Lier  A  ==  0,  JE>  =  1  yoraussetzen. 

Es   sei: 


wo  <p(x),  ty(x)  zwei  ganze  Fuuktionen  darstellen.  Die  Gleiclnmgen, 
welche  der  Voraussetzung  nacb.  nickt  bestehen  konnen?  neliineu  fol- 
gende Gestalt  an: 

<p(x)  =  0, 

<p(x)  —  if)(x)  =  0, 


1)  Borel  42,  48,  56,  534,   Maillet  284,  285,  286,  287,  288,  289,  291,  292, 
Painlev£  356,  Pincherle  616. 

2)  Der  UnterscMed  von  dem  Falle  der  ganzen  Funktionen  hangt  ersiclitlick 
mit  dem  Umstande  zusammen,  dafi  in  letzterem  Falle  anBer  den  beiden  aus- 
dracHicli   hervorgehobenen   G-leiclmngen   auch    die   Gleichung    f(x)  =  oo    keine 
Wurzeln  tat. 
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Hieraus  ergibt  sich: 


wo    &(x),    %?($))   4(x)    ganze   Funktionen    sind,    und    somit   durch 
Elimination  von.  <p(x)}  $(x): 


+  e-i(^  =  0; 
woftir  man  sctreibeiL  kaim: 


(1) 

indem  man: 


ff  (a?)  - 


setzt.  Nun  ist  die  Unmoglichkeit  von  (1);  wenn  a(x),  fi(x)  keine 
Konstanten  sind,  bereits  bewiesen  worden  (Art.  302  ),  und  es  ist  leicht 
zu  ersehen^  daB;  wenn  a(x),  fi(x)  Konstanten  sind,  aucli  f(x)  eine 
Konstante  ist. 

309.  Die  im  vorigen  Kapitel  beliandelten  Verallgemeinerungen 
des  Picardschen  Satzes  konnen  au£  meromorphe  Punktionen  ausgedennt 
werden. 

Es  ist  indes  notwendig;  eine  Bemerkung  vorauszuschicken. 

Ist  eine  meromorphe  Funktion  f(x)  gegeben,  so  ist  ihre  Dar- 
stellung  als  Quotient  zweier  ganzen  Punktionen: 


nicht  vollig  bestimmt;  auch  dann  nicht;  wenn  festgesetzt  wird; 
Zaliler  und  tenner  keine  gemeinsamen  Wurzeln  besitzen  sollen;    in 
der  Tat  kann  man  aucn  scnreiben: 


wo  &(%)  eine  beliebige  ganze  Punktion  ist. 

Ist  $(%)  von  endlicner  Hohe;  so  werden  wir  die  Darstellung  (1) 
(bis  auf  einen  konstanten  Paktor)  in  unzweideutiger  Weise  bestimmen, 
indem  wir  festsetzen;  da6  ty(x)  eine  einfache  Punktion  sei. 

Vorausgesetzt,  daB  dieser  Bedingung  genugt  ist,  werden  wir  als 
Index  der  meromorphen  Punktion  f(x)  den  groBten  der  ^-Indices  der 
beiden  ganzen  Punktionen  <p(#),  ty(x)  bezeicnnen,  falls  diese  Indices 
endlicn  sind.  Wenn  wir  dann  von  ganzen  Punktionen  sprechen^ 
werden  wir  statt  v -In des  offcer  bloB  Index  sagen. 
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310.  1st  f(x)  eine  meromorphe  Function  vom  Index  v, 
und  sind  a(x),  P(%))  y(x}?  8(x)  ganze  Funktionen,  deren 
Indices  kleiner  sind  als  v,  so  hat  auch  die  meromorphe 
Funktion: 


'l  y  («) 

den  Index  v. 

Es  sind  namlich  in  dem  Ausdruck: 


Zahler  nnd  Nenner  ganze  Funktionen,  deren  Indices  nicht  groBer  sind 
als  i/,  mithin  kann  dasselbe  von/^^)  behauptet  werden;  da  andrerseits: 


1st,    so   kann   der  Index  yon  f(x)    denjenigen    von   f^ft)   nicht  tiber- 
steigen;  also  sind  beide  Indices  gleich. 

311.  1st  f(x)  eine  meromorphe  Funktion  von  endlichem 
Index  und  gibt  es  drei  verschiedene  Paare  von  Polynonien 
P^.fV),  Qi(%)  (i=  1,2,3)  von  der  Art,  daB  die  Grleichungen: 


eine  endliche  Anzahl  von  Wurzeln  besitzen,  so  ist  f(x)  eine 
rationale  Funktion. 

Nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  hat  man,  wenn  f(x)  =  —  ~ 
gesetzt  wird: 


wo  -H^(^),  -S^(^)  Polynome  bedeuten.     Durch  Elimination  von  9  (re), 
^#    erhalt  man: 


(a)     P,00 


=0, 


woftir  man  schreiben  kann: 


wo  -4.  (a?),  5  (a;),  C(a?)  Polynome   darstellen.     Hiernach  laBt  sich  der 
Beweis  wie  in  Art.  304  zu  Ende  fiihren. 

20* 
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312.  1st  f(x)  eine  meromorpbe  Funktion  Yom  Index  v, 
so  gibt  es  bocbstens  zwei  meromorpbe  Funktionen  g(x)  mit 
niedrigerem  Index  als  v  Yon  der  Art,  daB  die  Reibe  der 
Nullstellen  der  Gleicbung: 

einen  KonYergenzexponenten  I  besitzt,  der  kleiner  ist  als  v. 
Wir  setzen: 


und  betracbten  die  Gesamtheit  I  der  Funktionen: 


wo  a(#),  $(x)9  y(x),  d(x)  ganze  Funktionen  von  niedrigerem  Index 
als  v  sind. 

Es  konnen  drei  Falle  eintreten,  die  wir  der  Reibe  nach  betracbtea 
wollen. 

1)  In  der  Cresamtbeit  I  kommt  keine  ganze  Funktion  vor. 

Wir  nebmen  an,  es  gebe  eine  Funktion  g(x)  von  der  Bescbaffen- 
beit,  daB  fur  die  entsprecbende  Gleicbung  (1)  ^  <  v  ist.  Alsdann  ist 
der  A-Index  der  ganzen  Funktion  coy  —  %^  kleiner  als  v]  wird  nun: 

a)  cp  —  ity  =  6e<u 

gesetzt^  wo  6  eine  einfacbe  Funktion  ist,  so  ist  der  /l-Index  und  mit- 
bin  der  v  -Index  von  6  kleiner  als  v,  Man  kann  aber  setzen,  indein 
man  y  =  CD;  8  «=  —  %  nimmt: 


so  dafi  also  6f±  eine  ganze  Funktion  ist;  wabrend  sie  der  Gesamtbeit  1 
angebort,  da  die  Indices  Yon  6  a,  6f$  kleiner  als  v  sind.  Also  ist  die 
geinacbte  Voraussetzung  in  dem  betracbteten  Falle  widersinnig. 

2)  Die  Gesamtbeit  I  entbalt  eine  ganze  Funktion  Q(X), 
aber  diese  ist  derart;  daB  es  kein  Paar  Yon  ganzen  Funk- 
tionen ^(x)9  %(^)  von  niedrigerem  Index  als  v  gibt,  fur 
welcbes  der  ^-Index  der  Funktion: 

(3)  <Pi(x)9(z)-93(x) 

kleiner  ist  als  v. 
Ist: 


C(x)f(x)+D(x)> 
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so  kann  (2)  gesckrieben  werden: 


(—  yB  +  6  A)  ~~  N  ' 

Die  Wurzeln  der  Grleicliung  f±  =  0  sind  die  Wurzeln  yon  M  =  Oy 
fur  die  nicht  zugleicli  N  =  0  1st;  es  geniigen  aber  die  M  =  0;  N  =  0 
gemeinsamen  Wurzeln  der  Grleicliung: 


deren  Index  kleiner  ist  als  v,  mithin  ist  der  Konvergenzezponent  der 
Eeihe  dieser  Wurzeln  kleiner  als  v,  und  der  der  Wurzeln  yon  /i  =  0 
stimmt  mit  dem  der  Wurzeln  yon  M  =  0  uberein.  Nun  ist  der 
Konyergenzexponent  der  Reihe  der  Wurzeln  yon  M  ==  0  nach  der 
tiber  $  gemacnten  Yoraussetzung  genau  v,  ausgenommen  den  Fall,  daB: 


oder  -|-  =  jr  ist.  Beachtet  man,  daB  der  Grleicliung  f±  =  0  die  Grleicliung 

f  =  —  L-  entspricht?  so  kann  man  sclilieBen;  dafi  fiir  die  Gleicliung  (1) 
nur  dann  A  <  v  ist,  wenn: 


ist. 

3)  Die  Funktion  p(ia?)  ist  der  Art,  daB  es  ein  Funktionen- 
paar  g?±(^),  <P2<X)  V0]1  niedrigerem  Index  als  v  gibt,  fiir 
welckes  der  ^,-Index  yon  (3)  kleiner  ist  als  v. 

Wir  setzen: 


, 

Of+D   ' 

es  muB  dann  sein: 

Pi  =  ^p, 

wo  6  eine  einfaclie  Funktion  von  einem  Index  <  v  und  P  ein  Polynom 
Tom  Grade  v  bedeutet,  der  notwendigerweise  eine  ganze  Zahl  ist. 
Daraus  folgt: 
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woraus   sieh   ergibt,  dafi  die  Gesamtheit  I  in  dem  betrachteten  Falle 
eine  Exponentialfunktion  enthalt;  ferner  ist: 


1      if+8 

Man  ersieht  hieraus  wie  yorher,  daB  der  Konvergenzexponent  der 
Reihe  der  Wurzeln  yon  /i  =  0  nichis  andres  ist  als  der  1-  Index  der 
Funktion  Jf.  Nun  ist: 


da  aber  ^  die  einzige  Funktion  yon  der  Form  (3)  ist,  fur  die  I  <  v; 
so  hat  man  fur  M  die  Grleicliung  I  =  o'.  Eine  Ausnahme  bilden  nur 
die  beiden  Falle: 

aD-  /3C=0;     -«J?i 
denen  beziehungsweise  entsprechen: 


313*  Maillet  hat  den  Funktionen  mit  einer  endlichen  Anzahl 
yon  singularen  Punkten  (02  unserer  Klassifikation)  den  Nanaen  halb- 
ganze  Funktionen  (fonctions  quasi-entieres)  gegeben.  Sind 
a0,  ai}  .  .  .,  ak,  oo  die  singul'aren  Punkte  und  bezeichnen: 


ganze  Funktionen.,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  betrachteten  Funk- 
tionen: 


Die  Funktion  f(x)  lafit  sich  noch  auf  eine  andre  Form  bringen. 
Es  moge  I  die  Menge  ihi-er  Nullstellen  bezeichnen;  die  abgeleitete 
Menge  T  kann  (Art.  159)  keinen  yon  den  Punkten  al  (i  ==  0;  1;  -•  -;  7j)7 
oc  yerschiedenen  Punkt  enthalten.  Nun  zerlegen  wir  I  in  7c  +  2 
Teilmengen  1^  (i  =  0;  1;  -  -  - ;  &  +  1)7  yon  denen  jede  einen  der  betrach- 
teten Punkte  als  einzige  Grrenzstelle  besitzt  (einige  yon  diesen  Mengen 
konnen  unter  Umstanden  fehlen).  Setzen  wir  dann: 
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und  bilden  wir  die  einfache  Funktion  cpt(y?)  mit  den  Nullstellen  dih> 
so  liat  das  Produkt: 


)  <Pi  (  -}  '  '  ' 

—  aQj  ^1  \x  —  o^J 


dieselben  Nullstellen  wie  /"(a?),  und  es  ist;  wie  leicht  zu  schliefien: 

f(x}  = 

7  v  y 


x(x-  a0)*o  (x  -  a^  -  -  -  (a?  -  a^t, 

wo  die  ^  ganze  Funktionen  und  die  a  positive  oder  negative  ZaMen 
bedeuten. 

Als  Index  yon  f(x)  in  bezug  an£  den  Punkt  az  bezeichnet  man 
den  Index  vl  der  Funkt-ion  ^.(o;);  es  lafit  sich  beweisen^  daB  auch  die 
Fnnktion  9^(0;)^  denselben  Index  hat. 

Fur  die  halbganzen  Funktionen  gilt  folgender  Satz: 

1st  f(x)  eine  lialbganze  Funktion;  deren  Indices  samt- 
lich  kleiner  sind  als  2,  und  besitzt  sie  eine  endliclie  Anzahl 
imaginarer  Nullstellen,  so  findet  dasselbe  fur  ilire  Ab- 
leitung  statt;  ferner  liegt  zwischen  zwei  aufeinanderfolgen- 
den  reellen  Nullstellen  von  f(x)  von  hinreicnend  groBeni 
absolutem  Betrage  eine  einzige  ITullstelle  von  f(x). 

Auch  die  Satze  des  vorigen  Kapitels  lassen  sich  auf  halbganze 
Funktionen  tibertragen. 

814.  Ganz  neuerdings  hat  Maillet  den  Nainen  halbganze 
Funktionen  (fonctions  quasi-entieres)  denjenigen  Funktionen 
erteilt,  fiir  welche  der  Punkt  im  Unendh'chen  ein  isolierter  singularer 
Punkt  ist. 

Wird  urn  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  E  ein  Kreis  be- 
schrieben,  der  alle  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Singularitaten 
der  Function  enthalt,  so  ist  die  allgemeine  Form  der  betrachteten 
Funktionen  (Art.  180): 


wo  9?  (a?)  eine  ganze  Funktion,  ^(  —  j  aber  eine  aufierhalb  des  Kreises 
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E  konvergierende  Potenzreihe  Yon  —  oline  konstantes  Glied  1st.    Als 

OG 

Index   YOU  f(x)  wird    der   v-Indes   von    <p(#)  bezeichnet.     Da   sich 

ip  (—  )  der  Null  nahert,  wenn  x  dem  Unendlichen  zustrebt,  so  hat  man 
\  x  / 

fur  ein  hinreichend  groBes  |: 

\f(x)\«?+: 

Die  Funktion  f(x)  lafit  sich.  auf  die  Form: 


bringen,  wo  f±(x)  eine  Funktion  von  derselben  ISTatur  wie  f(x),  a  eine 
ganze  Zanl  und  co(#)  eine  einfache  ganze  Funktion  ist;  deren  Null- 
stellen  die  auBerhalb  des  Kreises  E  liegenden  Nullstellen  von  f(x)  sind. 
Auch  auf  die  hier  betrachteten  Funktionen  konnen  die  im  vorigen 
Artikel  angefiinrten  Satze  iibertragen  werden. 

315.  Maillet    nennt    halbmeromorphe   Funktionen    (fonc- 
tions  quasi-meromorpnes)  diejenigen  Funktionen;  die  auBer  einer 
endlichen  AnzaH  von  wesentlich  singularen  Punkten  eine  unendliche 
Anzahl  von  Polen  besitzen  (C3b  unserer  Klassifikation).    Er  beweist; 
daB  jede  halbmeromorphe  Funktion  der  Quotient  z  "\veier 
halbganzer  Funktionen  ist,  und  iibertragt  auf  die  neuen  Funk- 
tionen die  bekannten  Satze. 

Punktionen  mit  beschranktem  Exist  enzbereich 
(Liickenfuiiktionen)  1). 

316.  Die   theoretische   Moglichkeit   analytischer   Funktionen, 
deren  Esistenzbereich  nicht  die   ganze  Ebene  bedeckt;  folgt  aus   der 
Definition  der  analytischen  Funktion  selbst.    Andrerseits  besitzen  die 
Funktionen,   die  gewohnlich  in  der  Analysis  betrachtet  werden  (die 
rationalen;  die  elementaren  transzendenten  und  die  elliptischen  Funk- 
tionen), mit  Ausnahme  einer  endlichen  oder  unendlicheu  Menge  von 
Punkten;  die  weder  Flachen  noch  Linien  bilden,  die  ganze  Ebene  als 
Existenzbereich.    Es  erhebt  sich  demnach  die  Frage,  ob  es  wirklich 
analytische  Funktionen  gibt,  die  in  bestimmten  Teilen  der  Ebene,  die 
sowohl  Linien  (Unstetigkeitslinien  oder  singulars  Linien)   als 
auch  Flachen  (Lticken)  sein  konnen,  nicht  existieren. 

1)  D'Arone  8,  Cayley  114,  Fredholm  158,  Gillet  168,  Goursat  173, 
174,  175,  Hom6n  208,  Krygowski  233,  234,  Lerch  256,  258,  Mittag-Leffler 
329,  330,  Poincare  395,  396,  Pszeborski  419,  Stackel  464,  Stieltjes  465, 
Teixeira  472,  473,  WeierstraB  517. 
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Ein  tieferes  Studium  der  Tkeorie  der  elliptiscken  Funktionen  kat 
erkennen  lassen,  daB  der  Modul  einer  elliptiscken  Funktion,  als  analy- 
tiscke  Funktion  des  Verkaltnisses  ihrer  Perioden  betracktet,  nur  fiir 
diejenigen  Werte  dieses  Verkaltnisses  existiert,  in  denen  der  Koeffi- 
zient  yon  i  positiy  ist,  d.  k.  nur  in  der  oberkalb  der  reellen  Ackse 
liegenden  Halbebene  der  komplexen  Zahlenebene.  Von  dieser  Funk- 
tion aus  kann  man  durck  eine  lineare  Substitution  (ygl.  Art.  198) 
zu  einer  Fnnktion  gelangen,  die  nur  in  dem  Innen-  oder  nur  in  dem 
AuBengebiete  eines  gegebenen  Ereises  existiert.  Funktionen  dieser 
Art  sind  auck  direkt  konstruiert  worden1),  und  auf  einige  yon  iknen 
werden  wir  gelegentlick  weiter  unten  stoBen.  Fiir  jetzt  gemigt  es, 
unter  den  yielen  Bei  spiel  en  fiir  die  Konstruktion  yon  Funktionen 
mit  besckranktem  Exist enzbereick  oder  Luckenfunktionen  dasjenige 
yon  Poincare  in  seinen  Einzelheiten  darzustellen,  das  eins  der  all- 
gemeinsten  ist. 

317.   Die  Aufgabe,  die  sich  Poincare  stellt,  ist  folgende: 
Gregeben  ist  ein  Bereick  C,  dessen  Umfang  eine  einfacke  konyexe 
Linie  I  sei;   man  soil  eine  analytiscke  Funktion  bilden,    die   in   der 
ganzen  Ebene  mit  Ausnakme  des  Bereickes  C  existiert. 

Man    nekme    eine   Folge    yon    reellen    oder   komplexen   GroBen 

CO 

ai}a%f...  yon  der  Art,   daB   die  Reike   J^la/J  konyergent  ist,   und 

eine  abzaklbare  Menge  yon  Punkten  c1;  c2;  . .  .,  die  C  oder  dessen 
Umfang  angekort  und  auf  jedem  Teile  von  I  iiberall  dickt  ist;  und 
bilde  den  aritkmetiscken  Ausdruck: 


Es  sei  XQ  ein  Punkt  auBerkalb  C,  Q  der  Radius  des  urn  x0  be- 
sckriebenen^  I  yon  auBen  beriikrenden  Kieises  7;  da  I  konvex  ist,  so 
ist  dieser  Kreis  eindeutig  bestimmt  und  liegt  mit  Ausnakme  des 
Berukrungspunktes  ^  yollstandig  auBerkalb  C.  Man  kat  somit  far 
alle  Werte  yon  h: 

\ch-%o\^$ 
und  daker^  wenn  x  ein  Punkt  innerkalb  des  Ereises  y  ist: 


1)  Am  wichtigsten  sind  nnter  ihnen  die  Fucks  sell  en,  deren  Untersuckung 
man  Poincar^  verdankt;  sie  existieren  unter  gewissen  Umstaaden  urn*  im  Innern 
des  Einheitskreises  (so  pflegt  man  den  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt 
besckriebenen  Kreis  zn  bezeicknen). 
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folglich: 


und: 


wo: 


(i) 


oo     p  Co 


Die  Reihe  ^5p7i(^  —  ^0)  konvergiert  gieicliinaBig  fiir  alle  Werte 

A=l 

yon  ic,  fiir  die  |  x  —  x0   =  Q'  ist;  wobei  (>'  eine  beliebige   GroBe  be- 
deutet,  die  kleiner  als  ^  ist.     Es  ist  namlich.: 


—  aen  *  +  i  =^J  J.  +  1         o  —  < 


folslich: 


oo  co 


nun  lafit  sich.  nach  Annalnne  einer  beliebigen  GroBe  6  stets  eine  Zahl 
w  yon  der  Art  angeben;  daB: 


ist;  folglicL.  hat  man  fiir  alle  betrachteten  Werte  von  x: 


Man  darf  demnach.  auf  die  Reihe  (1)  den  Hilfssatz  Yon  WeierstraB 
anwenden  nnd  erMlt  £iir  alle  Punkte  innertalb  y: 
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V  ^ 

' 


wo: 


F(x)  wird  demnach  durch  eine  analytische  Funktion  dargestellt, 
die  sick  in  jedem  Punkte  auBerhalb  C  regul'ar  verhalt. 

Es  eriibrigt  nock  zu  beweisen,  daB  diese  Funktion  im  Sin  Tie  von 
Art.  157  nickt  iiber  die  Linie  /  kinaus  analytisck  fortgesetzt  werden 
kann?  oder  aucli,  daB  fiir  jeden  beliebigen  Punkt  anBerlialb  C  der 
Konvergenzfaeis  des  diesem  Punkte  entsprechenden  Elementes  der 
analytischen  Funktion  genau  der  I  von  auBen  beriikrende  Ejceis  y  ist. 
Es  gentigt  zu  diesem  Zwecke  naclizuweisen;  daB  die  Eeiie  (2)  fiir: 


nicht  unbedingt  konvergent  ist. 

Wir  nehmen  zunackst  an;  der  Berukrungspunkt  x±  von  y  und  I 
sei  einer  der  Punkte  c,  z.  B.  cr.  Wir  wahlen  e  willkiirlich?  bestimmen 
eine  Zakl  m  von  der  Art,  daB  fiir  jedes  n  >  wi: 


wird,  und  walilen  eine  Zakl  n,  die  groBer  ist  als  m  und  r.    Bezeielinet 
ferner  d  den  kleinsten  unter  den  Abstanden  der  Punkte: 


von  dem  Punkte  x^  so  ist  8  >  9,  und  man  kann  folglich.  eine  GroBe 
von  der  Art  annelinien;  daB: 


Alsdann  ist: 


I    r-1 

y * 

^    (C.-L 


+ 


wo: 


8- 


Da  andrerseits    ch  —  #0  |  >  ^)  fiir  jedes  von  r  verschiedene  A  ist, 
so  ist: 
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cc 

^    1 


£ 

~>+T 


A=/t  +  l 


folglich: 


und: 


(-    \  fc    I    J_ 
— j         der 

Null  zu,  folglich  ist: 

lim  Qk 


da  aber  s  willkiirlich  ist;  so  folgt: 


* 


=  0, 


oder  auch;  mit  Riicksicht  darauf;  daB  |  cr  — 


lim  1 6^  |  £>£  =  lim  ^^ 


woraus  folgt,  daB  die  Reihe 


Pig.  5 


Qk  nicht  konvergent  sein  tann. 

Es  sei  jetzt  x1  von  samtlichen 
Punkten  c  verschieden,  und  es 
werde  angenommen,  daB  der  Kon- 
vergenzradius  der  Reilie  (2)  nicht 
^)7  sondern  ^  >  Q  sei.  Es  werde 
ein  Radius  xQ%2  des  Kreises  QI 
gezogen  und  iiber  X1x2  als  Grund- 
linie  ein  gleiehschenkliges  Drei- 
eck  beschrieben,  dessen  Spitze  %B 
auf  iT0^2  liegen  moge.  Offenbar 
lafit  sicb.  der  Winkel  x^x^  so 
klein  nehmen,  daB;  weiui  wir  den 
Schnittpunkt  yon  x^  und  I  mit 
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x±  bezeichnen,  die  Normale  von  I  in  einem  beliebigen  Punkte  x$  des 
Bogens  x^  den  Radius  x^  in  einem  Punkte  xe  der  Strecke  x^ 
treffe1).  Man  hat  sodann  n?6a?8  >  ^^  und  folglich  nm  so  mehr 
#6^2  >#6%-  Da  nun  die  Hedge  der  Punkte  c  auf  jedern  Teile  von  I 
uberall  dicht  ist;  so  konnen  wir  voraussetzen.,  daB  %  einer  dieser 
Punkte  ist.  Nach  dem,  was  oben  festgestellt  worden,  ist  der  Kon- 
yergenzradius  des  Elementes  der  analytischen  Funktion,  welches  dem 
(auf  der  Normale  zu  I  in  einem  Punkte  c  gelegenen)  Pnnkte  XQ  ent- 
spnctt,  genau  x6%5,  so  daB  der  bezugliche  Konvergenzkreis  vollstandig 
innerkalb  desjenigen  liegt,  der  dem  Punkte  XQ  entspricht;  nun  ist  das 
(Art.  152)  unmoglich,  folglict  ist  die  gemachte  Annahme  falsch. 

Es  ist  sonach  der  Beweis  geliefert,  daB  der  Bereich  C  fiir  die 
durch  den  arithmetischen  Ausdruck  F(x)  dargestellte  analytiscne 
Funktion  eine  Liicke  ist. 

318.  Poincare  nat  als  Beispiel  fiir  die  Anwendung  seiner  Methode 
den  "Pall  behandelt,  in  welchem  der  Bereich  C  ein  konyeses  Polygon 
yon^  beliebiger  Seitenzanl  ist.  Sind  al9  a2,  .  .  .,  ccp  p  Punkte  und^ist 
C  ein  konvexes  Polygon,  welclies  einige  der  Punkte  oc  zu  Ecken  hat, 
wahrend  die  ubrigen  Punkte  a  auf  seinen  Seiten  oder  in  seinem 
Innern  liegen;  so  stellt  der  arithmetiscne  Ausdruck: 


wo   die  hi,  hs,  . . .,  Jip  alle  ganzen,   nicht  negativen  Werte  mit  Aus- 
nahme  der  Kombination  0;  0,  .  .  .,  0  durcklaufen  und  aly  a2)  . .  .;  a 
p  konstante  GroBen  yon  kleinerem  absolutem  Betrage  als  1  sind;  eine 
analytische  Funktion  dar,  die  sich  in  alien  Punkten  auBerhalb  C  und 
lediglick  in  diesen  Punkten  regular  yerhalt. 

Im  besondern  gewinnt  man  so  ftir  p  ==  2  eine  Funktion;  die  eine 
TJnstetigkeitslinie  (die  Strecke  a^)  besitzt. 

Es  nioge  z.  B.  eine  Funktion  gebildet  werden,  die  den  negatiyen 
Teil  der  reellen  Ach.se  zur  Unstetigkeitslinie  hat.  Wir  gehen  yon 
dem  allgemeinen  Ausdrucke: 


1)  Es  wiirde  beispielsweise  geniigen,  so  zu  verfahren,  daB  XB  innerhalb  des 
Bereiches  C  fiele. 
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aus  und  wenden  auf  diesen  die  lineare  Substitution: 


oder: 


an,  durch  welche  den  Werten  ai}  cc2  yon  x  beziehentlich  die  Werte  0 
und  oo  Yon  y}  den  zwischen  at  und  cc2  liegenden  Werteu  YOU  x 
negative  Werte  Yon  y  zugeordnet  werden.  Man  hat  dann: 


V 


y  -  1         ^i  +  ^ 

anstatt  dieser  Funktion  darf  man  aber  die  andre: 


in  Betrackt  ziehen. 

Setzt  man  insbesondere  : 


1 

a*  =  #=,=-- 
1         -         e 


so  ergibt  sich  die  Funktion: 


319.  Die  obigen  Betrachtungen  gelten;  wie  leicht  zu  sehen;  auch 
dann   noch,    wenn   Z  nicht  konYex  ist;   Yorausgesetzt,    da6    es    keine 
einspringenden  Winkel  besitzt. 

Daraus  folgt,  daB  man  einen  gegebenen  KurYenbogen  so  auffasseu 
kann,  als  ob  er;  doppelt  genommen;  den  Umfang  einer  Liicke  Yom 
Flacheninhalt  Null  bilde;  daher  lafit  sick  mit  Hilfe  der  Poincareschen 
Metliode  eine  Funktion  bilden,  welche  diesen  Kurvenbogen  als  Un- 
stetigkeitslinie  besitzt. 

320.  1st   in   der  Ebene    eine    endliche  Anzahl   getrennter,   Yon 
konvexen  Begrenzungen  eingescnlossener  Bereiche  C1?  C2;  . .  .;  Cp  ge- 
geben;  so  lassen  sich.  p  analytische  Funktionen  f±(x),  f2(o?),  .  .  .,  /#(#) 
so    bilden;    daB    fh(x)    nur    auBerhalb    Gh    existiert.      Dann    ist    die 

p 
analytische  Funktion  ^-fh(%)  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahine  der 

A  =  l 

Bereiche  (71;  C9,  .  . .,  C    regular. 
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321.  Lerch  hat  einige  allgemeinere  Satze  aufgestellt,  die  zur 
Bildung  YOU  Liickenfunktionen  fiihren.  Es  inoge  liier  der  folgende 
angefiihrt  werden: 

Es  seien  mQ,  miy  m2,  .  .  .  ganze  positive  Zahlen,  YOB  denen 
jede  ein  Teller  der  folgenden  sein  moge,  $P0(#)?  $Pi(#),  $£2  (#),... 
Potenzreihen,  welclie  innerhalb  des  Einheitskreises  konver- 
gieren  und  auf  dessen  Umfang  hochstens  den  singularen 
Punkt  x=  1  besitzen;  auBerdem  sei  die  Reihe: 


von  der  Art,  daB  sie  innerhalb  des  Einheitskreises  in  eine 
konYergente  Potenzreihe  Yerwandelt  werden  kann  und  fur 
unendlich  viele  Zanlen  n  der  Beziehung: 


geniigt.     Alsdann  ist  /*(#)  eine  analytische  Funktion;  die  nur 
innerhalb  des  Einheitskreises  existieri 

Als  Spezialfalle  dieses  Satzes  findet  man  die  Punktionen: 


Divergente  Beihen1). 

322.  Divergente  Eeihen,  welche  die  alten  Mathematiker  ohne 
Bedenken  verwendeten;  vnirden  aus  der  Analysis  verbannt,  seitdem 
Abel  und  Cauchy  gezeigt  hatten,  daB  ihr  Gebrauch  gefahrlich  ist  und 
zu  falschen  Ergebnissen  fiihren  kann.  Man  erkannte  aber  in  den 
letzten  Jahren,  daB  sich  die  divergenten  Reihen  unter  bestimraten 
Umstanden  als  brauchbares  Werkzeug  far  analytische  Untersuchungen 
erweisen. 


1)  Barnes  527,  Borel  40,  44,  50,  61,  52,  53,  57,  60,  61,  62,  534,  Cesaro  119V 
Fejer  549,  Galvani  551,  Hadamard  184,  Hardy  560,  565,  566,  Joachimescu 
216,  Kluyver  225,  Maillet  295,  Oldenburg  337,  Pad<*  344,  345,  Pincherle> 
393,  614,  615,  Poincar6  398,  Le  Roy  429,  430,  431,  432,  Servant  454,  Thome 
479,  Vivanti  494,  "Woronoi  522.  —  Die  Theorie  der  divergenten  Eeihen  ist 
noch  ziemlich  unvollstandig;  wir  haben  es  jedoch  im  Hinblick  anf  ihre  grofie 
Wichtigkeit  far  geboten  erachtet,  ihr  einige  Seiten  zu  widmen,  die  allerdings- 
r/ur  einen  provisorischen  Charakter  besitzen. 


320     Dritter  Teil.    Erganzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 

Wir  setzen  namlich  voraus,  es  lasse  sich  jeder  divergenten  Reihe 
mit  konstanten  Gliedern  eine  Zahl  und  jeder  divergenten  Reihe  von 
Funktionen  eine  Funktion  —  die  als  Summe  der  Reihe  bezeichnet 
werden  kann  —  so  zuordnen,  dafi  die  Summe  der  Reihe,  die  man 
erhalt,  wenn  man  mit  gegebenen  Reihen  eine  bestimmte  arithmetische 
Operation  vornimmt,  die  n'amliche  GroBe  ist,  die  man  erhalt,  wenn 
man  dieselbe  Operation  mit  den  Surnmen  dieser  Reihen  vornimmt. 
Ist  z.  B.  eine  Differentialgleichung: 

FYr     0!     if    9l"    -   •  •     4lW\   =   0 

-*-  (Ay  y  i  y  ?  y  i      ?  y  )     ^ 

gegeben,  und  laBt  sich  eine  Reihe  von  Funktionen  von  x  auffinden, 
die,  an  Stelle  von  y  gesetzt,  die  Grleichung  formal  befriedigt,  so  ist, 
wenn  diese  Reihe  divergiert,  ihre  Summe  (in  dem  soeben  dem  Worte 
beigelegten  Sinne)  ein  Integral  der  Grleichung.  Fiihrt  man  namlich 
an  der  Reihe  die  in  das  Symbol  F  zusammengefafiten  Operationen 
aus,  so  erhalt  man  der  Voraussetzung  gemafi  eine  Reihe  mit  lauter 
Nullelenienten,  folglich  muB  man,  wenn  dieselben  Operationen  an 
ihrer  Summe  ausgefiihrt  werden,  als  Resultat  die  Summe  einer  Reihe 
mit  lauter  Nullelementen  oder  Null  linden.  Wir  werden  also  durch 
den  Gebrauch  der  divergenten  Reihen  in  den  Stand  gesetzt,  Integrals 
der  vorgegebenen  Grleichung  aufzufinden. 

Diese  tier  kurz  angedeuteten  Gesichtspunkte  sollen  in  der  Folge 
genauer  bestimmt  werden. 

323.     LaBt   sich   fiir   eine   gegebene   reelle   Funktion  f(x)   eine 

co 

solche  Reihe  ^ahx~h  bilden,  daB  fur  alle  Werte  von  n: 
A=O 

/  n  \ 

"  =0 

wird;  wo  selbstverstandlich  x  lauter  reelle  und  positive  Werte  an- 
nimmt,  so  sagt  man,  die  Reihe  stelle  die  Funktion  f(x)  asympto- 
tisch  dar, 

Man  kann  nicht  behaupten,  daB  jede  beliebige  Funktion  eine 
asymptotische  Darstellung  besitzt,  dagegen  laBt  sich  beweisen,  daB, 
wenn  eine  asymptotische  Darstellung  iiberhaupt  existiert, 
es  nur  eine  einzige  gibt.  In  der  Tat  sind  ihre  Koeffizienten  durch 
die  Formeln: 


der  Reihe  nach  bestirnmt;  falls  die  auftretenden  Grenzwerte  existieren. 
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Keineswegs  aber  stellt  umgekehrt  jede  Reihe  eine  einzige  Funk- 
tion  asjmptotiscli  dar. 

Urn  dies  zu  zeigen,  wollen  wir  die  asymptotische  Darstellung 
der  Funktion  e~*  aufsuchen.  Man  hat  (Art.  146): 

lim  erx  =  0,     %  =  lim  x(e~x  —  a0)  =  lim  xe~x  =  0 


und  in  gleicher  Weise  a2  =  0,  aB  =  0  usw.,  so  daB  die  asymptotische 
Darstellung  der  Funktion  erx  eine  Reihe  ist,  deren  Koeffizienten 
samtlich  Null  sind. 

Demnacn  kann  man  nnter  Beacntung  der  S'atze,  die  wir  im 
folgenden  Artikel  anseinandersetzen  werden,  schliefien:  Besitzt  f(x) 
eine  asymptotische  Darstellung;  so  besitzen  alle  Funktionen 
f(%)  +  Ce~x,  wo  C  eine  beliebige  Konstante  bedeutet;  ein  und 
dieselbe  Darstellung. 

324:.  Besitzen  zwei  Funktionen  eine  asymptotische 
Darstellung,  so  besitzt  auch  ihre  Summe  eine  solche  Dar- 
stellung,  und  zwar  ist  sie  die  Summe  der  asymptotischen 
Darstellungen  der  beiden  Funktionen. 

Besitzt  eine  Funktion  f(x)  eine  asymptotische  Dar- 
stellung und  ist  C  eine  Konstante,  so  besitzt  auch  Cf(x) 
eine  asymptotische  Darstellung,  welche  das  Produkt  der 
asymptotischen  Darstellung  von  f(x)  in  C  ist. 

Wir  iibergehen  den  Beweis  dieser  Satze,  der  sich  auBerst  ein- 
fach  gestaltet. 

Besitzen  zwei  Funktionen  asymptotische  Darstellungen, 
so  besitzt  auch  ihr  Produkt  eine  solche,  und  zwar  ist  sie 
das  Produkt  der  asymptotischen  Darstellungen  der  beiden 
Funktionen. 

Der  Beweis  gestaltet  sich  dem  far  die  Multiplikation  konvergenter 
Reihen  lib  lichen  analog. 

325.    Besitzt  die  Funktion  f(x)   die  asymptotische  Dar- 

°*  00 

stellung  ^ahx~h  und  hat  die  Potenzreihe  ^£ crf  den  Konver- 

^=o  r=0 

genzradius  9>|a0|,  so  besitzt  diese  Potenzreihe,  als  Funk- 
tion yon  x  betrachtet,  eine  asymptotische  Darstellung,  die 
man  erhalt,  wenn  man  in  die  Reihe  statt  f  seine  Darstellung 

einfuhrt  und  nach  Potenzen  von  —  ordnet. 

x 

Vivanti,  Tkeorie  der  emdeutigen  analytisehen.  Funktionen.  21 
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Zunachst  kann,  da  limf(x)  =  a0  ist,  x  so  groB  genommen  werden, 

X=  00 

daB  |  f(x)  |  <  Q  wird;  so  daB  die  Reihe  far  alle  Werte  yon  x,  die 
grofier  sind  als  em.  bestimmter  Wert;  konvergiert  und  deshalb  eine 
endliche  Punktion  von  x  darstellt7  die  wir  mit  F(x)  bezeiclanen  wollen. 
Da  ferner  die  Reihe  far  jedes  f^Q<Q  gleichmafiig  konvergiert, 
so  ist: 


lim  F(x)  -  lim 

3;  =OQ  x=co 

Bezeiclinen  wir  diese  Summe  mit  AQ7  so  ist  weiterhin: 


folglica: 

lim  x(F(x]  -  A)  =  lim  a;        cr(f  -  oj)  =        c,  lini  *(/*"  ~  O  • 

«=oo  a;=co     J^^  r_._-L 

Nun  ist: 


mithin: 


eine  GroBe,  die  mit  A±  bezeicnnet  werde.     In  derselben  Weise 
man  fortfahren?  der  Reine  nach  die  ubrigen  Koeffizienten  ^L2;  A3,  • 
der  asymptotischen  Darstellung  von  F(x]  zu  bestimmen,  und  es  be- 
statigt  sich  ohne  Scnwierigkeit,  daB   diese  mit  der  Reihe  zusammen- 

co          /      co  \  r 

fallt;    die   man   ernalten  wiirde?   wenn   man    2  cr  \  2  ahx~h\    nack 
^  r=o      \A  =  O  / 

Potenzen  von  —  ordnete. 
x 

326.     Besitzt    f(x)    eine    asymptotische    Darstellung 

00 

<p(x)  =  ^ah%-h  und  ist  a0=j=0,  so  besitzt  auch  ^-^  eine  asym- 
A  =  o  /  (x) 

ptotische  Darstellung;    die   man    erhalt,    wenn    man  —  r-r  in 


^ 

eine  Potenzreihe  von  —  entwickelt. 

x 
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Man  kann  schreiben: 

ill  1 


indem  man: 


^  v  y       a0  £c    '    a0  a;2    ' 
setzt.     Nun  kann,  da  limf(%)  =  a0  1st,  #  so  groB  genommen  werden; 

x—  co 

daB   |^(^)|  <  1  wird;  alsdann  1st: 


CO 

was    in    eine    konyergente  PotenzreDie  von  —  .    2\%~h,  verwandelt 


werden  kann.    Man  beweist  dann  ohne  Mtihe^  daB  ^bhx~h  die  asym- 
ptotische  Darstellung  von  ^r-r  ist. 

327.  Wenn  eine  Funktion  f(x)  und  ihre  Ableitung  f(x) 
asymptotische  Darstellungen  besitzen,  so  erhalt  man  die 
Darstellung  von  f(x)  durck  gliedweise  Differentiation  der 
Darstellung  von  /X^)1). 


Sind         ahx~h,         bhx~h  die  asymptotisclien  Darstellungen  von 

A=O  A=O 

f(x),  f(x),  so  ist: 

( aQ  =  lim  f(^) ,     %  =  lim  a?  (/(a;)  —  a0) ,     %  « lim  r^2  (f(a?)  —  a0  —  -M , 

a;=s:oo  a;  =  c»  a;=3co         x  7 

(1) 


1)  Man  kann  aber  nicht  allgemein  behaupten,  da6,  wenn  f(x}  eine  asym- 
ptotische  Darstellung  besitzt,  aucE  f(x)  eine  solche  zulafit. 

21* 
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Aus  (1)  folgt  nach  dem  letzten  Satze  in  Art.  221  *): 
0  =  lim  f  (x)  ,     0  =  lira  (f(x]  -aQ  +  xf  (x]}  =  lira  xf  (x), 


(3) 


0  =  lim 


lim  [2^  (f(x)  -  «0  -  f 


Daraus  ergibt  sicb.  zunachst  durch  Vergleich  mit  (2): 

&o  =  °;     ^i^0?     &2  —  —  %. 
Wir  wollen  beweisen;  daB  allgemein: 


Da  die  Formel  far  r  =  2  giiltig  ist,  so  konnen  wir  die  Methode 
der  yollstandigen  Induktion  anwenden;  indent  wir  die  Formel  fiir  jeden 
Index  als  riehtig  voraussetzen;  der  kleiner  ist  als  ein  bestimmter 
Index  r,  und  beweisen;  daJB  sie  dann  aucn  fur  r  giiltig  ist. 

Aus  der  letzten  Formel  in  (3)  erh'alt  man  mit  Eticksicbt  auf 
(1);  (2)  und  auf  die  soeben  gemachte  Voraussetzung: 

0  =  liz 


woraus  sicb  (4)  ergibt. 

Also  ist  die  asymptotische  Darstellung  von  /*(#): 

00 

"VI  (Jl  —  1)  OL ,  _  ., 

~~^j          IA         5 


man  erbalt  sie  demnacli  in  der  Tat,  indein  man  die   asymptotiscne 
Darstellung  yon  f(x)  gliedweise  differentiiert. 

1)   Die   Esistenz   der   in    (3)    vorkommenden   Grenzwerte   wird    durct.    die 
Gleichtmgen  (2)  verbiargt. 
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328.  ISTach  diesen  Satzen  konnen  wir  die  Andeutungen  genauer 
ausfiihren,  die  wir  oben  iiber  die  Anwendung  der  neuen  Begriffe  auf 
Differentialgleichungen  gemacht  haben;  welche  dank  Poincares  Arbeiten 
in  der  Mechanik  des  Himmels  zu  Ergebnissen  yon  hochster  Bedeutung 
gefiihrt  hat. 

Es  liege  eine  gewohnliche  Diiferentialgleichung  n-ier  Ordnnng 
vor,  und  es  sei  a  priori  bekannt,  daB  sie  ein  Integral  besitzt,  das 
zugleich  mit  seinen  Ableitungen  1-ter,  2-ter,  .  .  .?  n-ier  Ordnung 
einer  asymptotischen  Darstellung  fahig  ist.  Es  lafit  sich;  im  allge- 

meinen  auf  mehrere  Arten.  eine  Potenzreine  YOU  —  finden,  die  formal 

;  x  > 

die  Grleichung  befriedigt,  d.  h.  die  Eigenscnaft  besitzt?  daB  man 
eine  Reihe  von  lauter  Nullgliedern  erhalt,  wenn  man  ebendiese  Reihe 
anstatt  y  nnd  inre  successiven  Ableitungen  anstatt  y',  y",  .  .  .;  y&) 
einsetzt  und  die  Operationen  ausfuhrt;  welche  die  linke  Seite  der 
Differentialgleichung  vorschreibt.  Da  nun  nach  den  vorangehenden 
Satzen  dasselbe  Resultat  sich  ergeben  mu6;  wenn  man  anstatt  y  die 
asymptotische  Darstellung  des  Integrals  einfohrt,  und  da  jede  Funk- 
tion  hochstens  eine  einzige  asymptotiscae  Darstellung  besitzt,  so  folgt; 
daB  eine  der  gefundenen  Reihen  die  asymptotische  Darstellung  des 
Integrals  sein  muB.  Ist  die  Gleichung  im  besondern  linear  mit  ganzen 
rationalen  Koeffizienten,  so  ist  die  Anzahl  der  Reihen;  die  man  findet; 
gleich  der  Anzahl  der  verschiedenen  Integrale,  die  einer  asympto- 
tischen Darstellung  fahig  sind,  so  daB  man  die  asymptotischen  Dar- 
stellungen  aller  dieser  Integrale  erhalt. 

Die  praktische  Bedeatung  der  asymptotischen  Reihen  besteht 
ferner  darin,  daB  sie,  selbst  wenn  sie  divergent  sind;  gestatten;  die 
entsprechende  Funktion  mit  um  so  groBerer  Annaherung  zu  berechnen; 
je  groBer  der  Wert  der  Veranderlichen  ist. 

329.  Der  BegrilBf  der  Summe  einer  divergenten  Reihe  laBt  sich 
noch  auf  andrem  Wege,  zunachst  for  Reihen  mit  konstanten  Gliedern, 
einfuhren.  M 

Es  liege  eine  Reihe   ^  ah  vor  und  es  werde,  wie  iiblich: 


gesetzt.     Ist  die  Reihe  divergent,  wahrend  sich  die  GrroBe: 

-S-(«o  +  %  +  ---  +  s»-i) 
fur  lim^=oo    einer   bestimmten   Grenze   s   nahert,    so   kann  $   die 
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Summe    der   Reihe   genannt   werden.     Eine    divergente    Reihe ,    fiir 
welche  die  erwahnte  Grenze  existiert,  heiBt  einfach  unbestimmt1). 
Allgemeiner:  Ist: 


erne  ganze  Funktion  mit  positiven  Koeffizienten  und  nahert  sich  das 
Verhaltnis: 


h  =  0 


wahrend  t  dem  Unendlichen  zustrebt,  einer  bestiminten  Grenze  s;  so 
heiBt  die  Reihe  in  bezug  auf  die  Funktion  y(tf)  sumrnierbar 
und  s  ihre  Summe.  Es  empfiehlt  sich,  als  Bezugsfunktion  q>(£)  die 
Exponentialfunktion  d  zu  benutzen;  alsdann  ist  die  Summe  der  Reihe 

CO 

2ah  gegeben  durch  die  Gleichung: 

a) 


falls  diese  letzte  Grenze  existiert. 

Bilden  wir  das  Integral  (Art.  133)  der  Potenzreihe  S(f): 


(2) 

Daraus  folgt: 
(3) 


A=l  A=0 

Aus  (1)  ergibt  sich  offenbar,  daB  S(f),  damit  die  Grenze  s 
existiere;  fiir  jeden  endlichen  Wert  von  t  einen  endlicnen  Wert  haben, 
d.  h.  eine  ganze  Funktion  sein  muB.  Dasselbe  lafit  sich  (Art.  133) 
von  V(f)  und  folglich  auch  von  U(f)  behaupten.  Die  Funktion  U(f) 
heifit  die  der  gegebenen  Reihe  assoziierte  ganze  Funktion. 

1)  Cesaro,  dem  man  diese  Begriffe  verdankt,  die  dann  Borel,  "wie  wir 
sogleich  berichten  werden,  verallgemeineit  hat,  beweist,  daB  das  Produkt  zweier 
konvergenten  Reihen  eine  konvergente  oder  einfach  unbestimmte  Keihe  ist  und 
daB  in  beiden  Fallen  die  Summe  der  Produktreihe  das  Produkt  der  Summen 
der  Faktorreihen  ist. 
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Aus  (2),  (3)  folgt: 

S'(f)  -  Vf(t)  =  fif'(0  -  8(f)  -  V'(t) 
und,  indem  mit  e~t  multipliziert  wird: 
(4)  e~*(Sf(t)  -  fif®)  =  e~\  U'(t)  - 

Wir  bemerken,  daB  <r*(S'®  —  S®)   die  AWeitung  yon 


und  e-'(Cr®—  CT®)  die  Ableitung  von  e~*Z7(Q  ist,  ferner,  daB  man 
fur  tf  =  0  hat: 


nehmerL  wir  dann  auf  beiden  Seiten  YOU  (4)  das  Integral,  so  erhalten 
wir: 

e-*S(f)  =  er*U(t)  +fertU(t)dt, 

o 
mithin  wegen  (1): 

(5)  s  =  Km  \e-{  U(f)  +  /V  '  J7(f|  d*l  . 

i=coL  Q^  J 

Da  nun  die  Funktion  e~tS(f)  einer  endliclien  Grenze  znstrebt,  so 
nakert  sich  inre  Ableitung  7  wenn  sie  iiberhaupt  eine  Grenze  besitzt; 
der  Null  (Art.  221),  d.  h.  es  ist: 

Urn  [e-  '£'(*)  -e-' 

;{  =  oo 

oder  aucn: 

(6)  lim  c-'S'(0 


t—ca 


sobald  linie~^S"(#)  existiert. 

t-co 

Existiert  1i'm.je~tU(f)dtj  und  wird  dieser  Grenzwert  mit  6  be- 

t-<x  0 

zeicnnet?  so  folgt  aus  (5): 


also  (Art.  221)  s  —  6  =  0  oder: 

lime-'Z700  =  0,         5  -  lim  fer*U($dt, 

t=    00  #=00  |j 

was  sicn  nach  den  in  der  Integralrechnung  ublicnen  Bezeichnungen 
scnreiben  laBt: 


1)   Le  Hoy  hat  eine  Definition  der  Summierbarkeit  aufgestellt,    die  nur 
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Co  Co 

330.    Sind    ^  a'fl,   ^  a"t    zwei    summierbare   Reihen    und 

h  =  o         h  =  o 
sr,  s"  ihre  Summen,  so  1st  auch  die  Reihe: 


wo  C',  C"  zwei  beliebige  Konstanten  sind,  summierbar,  und 
ihre  Snmine  ist: 

C'S'  +  C"s". 

Wir  ersparen  uns  den  tiberaus  einfacnen  Beweis. 

331.  Eine  konyergente  Reine  ist  summierbar;  und  ihre 
Snmme  stimmt  mit  der  im  gewohnlichen  Sinne  verstandenen 
Sunime  uberein.  ^ 

Ist  (3  die  Summe  der  konyergenten  Reihe    ^  ahy  so  kann  man 

A  =  O 

eine  Zahl  n  yon  der  Art  angeben;  daB  fur  jedes  h>n: 


scheinbar  von  der  hier  gegebenen  verschieden  ist.    Er  sagt,  eine  Reihe 
sei  summierbar,  wenn  sich  die  Reihe: 


wo  r  das  bekannte  Eulersche  Integral  2ter  Art: 


ist,  einer  bestimmten  G-renze  s  nahert,  wahrend  sich  z  in  zunehmendem  Sinne 
der  Eins  nahert;  und  ebendiese  Grenze  nennt  er  Summe  der  Reihe. 
Nun  ist: 


A=0  A=0          0 

mithin,  unter  gewisaen  beschrankenden  Umstanden: 


*  =  -«•  A  =  O  o 

die  beiden  Definitionen  fallen  demnach  zusammen. 
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wird,  wenn  s  willkiirlich  gegeben  ist.     Man  hat  alsdann: 


oder  auch: 

-tf  +  ^lr  +  O- *)<*-' 


erinnert  man  sich  (Art.  146),  daB  sich  das  Produkt  von  e~t  in  ein 
Polynom  fur  lim£=  oo  der  Null  n*akert;  so  ergibt  sich  daraus: 


Im  besondern  gilt  der  Satz:  Eine  aus  einer  endlichen  An- 
zahl  yon  Gfliedern  bestehende  Eeihe  darf  als  eine  summier- 
bare  Reilie  betrachtet  werden;  und  ihre  Summe  ist  die 
Summe  ihrer  Grlieder. 

3B2,  Eine  eigentlich  divergente  (d.  L  weder  konvergente 
noch  imbestimmte)  Reihe  ist  nicht  summierbar. 

Nimmt  man  eine  willkiirlielie  GroBe  K  an?  so  1'aBt  sich?  der 
Voraussetzung  Iim5w=cc  gemaB,  eine  ZaKL  n  von  der  Art  finden, 

71=  00 

daB  sh^>  IL  fur  jedes  h>n  ist.     Schreibt  man: 

sh  =  K 
wo  die  rh  positiv  sind;  so  hat  man: 


TT 


mithin,    wenn  man  beachtet;    daB    sich  das  Produkt  von  e~t  in  ein 
Polynom  firr  liratf  =  cx>  der  Null  nahert: 
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woraus  wegen  rh  >  0  f  olgt  : 


t-oa 

Damit  1st  die  Bekauptung  erwiesen. 

00 

333.   1st  die  Reilie    ^ah  summierbar  und  besitzt  sie  die 
A=O 

Summe  s;  und  ist  auch   die  Eeihe     ^S  ah  summierbar,   so  ist 

A  =  l 

die  Summe  dieser  letzteren  Reihe  $  —  aQ. 
Schreiben  wir  die  zweite  Reilie  in  der  Form: 


und  setzen  wir  allgemein: 

so  erhalten  wir: 
mitMn: 


h  =  0  A  =  0 

woraus  sicL.  ergibt: 

lime-'S(if)  =  li 

*  =  oo  #=oo 

Da  die  erste  Grrenze  existiert,  so   existiert  auch  die  zweite,  und 
der  Wert  dieser  letzteren  ist  5  (Art.  329,  (6)).     Es  folgt  also: 

^ 0 fl    i"\ 

O     ==    O    U/n  ). 

334:.   Wir  schlieBen  zum  Zwecke  der  Erlauterung  einige  einfache 
Beispiele  an: 

1)  Betraehten  wir  die  Reihe: 


1)  Borel  (50)  hat  nachzuweisen  versuclit,  daB  aus  der  Summierbarkeit  von 

00  „ 

ah  die  von  ^  ah  folgt;  aber  Hardy  (565)  bemerkt  dazu,  dafi  der  Beweis 

^  A  =  l 

nickt  stichhaltig  ist,  ja  nocli  mehr,  dafi  der  Satz  nicht  allgemein  gilt.     Er  beweist 
dagegen,  dafi  aus  der  Summierbarkeit  der  zweiten  Reihe  die  der  ersten  folgt. 


A==0 
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so  haben  wir: 

*2«+i-°>    s,n=l         (»  =  0,1,2,.-0, 
mithin: 


V  e*  __  i_ 

~    2 


in£ 

n  I 


und  folglicli: 

5  =-  lim  <r  '£*  =  lii 


2)  Betrachten  wir  die  Reihe: 

1  —  m  +  w&2  —  m3  +  •  •  -, 
wo  m  >  —  -  I,  so  hal)en  wir: 


mi  thin : 


und  daher: 

s  -  Km  e-'S$  =  j  i^lim  (1  -  »»e-('»-^0  -  i  ~. 

i=  co  zJ  =  cc 

Im  besondern  ist  die  Reihe  ftir  —  1<  w  <  1  konvergent  und  5 
ikre  Summe  ixn  gewohnlichen  Sinne  des  Wortes. 

GO 

3350    Es  liege  jetzt  erne  Potenzreihe  ^  ah$h  vor;   man  nelnne 

?i  =  0 

einen  Kreis,  der  duret  den  Anfangspnnkt  0  hindurcligelien  nnd  in 
dem  Existenzbereich  der  durch  die  Potenzreihe  erzeugten  analytischen 
Funktion  f(x)  liegen  moge.  Dann  ist  die  Reike^  auch  wenn  dieser 
Kreis  tiber  den  Konrergenzkreis  der  Potenzreihe  hinaus- 
reich.t,  in  alien  Punkten  des  von  0  ausgehenden  Durchmessers  des- 
selben  sunimierbar. 

Es  sei  OM  dieser  Durclimesser,   G  der  Mittelpunkt  des  Kreises; 
c  sei  die  durch  den  Punkt  C  dargestellte  GroBe.     Wir  schreiben: 


wo  5)5  (xe)  mittelbar  oder  unmittelbar  ans  $P(#)  durch  Transformation 
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entstanden  sein  moge.  Da  der  Kreis  um  C  mit  dem  Radius  CO 
voHstandig  innerhalb  des  Existenzbereich.es  von  f(x)  liegt,  so  enthalt 
der  Konvergenzkreis  von  5(5  (x\o)  in  seinem  Innern  den  Punkt  0;  imd 
wir  konnen  mithin  aus  ^(xc)  unmittelbar  ?$(%\c,0}  herleiten. 

Setzt  man  0  C  ==  r,  so  laBt  sich  mit  einem  Radius  /  >  r  um  C 
ein  Kreis  beschreiben;  der  voHstandig  innerhalb  des  Existenzbereiches 
von  f(x)  enthalten  ist;  bezeichnet  man  mit  x  einen  Punkt  im  Innern 
dieses  Kreises,  mit  3K  den  auf  den  TJmfang  ebendieses  Kreises  be- 
zogenen  Mittelwert,  so  ist  (Art.  131, 135): 


$(ac)-StR?_y(;'ic),    fj^(; 
Im  besondern  hat  man  fur  x  =  0: 


Indem  man  diese  Werte  in  die  Forniel  (Art.  147): 


einsetzt  und  erwagt?  daB  (Art.  150) 
muB;  erhalt  man: 


;0)  mit  9$(x)  zusammenfallen 


Die   der  Reihe   ^  ah^  assoziierte  ganze  Funktion  ist: 


mithin: 


1st: 


hi 


r'  +  c)A 


'3ft 


wo  s  beliebig  kleiu  ist,  so  folgt  leicht, 
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und  daB  lim  /  '  e-'U(3;,f)dt  einen  endlichen  "Wert  hat. 

t=oo  0 

Erinnern  wir  uns,  daB  in  den  yorstehenden  Form  ein  das  unter 
dem  Funktionszeichen  9Ji  steliende  /  irgend  einen  der  Punkte  der 
Kreislinie  yom  Radius  /  um  C,  auf  den  Mittelpunkt  als  Anfangspunkt 
bezogen,  darstellt,  so  folgt,  daB  r  +  c  den  irgend  einem  Punkte  K 
dieser  Kreislinie  entsprechenden  Wert  darstellt.  Setzt  man  also: 


x  =    &9}    r  +  c 
so  wird  aus  (1)  fur  ein  beliebig  kleines  e: 

—  cos  (<p  —  -0)  <  1  —  £? 

oder  aucn: 

|  cos  (9  —  ^)  <  17. 

1st  also  P  der  einem  Werte  x  entsprechende  Punkt;  HL  die  durch 
K  senkrecht  zu  OK  gezogene  Gerade,  so  mnB  sich.  P  mit  0  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  HL  befinden. 

Denken  wir  uns  durch.  alle  Punkte  der  Kreislinie  um  C  mit  dem 
Radius  /  samtliche  zu  HL  analogen  Geraden  gezogen,  so  Inillen 
alle  diese  Geraden1)  eine  Ellipse  ein,  deren  Mittelpunkt  C  und  deren 
einer  Brennpunkt  0  ist;  damit  also  (1)  YOU  alien  Punkten  K  befriedigt 
wird,  muB  sich  P  im  Innern  dieser  Ellipse  befinden.  N"un  enthalt 
diese  Ellipse,  um  wie  wenig  sich  auch  /  yon  r  unterscheidet,  doch 
stets  die  Strecke  OM  in  ihrem  Innern;  mithin.  ist  bewiesen,  daB  in 
alien  Punkten  dieser  Strecke  die  betrachtete  Reihe  summierbar  ist. 

336.  Besitzt  eine  analytische  Funktion  einen  einzigen  singularen 
Punkt3  so  ist  die  Potenzreihe,  durch  die  sie  in  der  Umgebung  cles 
Anfangspunktes  dargestellt  wird;  in  alien  Punkten  der  Ebene  summier- 
bar?  die  sich  auf  derselben  Seite  wie  der  Anfangspunkt  in  bezug  auf 
die  Gerade  befinden,  die  im  singularen  Punkte  auf  seiner  Verbindungs- 
linie  mit  dem  ^Anfangspunkt  senkrecht  steht. 

Sind  die  singularen  Punkte  in  endlicher  Anzahl  yorhanden,  so 
erhalt  man  dadurch?  daB  man  die  yorige  Konstruktion  fiir  jeden  ein- 
zelnen  yon  ihnen  ausfiihrt,  ein  endliches  oder  nicht  endliches  Polygon, 
das  den  Anfangspunkt  enthalt  und  in  dessen  samtlichen  Punkten  die 
Reihe  gummierbar  ist.  Es  wird  das  Summierbarkeitspolygon 
der  Reihe  genannt.  ( 

1)  S.  z.  B.  Enzyklopadie  der  math.  Wiss.,  IH  Cl,  Nr.  30 
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tiber  den  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung 1). 

337.  1st  eine  analytische  Funktion  in  einem  Bereiche  C  regular 
und  sind  alle  Punkfce  des  Umfangs  I  fur  sie  singul'are  Punkte,  so  kann 
die  Punktion  nicht  fiber  die  geschlossene  Lime  I  hinaus  fortgesetzt 
werden.     Liegt  andrerseits  ein   arithmetischer  Ausdruck  vor,   der  in 
zwei,  etwa  durch  eine  geschlossene  Linie  I  getrennten  Bereichen  A,  JS 
konvergiert,  nnd  sind  £(#),  f^(x)  die  analytischen  Funktionen,  welche 
denselben  beziehentlich  in  den  beiden  Bereichen  darstellen,  so  wurde 
man  versucht  sein;    die    eine   der  Funktionen   als    die    analytische 
Fortsetznng  der  andern  iiber  die  Linie  I  hinweg  aufzufassen.    Aller- 
dings  haben  wir  gesehen;  daB  sich;  wenn  man  die  Funktionen  f±(x\ 
f2  (x)  in  durchaus  willktirlicher  Weise  annimmt^  stets  ein  arithmetischer 
Ausdruck  finden  lafit,    den  sie  in  A   bezw.  B  darstellen?    so   daB   es 
nicht    angebracht   erscheint;    yon    zwei   Funktionen;    zwischen    denen 
kein  Zusammenhang  besteht,  die  eine  die  Fortsetzung  der  andern  zu 
nennen.     Nichtsclestoweniger  darf  man  fragen,    ob   sich  nicht ;   wenn. 
man  einen    arithmetischen  Ausdruck    zweckmaBigen    einschrankenden 
Bedingungen  unterwirft;   zwischen    den  ihn  in  getrennten  Bereichen 
darstellenden    analytischen    Funktionen   notwendige   Beziehungen    er- 
geben,  so  dafi   die  einen  mit  einem  gewissen  Rechte  als  analytische 
Fortsetzungen   der  andern  betrachtet  werden  diirfen.    Borel  hat  diese 
Frage  folgendermaBen  behandelt. 

338.  Vorausgesetzt,   daB    die   Summanden   eines    arithmetischen 
Ausdruckes  in  einfache  Briiche  zerlegt  sind  und  daB  die  Reihe  dadurch 
nicht  aufhort,   konvergent  zu  sein,    so  laBt  sich  als  die  allgemeine 
Form  eines  arithmetischen  Ausdruckes  die  fol^ende  annehmen: 


m 


wo  die  ch  nicht  samtlich  verschieden  zu  sein  brauchen. 

Wir  wollen  F(x)  folgenden  Bedingungen  unterwerfen: 

Die  ganzen  und  positiven  Zahlen  mh  sollen  ein  endliches  Maxi- 

mum m  besitzen; 


die  Reihe    'S  \  ak    soil  konvergent  sein; 


1)  Borel  46,  51,  52,  56,  58,  6S,  64,  68,  69,  77,  78,  Fabry  148,  151, 
G-oursat  172,  Hadamard  184,  Hill  570,  571  bis,  von  Kocii  582,  Krygowski 
235,  Lindelof  -274,  276,  590,  Painlev^  346,  349,  Picard  373,  Pompein  401. 
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die  Menge  I  der  Punkte  ch  soil  auf  einer  gescblossenen  Linie  I 
liegen  und  auf  dieser  ganzen  Linie  uberall  dicbt  sein1). 

Bezeichnen  wir  durcb  A,  S  den  Innen-  bezw.  AuBenraum  der 
Linie  I.  A  sei  irgend  ein  Bereicb.  innerhalb  A,  d  die  untere  Grenze 
der  Abstande  der  Punkte  des  Bereicb.es  A  Yon  I.  Nebmen  wir  nun 
eine  positiYe  GroBe  a  an,  die  zugleicb.  kleiner  als  1  und  als  d  sein 
moge,  so  erbalten  wir  fiir  alle  Punkte  x  des  Bereicbes  A  und  fiir 
jeden  Wert  Yon  h: 

\X    Q      I     >    £ 

folglicb: 


M       

X  — 


und,  weil  mh  ^.m,  £  <  1: 


Daraus  folgt  fiir  alle  Punkte  x  yon  A  und  fur  jeden  beliebigen 
Wert  Yon  p: 


nirnmt  man  aber  6  willkiirlicb  an,   so   laBt  sicb  n  immer  so  wablen^ 
daB: 

CO 

"^7 

2j  a*  <(*£m 

7t  =  n+l 

ist;  folglicb  bat  man  fiir  alle  Punkte  des  Bereicbes  A: 


und  die  Reibe  (1)  ist  in  jedem  Bereicne  A  innerbalb  A  gleicbmafiig 
konvergent. 

Auf  dieselbe  Weise  wiirde  man  zeigen,  daB  sie  in  jedem  Bereicbe 
B'  innertalb  B  gleicbmaBig  konYergiert. 

Es  sei  nun  d  ein  Punkt  Yon  I,  der  mit  keinem  der  Punkte  c 
zusammenfallen  moge.  Wir  bescfcreiben,  wenn  dies  moglicb.  ist?  in 
dem  Bereicne  A  einen  Ejreis,  der  I  in  d  berubrt  und  weder  in  seinem 
Innern  noch  auf  seinem  TJmfange  einen  zweiten  Punkt  Yon  I  entbalt; 


1)  Man  kann  ancb  zulassen,  dafi  es  Punkte  c*  gebe,  die  nicnt  auf  I  fallen, 
wenn  nur  die  Haufungsstellen  der  Menge  dieser  Punkte  nicht  auf  I  fallen  und 
weder  Flacnen  noch  Linien  bilden.  Das  wurde  in  den  folgenden  Erorterungen 
nur  geringtugige  Anderungen  nacn  sicb  zieben. 
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es  sei  XQ  der  Mittelpunkt,  Q  der  Radius  dieses  Kreises.  Wahlt  man 
die  Zahl  n  wie  oben  und  bezeichnet  ri  eine  positiye  GroBe,  die  zugleich 
kleiner  als  1  und  als  der  kleinste  At  stand  der  Punkte  cly  c%, . . .,  cn  von 
der  Greraden  x^d  ist,  so  hat  man: 


fit  (*o- 


_£_ 

*r 


wo: 


auJJerdem  ist: 


folglich  ist: 


und: 


8        «" 


Daraus  folgt  wegen  der  Willkurlichkeit  yon  tf: 
lim  QmF(x^  =  0 

oder  auch: 

lim  (x  —  cT}mF(x  1  =  0 

Ist  dagegen  d  einer  der  Punkte  c3  z.  B.  cr,  so  beweist  man  mittels 
der  soeben  dargelegten  Schlu8weise;  daB: 


oder  aucn: 


lim  (o?0  - 


lim  (x0  —  cry 

xo  =  cr 


\m  —  m   . 
')          r<) 


folglich  ist  die  Grenze  fur  mr  <  m  Null,  fur  mr  =  m  dagegen  ar. 

Nun  gibt  es  sicherlich  mindestens  einen  Wert  r,  fiir  den.  mr  =  m 
ist  5  wir  diirfen  also  behaupten,  da8  es  auf  der  Linie  I  mindestens 
einen  Punkt  d  von  der  Art  gibt,  daB,  wenn  x  sich  ihm  langs  der 
im  Bereiche  A  gezogenen  Normalen  n*ahert;  das  Produkt  (x  —  d}mF(x) 
nicht  die  Null  als  Grenze  hat.  Die  Grenze  dieses  Produktes  ist  arj 
"wenn  d  mit  dem  Punkte  cr  zusammenf  allt. 
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Aucb  diese  Erwagungen  bleiben  nocb  immer  giiltig,  wenn  man 
anstatt  des  Bereicbes  A  den  Bereicb  B  in  Betracbt  ziebt;  ferner  sind 
die  Grenzen  fur  em  und  denselben  Punkt  yon  I  dieselben. 

339.    Hieraus  lassen  sicb  folgende  Scbliisse  zieben: 
Das  Produkt  (x  -  d)™  F(x)  nabert  sick  derselben  Grenze, 
mag    sicb    x   einem  Punkte   d   von   I  laugs    der  ISTormalen 
innerbalb    A    oder    innerbalb    B   nahern;    und    diese    Grrenze 
kann  nicht  fiir  alle  Punkte  von  I  Null  sein. 

1st  lim(a;  -  d}mF(x)  =  0  fiir  alle  Punkte  von  Z,  so  bat  der 

xszd 

Ausdruck  F(x)  den  konstanten  Wert  Null  (d.  b.  er  wird  durcb 
die  konstante  analytiscbe  Null-Funktion  dargestellt),  und 
zwar  ebensowobl  im  ganzen  Bereiche  A  wie  iin  ganzen  Be- 
reicbe  J5. 

Liegt  ein  aritbmetiscber  Ausdruck  F(x)  vor;  der  in  alien 
Punkten  des  Bereicbes  A  Null  ist;  so  ist  er  es  aucb  in  alien 
Punkten  des  Bereicbes  B  und  umgekebrt,  well  ja,  wenn  F(x) 
in  A  Null  ist,  die  bewuBte  Grenze  fiir  alle  Punkte  von  I  Null  ist 
und  folglicb  F(x)  in  B  Null  ist. 

Werden  zwei  aritbmetiscbe  Ausdrticke  F^(x),  F$(x)  yon 
der  betracbteten  Form  durcb  ein  und  dieselbe  Funktion  in 
A  dargestellt,  so  folgt  dasselbe  in  R 

Sind  FI(X),  F^(x}7  .  .  .;  Fn(x)  n  aritbmetiscbe  Ausdrticke 
von  der  betracbteten  Form,  welcbe  durcb  die  analytiscten 
Funktionen: 

/!(«),  /2  («),  -  -  •;  fn(^]     9)i(rc),  %(«),  .  .  .  .,  pn(a?) 
in  A  bezw.  B  dargestellt  werden,  und  bestebt  zwiscben  den 
f  ftir  alle  Punkte  von  A  eine  Beziebung  von  der  Form: 


wo  0  ein  Symbol  ftir  eine  ganze  rationale  Funktion  ist,  so 
bestebt  zwiscben  den  cp  fiir  alle  Punkte  von  B  die  Beziekung: 


Der  aritbmetiscbe  Ausdruck: 


der  von  derselben  Natur  ist  wie  die  F,  wird  namlich.  in  A  durcb 
die  analytiscbe  Funktion  QfaW,  f,(x),  .  .  .,  fax)),  in  B  durcb  die 
analytische  Funktion  ®(<PI(X),  <p3@),  .  .  .,  9n(a?))  dargestellt;  ist  also 
eine  von  ibnen  identiscb  Null,  so  ist  es  aucb  die  andre. 

Vivauti,  Theorie  der  eindeutigen  analytiachen  Fuuktionen,  22 
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Die  angefuhrten  Tatsaclien  zeigen,  daB?  wenn  der  in  Betraclit 
kommende  arithmetisehe  Ausdruck  gewissen  Beschrankungen  unter- 
3iegt;  die  analytischen  Funktionen,  die  ihn  in  den  beiden  getrennten 
Bereichen  A,  B  darstellen,  nicht  mehr  vollstandig  voneinander  unab- 
h'angig  sind,  sondern  zwischen  ihnen  gewisse  Beziehungen  bestehen; 
sie  zeigen  ferner,  daB  die  Produkte  der  Funktionen  in  die  Entfernung 
von  dem  Umfange  sich  einer  und  derselben  Grenze  nahern,  mag  sich 
nun  der  bewegliche  Punkt  yon  A  oder  von  B  her  der  Begrenzung 
nahen.  Es  besteht  sonach  uber  die  Linie  I  hinaus  eine  Art  Stetig- 
keit?  und  von  den  beiden  Funktionen  darf  im  weiteren  Sinne  eine 
die  analytische  Fortsetzung  der  andern  genannt  werden. 

Wir  werden  weiter  unten  (Art.  361)  sehen,  wie  es  Borel,  indem 
er  sich  auf  die  neueren  Untersuchungen  von  Mittag-Leffler  stutzte, 
gelungen  1st,  seine  Verallgemeinerung  des  Begriffs  der  analytischen 
Fortsetzung  genauer  zu  f  ass  en. 

340.  Poincare  hat  bemerkt;  daB  man  nicht  von  der  analytischen 
Fortsetzung  uber  eine  geschlossene  Linie  singularer  Punkte  hinaus 
reden  konne,  falls  man  nicht  etwa  jede  beliebige  Funktion  als  analy- 
tische Fortsetzung  jed«r  andern  ansehen  wolle.  1st  eine  analytische 
Function  f±(x)  gegeben^  die  nur  innerhalb  einer  bestimmten  ge- 
schlossenen  Linie  I  regular  ist,  und  nimmt  man  willkiirlich  eine  ana- 
lytische Funktion  /g(#)  an;  die  nur  auBerhalb  der  Linie  I  regular  ist, 
so  teilt  er  diese  in  zwei  Teile  ^  und  Z2  und  bildet  zwei  Ausdriicke 
F^x)  und  F2(x)?  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte 
von  Z1?  beziehentlich  \  konvergieren.  Der  Ausdruck: 

F(x)~F1(x)  +  Fs(x) 

konvergiert  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnahme  der  Punkte  von  I. 
Poincare  zeigt,  daB  F±(x\  Fs($)  so  gewahlt  werden  konnen;  daB  F(x) 
innerhalb  und  auBerhalb  I  durch  /i(a?)  bezw.  f\(x)  dargestellt  wird. 

Im  wesentlichen  ist  das  von  Poincare  gewonnene  Ergebnis  kein 
andres  als  das  bereits  von  WeierstraB  festgestellte  (vgl.  Art.  193ff.). 
Es  erschiittert  daher  keineswegs  die  Behauptungen  Borels;  der  nur 
zeigen  will,  daB,  wenn  man  den  arithmetischen  Ausdruck  beschranken- 
den  Bedingungen  unterwirft,  die  diesen  in  getrennten  Bereichen  dar- 
stellenden  analytischen  Funktionen  nicht  mehr  voneinander  unab- 
hangig  zu  sein  brauchen  und  sieh  alsdann  die  einen  als  die  analy- 
tischen Fortsetzungen  der  andern  auffassen  lassen.  —  Borels  Antwort 
auf  Poincares  Bemerkung  ist  deshalb  interessant,  weil  sie  klarlegt,  daB 
der  BegTiff  der  eindeutigen  Funktion  noch  erst  vertieft  werden  muJi 
Sie  besteht  in  folgendem. 
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341.     1st  &  =  x,  so  pflegt  man  (Art.  146): 


zu  schreiben.     Wird  x  =  r#v  gesetzt,  so  hat  man: 


da  mithin  ein  und  demselben  Werte  von  x  unendlich  yiele;  in  bezug 
auf  2jc  miteinander  kongruente  Werfce  von  cp  entsprechen;  so  1st  y 
eine  unendlich  vieldeutige  Funktion  von  x.  Beschreibt  z.  B.  der 
Punkt  x  in  positivem  Sinne  eine  geschlossene  Kurve?  die  den  An- 
fangspunkt  umschlieBt;  so  nimmt  y  nicht  seinen  urspriinglichen  Wert 
wieder  an;  sondern  wachst  um  2ici.  Beschreibt  dagegen  der  Punkt 
x  eine  geschlossene  Kurve;  die  den  Anfangspunkt  nicht  umschlie6t; 
und  setzt  man  der  Einfachheit  wegen  voraus,  da6  sich  vom  Anfangs- 
punkte  aus  nur  zwei  Tangenten  an  sie  ziehen  lassen^  so  nimmt  das 


0 


-77 


Fig.  6. 


Argument  cp  bis  zu  einem  bestimmten  grofiten  Werte  (pl  zu?  dann 
bis  zu  einem  kleinsten  Werte  g>2  ab  und  wachst  schlieBlich  von 
neuem;  bis  es  seinen  urspriinglichen  Wert  wieder  annimmt  Das- 
selbe  findet  mithin  fur  den  imaginaren  Teil  von  y  statt.  Wollen 
wir  daher  der  Funktion  Igx  den  Anschein  einer  eindeutigen  Funk- 
tion geben?  so  miissen  wir  verhindern,  daB  der  bewegliche  Punkt 
geschlossene  Kurven  um  den  Anfangspunkt  herum  durchlauft,  indena 
wir  einen  ktinstlichen  Schnitt  einfuhren,  der  von  irgend  einer 
Linie  gebildet  wird?  die?  ohne  sich  selbst  zu  schneiden,  vom  Anfangs- 
punkte  a-us  nach  dem  unendlich  fernen  Punkte  lauft,  Wir  sagen 

22* 
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?7einen  kiinstlichen  Schnitt",  well  er  nicht  eine  aus  singularen  Punkten 
der  Funktion  bestehende  Linie  (Unstetigkeitslinie);  sondern  eine  Linie 
ist;  die  wir  als  ihrem  Existenzbereiche  nicht  angehorig  betrachten 
wollen. 

Wir  wollen  mit  cp  best'andig  das  kleinste  positive  Argument 
des  Punktes  x  bezeichnen  und  festsetzen,  daB  als  Wert  der  Funktion  y 
in  den  Punkten  oberhalb  der  reellen  Achse  genau  derjenige  gelten 
soll;  in  welchem  <p  das  kleinste  positive  Argument  von  %  ist;  was 
durch  folgende  Bezeicknung  ausgedriickt  wird: 

y  =  Ig  r  -f  i<p  (0  <  9  <  #). 

Wir  wablen  zunachst  als  Schnitt  den  negativen  Teil  der  reellen 
Achse.  Beselireiben  wir  von  einem  Punkte  x  oberhalb  der  reellen 
Acnse  aus  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreisbogen,  der  den  posi- 
tiven  Teil  derselben  Achse  sclineidet?  so  ergibt  sich7  wenn  man  mit 
xl  =  rei(Pi  einen  unterhalb  der  reellen  Achse  gelegenen  Punkt  dieses 
Kreisbogens  bezeichnet,  als  Wert  der  Funktion  y  in  x^. 


wo  ^px  das  numerisch  kleinste  negative  Argument  von  xl  ist; 
iL: 


Bestimmt  man  also  den  Schnitt  in  der  angegebenen  Weise?  so 
wird  die  Funktion  Igx  eindeutig  so  definiert: 

Ihr  reeller  Teil  ist  der  arithmetische  Logarithmus  des  absoluten 
Betrags  von  X] 

Der  Koeffizient  von  i  ist  fur  die  Punkte  oberhalb  der  reellen 
Achse  das  kleinste  positive  Argument  von  x,  fur  die  Punkte  unter- 
halb  dieser  Achse  das  um  2n  verminderte  kleinste  positive  Argument, 
fur  die  Punkte  des  positiven  Teils  der  reellen  Achse  Null. 

Wir  werden  diese  Funktion  mit  6±(x)  bezeichnen. 

Wir  wahlen  jetzt  zweitens  den  positiven  Teil  der  reellen  Achse 
als  Schnitt  und  definieren  die  Funktion  oberhalb  dieser  Achse  wie 
vorher.  Beschreiben  wir  dann  von  einem  Punkte  x  oberhalb  der 
reellen  Achse  aus  um  den  Anfangspunkt  einen  Kreisbogen,  welcher 
den  negativen  Teil  dieser  Achse  schneidet;  so  ergibt  sich  als  Wert 
der  Funktion  in  dem  unterhalb  der  reellen  Aehse  gelegenen  Punkte 
#!  =  re'*?*-  dieses  Bogens: 

Igr  +  iq>±. 

In  dem  vorliegenden  Falle  wird  die  Funktion  demnach  folgender- 
maBen  definiert: 
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Der  reelle  Teil  ist  derselbe  wie  vorher; 

Der  Koeffizient  von  i  ist  fiir  alle  dem  Schnitt  nicht  angehorenden 
Punkte  der  Ebene  das  kleinste  positive  Argument  von  x. 

Wir  werden  die  so  definierte  Funktion  mit  6%(x)  bezeichnen. 

342.  Nach  diesen  Vorbemerkungen  sei  g(x]  eine  gauze  Funktion 
und  seien  /i(#);  f2(x)  zwei  eindeutige  analytische  Funktionen,  die  den 
negativen,  beziehentlich  positiven  Teil  der  reellen  Achse  als  Unstetig- 
keitslinien  besitzen1).  Die  Funktion: 

oder  genauer: 

ist  eindeutig,  weil  mit  der  Linie,  die  wir  als  kiinstlichen  Schnitt 
fiir  die  Funktion  0X(#)  gew'ahlt  haben;  eine  Unstetigkeitslinie  oder, 
wie  man  auch  sagen  kann,  ein  naturlicher  Schnitt  der  Funktion 
/^  (x)  zusammenf  allt.  Mit  andern  Worten,  das  Eintreten  der  Funktion 
fi(x),  die  in  den  Punkten  der  negativen  reellen  Achse  nicht  regular 
ist,  hindert  den  beweglichen  Punkt,  diese  Linie  zu  uberschreiten;  und 
macht  es  dadurch  unmoglich;  daB  die  Vieldeutigkeit  der  Funktion 
Ig  x  zu  Tage  trete.  So  kann  es  vorkommen,  daB  die  Summe  einer 
eindeutigen  und  einer  nicht  eindeutigen  Funktion  cloch  eine  eindeutige 
Funktion  ist. 

Dieselben  Uberlegungen  lassen  sich  auf  die  Funktion: 


anwenden,  welche  den  positiven  Teil  der  reellen  Achse  zum  Schnitt  hat. 
Die  Summe: 


F(x)  -  9l(x)  +  <p,(x)  =  £(a?)  +  f,(x]  +  g(x)  [6^(x)  -  B,(x}} 

hat  dann  die  ganze  reelle  Achse  als  Schnitt  und  wird  somit  oberhalb 
und  unterhalb  dieser  durch  zwei  verschiedene  analytische  Funktionen 
dargestellt.  Es  ist  namlich: 

,,       JO  oberhalb  der  reellen  Achse, 
0i  W  -  ^2  W  ==  {_  2aj  unterhalb  der  reeUen  Achse; 

folglich  wird  F(x)  oberhalb   der  reellen  Achse  durch  die  Funktion: 

fi(*)+f*W, 
unterhalb  der  reellen  Achse  durch  die  Funktion: 


1)  Eine  solche  Funktion  haben  wir  in  Art.  318  gebildet. 
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dargestellt.  Anch  besteht  zwischen  beiden  Funktionen  kein  Zu- 
sammenhang,  well  ja  y(x)  durchaus  willkurlich  gewah.lt  werden  darf. 
Das  Ergebnis,  anf  dem  Poincare  fuBt;  verdankt  man  demnaeh 
dem  Urns  t  and  e;  daB  die  Funktionen  }  auf  welche  er  zu.ru  ckgeht,  aller- 
dings  eindeutig  sind,  es  aber  erst  dadurch  geworden  sind,  daB  ein 
natiirliciier  Schnitt  eines  ihrer  Summanden  mit  einein  kuastlicliea 
eines  andern  nicht  eindeutigert  Summanden  zusammenf  allt. 

34:3.  Die  paradose  Tatsaehe,  daB  die  Surame  einer  eindeutigen 
und  einer  nich.t  eindeutigen  Funktion  eine  eindeutige  Fnnktion  sein 
kann;  zeigt,  daB  die  gewohnliclie  Defirdtion  der  Eindeutigkeit 
modifiziert  werden  mufi. 

Borel  schTagt  folgende  Definition  vor: 

F(x)  sei  ein  arithmetisclier  Ausdruck7  I  die  Menge  der  Pole 
seiner  Grlieder.  Die  F(x)  in  einem  bestiminten  zusammenMngenden 
Bereiche  C  darstellende  analytisclie  Funktion  f(x)  heiBt  dann  ein- 
deutig, wenn  man  zwei  beliebige  Punkte  des  BereieLes,  die  weder 
I  noch  If  angehoren,  durch  eine  keinen  Punkt  yon  I  enthaltende  Linie 
verbinden  kann;  anf  welclier  die  Eeilxe  F(x)  unbedingt  nnd  gleich- 
niaBig  konvergiert. 

Der  arithmetisclie  Ausdruck  F(x)  babe  wiederum  die  Form: 


und  es  sei  niclit  nur  ^  ah    konvergent;  sondern  es  lasse  sich.  eine 

h  =  1 

cc 

Folge  von  positiven  GroBen  sly  «a,  .  .  .  von  der  Art  finden;  daB   J5?  sh 
*  \a  h=1 

Y^~h  konvergieren1).    Wir  wahlen  dann  eine  Zahl  n  so,   daB: 


wird;  wo  6  eine  wiUkUrliche  positive  GroBe  ist. 

Nehmen    wir    zwei    beliebige   Punkte  p,  q   an,    die    weder    der 
Menge  I  der  Punkte  ch  noch  ihrer  Ableitung  I'  angehoren;  so  kormen 


1)  Ist  z.  B.  J5?  |  ah  \ath+l  konvergent,  so  geniigt  es,  sh===\ah  mh  +  l  Zu  setzen. 


Uber  den  Begriff  der  analytisdien  Fortsetznng. 


343 


wir  um  sie  herum  zwei  Kreise  y,  d  mit  so  kleinem  Radius  $  be- 
schreiben,  daB  sie  keinen  Punkt  von  I  oder  yon  I'  enthalten. 
Es  sei  I  der  Ort  der  Mittelpunkte  der  durch,  die  Punkte  p,  q  hin- 
durchgehenden  Kreise,  eh  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  der  durch  die 
Punkte  p7  q,  ch  hindurehgeht.  Auf  der  Greraden  I  nehmen  wir  fur 
jeden  Punkt  ehj  fur  den  li  >  n,  eine  sjmmetrische  Umgebung  yh  von 
der  L'ange  2f7i  an;  wegen  der  ersten  Ungleichung  (2)  ist  die  Summe 


dieser  TJmgebungen 


A  =  n  +  1 


sh  <  cf,  und  folglich  kann  eine  auf  I  beliebig 


angenommene  Strecke  stf  von  einer  Lange  >  0  von  den  Strecken  % 
nicnt  vollstandig  bedeckt  werden.  Zur  Vereinfachung  des  Gedanken- 
ganges  nehmen  wir  s  und  t  in  gleicnem  Abstande  von  dem  Scknitt- 


Fig.  7 

punkte  r  der  Greraden  I  mit  pq.  Es  sei  ferner  m  ein  Punkt  auf  I, 
der  aufierhalb  aUer  Strecken  yh  (h  >  ri)  liegen  und  mit  keinem  der 
Punkte  ely  e%,  . . .?  en  zusammenfallen  moge;  der  Kreisbogen  a(m)  um  m; 
der  durch  p  und  q  nindurcngent;  enthalt  dann  keinen  der  Punkte  ch) 
und  die  Abstande  seiner  Punkte  von  den  Punkten  C1;  C2,  . .  .,  cn  be- 
sitzen  dann  ein  positives  Minimum  B.  Bezeichnen  wir  ferner  mit 
(^(m)  den  aufierhalb  der  Kreise  y,  d  liegenden  Teil  von  a(m)9  und 
in  analoger  Weise  mit  a(e^)  und  (^(e,,)  den  Bogen  pq  mit  dem  Mittel- 
punkt eh  und  den  aufiernalb  der  Kreise  <y,  d  liegenden  Teil  desselben, 
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endlich  mit  d  den  Abstand  irgend   ernes  Pnnktes   des  Bogens   a(m) 
von  irgend  einem  Punkte  des  Bogens  ^(e^),  so  hat  man: 

d  ^  t  -  mehl\ 


1)  Um  diese  Behauptung  Borels  zu  rechtfertigen,  bedarf  es  einer  ziemlich 
weitlaiifigen  Darlegung,  die  wir  unter  den  Text  setzen,  um  den  Gedankengang 
nicht  zu  unterbreciien. 

1st  u  ein  Punkt  der  Strecke  s  r  ,  so  wollen  wir  znvorderst  eine  untere  Grenze 
fur  den  kleinsten  Abstand  des  Bogens  a  (it)  von  0^(5)  auffinden.  Wir  bezeichnen 
mit  i,  v  die  Scnnittpunkte  von  «(5),  bez.  a(w)  mit  ri,  mit  j,  w  ihre  Schnitt- 
punkte  mit  dem  Kreise  7.  Da  der  Bogen  ij  kiirzer  1st  als  der  Bogen  vw  und 
iiberdies  einem  Kreise  mit  grofierem  Radius  angehort,  so  ist 
und  folglicn: 

3 
Nun  ist: 


folglich.  um  so  mehr: 


gsinipv. 


Man  hat  aber: 


.         . 
sin  rpvQOsrvi  —  cos  rpv  smrpi 


.      rp(rv  —  ri)      rp  •  iv 
-^  -  —  -       —  - 


, 
pv-pi' 


also,  da  pv^ 

Nun  ist: 

iv  =  sujruv  —  si==su  —  (sp  —  'up)-, 

zieht  man  von  u  aus  uz  senkrecht  zu  sp,  so  ist  zp<up,  folglich: 

sz  >  sp  —  up  ; 
auBerdem  ergibt  sich  wegen  der  Ahnlichkeit  der  Dreiecke  $zu,  srp: 

sz  __  sr 
su        sp  T 
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wo  T  eine  positive  Konstante  ist,  die  von  der  Lage  der  Punkte  p,  #; 
s,  t  und  dem  Radius  p  der  Kreise  y,  S  abhangt  und  die  wir  iibrigens 
kleiner  als  1  voraussetzen  dtirfen.  —  Ist  demnach  x  ein  Punkt  des 
Bogens  a(tn),  so  hat  man,  wenn  man  bedenkt,  daB  ch  auf  %(ej  liegt: 

fiir  Ji  <,  n, 
fur  li  >  n, 
Daraus  folgt  zun'achst: 

n 

V 


folglich : 
und: 


/          sr\  n 

—  S8  =  SU[1 )  =  SU 

\         sp  sp 


ri 


woraus  sicb.  sclilieBlich  ergibt: 


%sp  -p\> 
o  •  ri 


sw, 


Der  kleinste  Abstand  £  des  Bogens  a(u)  von  ^  (s)  geht  sicher  durch  j  hin- 
durch  und  liegt  zwischen  jw  und  jp-,  er  1st  offenbar  grofier  ale  der  Abstand  jy 
des  Punkte  s  j  von  der  Geraden  piv.  Nun  1st: 


f  erner  : 
folglich: 


<jy  =jw  cos  yjw 


--, 


und  schlieBlich: 


Setzen  -wir: 


SO   1st: 


2  S  J3  • 


Die  Gr56e  r  hangt  lediglich  von  der  Lage  der  Punkte  #,  ^  von  der  Lange  der 
Strecke  st  (die  als  syminetrisch  zu  r  vorausgesetzt  war)  und  von  dem  Radius  der 
Kreise  y,  d"  ab;  dagegen  1st  sie  von  der  Lage  des  Punktes  w>  unabhangig. 

Werden  nun  auf  der  Strecke  st  zwei  Punkte  s',  u  so  genommen,  daB  s  u 
zn  su  gleicb.  und  gleichgerichtet  ist,  so  ist  offenbar  der  kleinste  Abstand  des 
Bogens  «(-w')  von  ^(s)  grofier  als  derjenige  des  Bogens  a(u)  von  0^(5);  er  wird 
folglich  grofier  sein  als  t  •  s  u  ,  w.  z.  b.  w. 
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was  eine  endliche  und  bestimmte  GroBe  1st;  auBerdem  1st  mit  Ruck- 
sicht  auf  die  zweite  Ungleichung  (2),  wenn  m  wieder  das  Maximum 
aller  mh  ist  (Art.  338): 


i  + 1 


4  =  71+1 


Mithin  ist  (1)  auf  dem  ganzen  Bogen  a(ni)  unbedingt  und  gleieh- 
maBig  konvergent.  Man  darf  daher  allgemein  sagen,  daB  die  Reihe 
(1)  auf  jedem  Bogen  _p#;  der  durcli  keinen  der  Punkte  ch  gelit,  un- 
bedingt  und  gleichmaBig  konvergiert. 

Nelimen  wir  an,  die  Punkte  ch  seien  auf  der  ganzen  geschlossenen 
Linie  I  uberall  dicht?  so  wird  F(x)  in  dem  Innengebiete  A  und  dem 
AuBengebiete  S  derselben  durch.  zwei  verschiedene  analytische  Funk- 
tionen  f^(x}  und  f%(x)  dargestellt.  Im  Sinne  der  neuen  Definition 
bilden  aber/i(#)  und  f2(x)  nur  eine  einzige  eindeutige  Funktion; 
weil  sich.  ja,  wenn  beziehentlicL.  in  A,  B  zwei  beliebige  Punkte  ange- 
nommen  werden,  stets  unendlich  viele,  diese  beiden  Punkte  verbindende 
und  durch  keinen  Punkt  ch  gehende  Kreisbogen  finden  lassen,  und 
auf  jedem  dieser  Bogen  F(x)  unbedingt  und  gleichmaBig  konvergiert. 


Wir  zeigen  nun,   daB   es  nach  der  neuen  Definition  nicbt 
Yorkommen  kann>   daB   die  Summe  einer  eindeutigen  und  einer  nicht 
eindeutigen  Funktion  eine  eindeutige  Funktion  ist. 
Wir  greifen  auf  die  bereits  betrachtete  Funktion: 


zuriick,  die  den  negativen  Teil  der  reellen  Achse  zum  Schnitt  hat. 
Sind  p,  q  zwei  Punkte;  der  eine  oberhalb,  der  andre  unterhalb  der 
reellen  Achse;  so  kann  es  geschehen,  daB  /i  (#)  auf  bestimmten  Kreis- 
bogen p$?  welche  die  negative  reelle  Achse  schneiden,  stetig  ist;  das 
kommt  vor?  wenn  f^(x)  einen  arithmetisehen  Ausdruck  von  der  von 
uns  betrachteten  Form  darstellt,,  weil  es  dann;  da  die  Punkte  ch  eine 
abzahlbare  Menge  bilden,  unendlich  viele  Bogen  pq  gibt,  welche  die 
negative  reelle  Achse  in  Punkten  schneiden,  die  von  dies  en  Punkten 
verschieden  sind.  Grleichwohl  ist,  welches  auch  der  in  Betracht 
kommende  Kreisbogen  ist,  wenn  er  nur  die  negative  reelle  Achse 
uberschreitet,  die  Funktion  Igx  oder  genauer  O^x)  auf  ihm  nicht 
stetig,  da  man  ja,  wenn  £  eine  beliebig  Heine  positive  GrroBe  be- 
zeichnet,  in  einem  Puntte  x 
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in  einem  Punkte  x~r&&+^  aber: 


erhalt,  so  daB  beim  tJberschreiten  der  negativen  reellen  Achse  ein 
Sprung  yon  —  2n  statthat.  Wenn  daher  ein  arithmetischer  Ausdruck 
F(x)  Yorliegt,  der  durch  die  Funktion  6l  (x)  dargestellt  wird,  so  kann 
diese  Funktion  auf  keinem  Bogen  pq7  der  die  negative  reelle  Achse 
uber  schreitet,  unbedingt  und  gleichmaBig  konvergent  sein,  Dasselbe 
laBt  sich  yon  einem  durch  ^(a?)  dargestellten  arithmetischen  Ausdruck 
sagen;  deshalb  ist  %_(#)  im  Sinne  der  neuen  Definition  keine  ein- 
deutige  Funktion. 

345.  Fabry  hat  Begriffe  aufgestellt;  welche  denen  Borels  durch- 
aus  ahnlich  sind.  —  Ist  d  ein  Punkt  einer  Unstetigkeitslinie  I  einer 
Funktion  f(oc),  so  kann  es  Yorkommen,  daB,  w'ahrend  x  sich  d  langs 
einer  Linie  n'ahert,  die  I  nicht  bertihrt;  f(x)  und  alle  seine  Ableitungen 
sich  bestimmten  und  endlichen  Grrenzen  nahern;  in  diesem  Falle  kann 
man  d  in  dem  Sinne  einen  nicht  absolut  singularen  Punkt 
nennen,  dafi;  wenn: 

T?(  \  —  "V          aA 

~ 


ein  arithmetischer  Ausdruck  ist?  der  durch  die  analytische  Funktion 
f(x)  dargestellt  wird;  d  keiner  der  Punkte  ch  ist,  sondern  nur  eine 
Grrenzstelle  der  Menge  dieser  Punkte.  Es  sei  demnach  I  eine  ge- 
schlossene  Linie,  welche  die  Ebene  in  zwei  Bereiche  A,  B  teilt; 
f\(x),  f$(x)  seien  zwei  analytische  Funktionen,  die  beziehungsweise 
in  diesen  Bereichen  existieren.  Wenn  sich  nun,  wahrend  sich  x  in  der 
angegebenen  Weise  einem  Punkte  d  Yon  I  nahert,  der  einer  gewissen 
abzahlbaren  Punktmenge  nicht  angehort,  die  beiden  Funktionen  und 
ihre  Ableitungen  denselben  Grrenzen  nahern,  so  konnen  die  Funktionen 
fi(x)  und  /*2(^)  als  eine  einzige  Funktion  betrachtet  werden. 

346.  Picard  behalt  den  Begriflf  der  analytischen  Fortsetzung  tiber 
einen  geschlossenen  Schnitt  hinaus  bei,  fiihrt  diese  aber  dadurch  aus, 
daB  er  auBerhalb  der  Ebene  der  komplexen  Variabeln  liegende  Punkte 
in  Betracht  zieht. 

Es  sei  f(x)  eine  im  Innenraume  C  einer  geschlossenen  Linie  I 
existierende  analytische  Funktion.  Setzt  man  x  =  u  +  iioj  so  hat  man: 


wo  ii(ujV)f  v(u,v)  reelle  Funktionen  der  reellen  Variablen  u,v  sind. 
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Wir  versuchen  nun  eine  reelle  Funktion  dreier  reeller  Variablen, 
<p(u,v,tv),  zu  bilden,  die  fur  vu^Q  und  beliebige  u  und  v  endlich 
und  stetig  1st,  sicli  a"ber  fiir  w  =  0  und  fiir  die  Wertepaare  u,  v, 
welche  den  Punkten  x  des  Bereiches  G  entsprechen,  auf  p(u}v)  redu- 
ziert.  1st  die  Funktion  <p(u,v,w)  endlich  fiir  w  =  0  und  fiir  alle  den 
Pnnkten  des  AuBenraumes  von  I  entsprechenden  Wertepaare  u,  v,  so 
bildet  die  Q-esamtheit  ikrer  Werte  fiir  w  =  0  eine  Funktion  ^(^,0), 
die  als  die  analjtische  Fortsetziing  yon  P(UJV)  aufierhalb  der  Linie  I 
betrachtet  werden  kann.  Da  aber  (Art.  160),  wenn  der  reelle  Teil 
einer  analytisohen  Funktion  gegeben  ist;  ihr  imaginarer  Teil  bis  auf 
eine  additive  Konstante  bestimmt  ist;  so  laBt  sicli  unter  gewissen  Urn- 
standen1)  in  dem  Bereiche  D  eine  Funktion  v^u^v)  so  bestimmen; 
daB  ^(UjV)  +  ivi(u,v)  eine  analytische  Funktion  f^(x)  ist;  die  will- 
kiirliclie  Konstante  wird  durcL.  die  Bedingung  bestimmt,  daB^  wenn 
f(x),  wahrend  sich  x  in  dem  Bereiche  C  einem  Punkte  d  von  I  nahert, 
eine  bestimmte  Grenze  hat,  /i(^),  wahrend  sick  x  unbegrenzt  dem 
Punkte  d  im  Bereiche  D  nahert;  dieselbe  Grrenze  baben  muB. 

Es  sei  z.  B.  q;  c2?  .  .  .  eine  abzahlbare;  auf  einer  gescKLossenen 
Linie  I  uberall  dickte  Punktmenge,  f(x)  die  analytische  Funktion,  die 
in  dem  Innengebiete  G  dieser  Linie  den  aritianetisclien  Ausdruck: 


A=:l 


darstellt,  wo  die  ah  reelle  Zahlen  sind.     Setzt  man  ch  =  ah  +  i($h,  so 
hat  man  innerhalb  C: 


(«-«*)+*•(*-  ft)~i    («-  «* 

folglich: 


Setzen  wir  dann: 


(._. 


1)  BekanntlicH  kann  man  nicht  zu  jeder  Funktion  ^(^,0)  eine  ent- 
sprechende  Punktion  vl(ut^)  angeben;  ist  das  aber  moglich,  so  ist  vt(u,v)  voll- 
standig  bestimmt,  me  aus  dem  Texte  erkellt. 
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so  liat  y(u,v7w)  die  verlangten  Eigenschaften  und  kann  folglicli  dazu 
dienen,  die  analytische  Fortsetzung  der  Funktion  f(x)  auBerhalb  der 
Linie  I  zu  yerwirklichen. 


tiber  die  Darstellung  einer  analytischen  Funktion1). 

347.  Die  Aufgabe,  eine  analytische  Funktion  darzustellen,  laBt 
sich  folgendermaBen  ausdriicken:   Gregeben  ist   eine  analytische  Funk- 
tion f(x)j  der,en  Existenzbereich  C  ist;  man  soil  einen  arithmetischen 
Ausdruck  F(x)  finden,  der  in  alien  Punkten  des  Bereichs  C  denselben 
Wert  hat  wie  f(x). 

Mittag-Leffler  loste  die  Aufgabe  durch  den  nach  ihm  benannten 
Satz;  freilich  unter  einigen  Beschrankungen  hinsichtlich  der  Beschaffen- 
heit  des  Bereichs  C  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  hinsichtlich 
der  Beschaffenheit  der  Menge  der  singularen  Punkte.  Granz  allgemeine 
Losungen  wurden  dann  ron  Runge,  yon  Hilbert,  yon  Painleve  und 
neuerdings  von  Mittag-Leffler  selbst  gegeben. 

348.  Runge  stellt  zun'achst  folgenden  Satz  auf: 

Ist  P  ein  zusammenhangender  oder  nicht  zusammen- 
hangender  Bereich,  Q  ein  von  P  getrennter  Bereich,  f(x) 
eine  analytische  Funktion,  deren  Existenzbereich  P  ent- 
halten  moge7  so  laBt  sich  eine  rationale  Funktion  JR(#) 
bilden;  so  dafi  \B(x)—f(x)  in  alien  Punkten  ron  P;  |JR(ic)| 
aber  in  alien  Punkten  von  Q  kleiner  ist  als  eine  vorgege- 
bene  GrroBe  (3. 

Es  sei  demnach  f(x)  eine  analytische  Funktion,  die  in  einem 
gegebenen  Bereich  C  regular  sein  oder  hochstens  polare  Singularitaten 

1)  Dell'  Agnola  2,  3,  Borel  46,  50,  52,  55,  69,  Bucca  87,  Desaints  135, 
Faber  145,  146,  147,  544bis,  Fredholm  159,  Goursat  554,  Hadamard  184, 
Hanni  556,  557,  Hilbert  205,  Kluyver  226,  227,  580,  Laurent  242,  Lean  245, 
Mittag-Leffler  307,  314,  318,  320,  321,  323,  324,  326,  327,  328,  602  bis,  603, 
•Montessus  de  Ballore  605,  Mortel  606,  Osgood  341,  Painlevd  346,  348, 
349,  350,  351,  352,  353,  354,  Phragme'n  369,  von  Puzyna  622,  Eadelfinger 
623,  Eenaux  425,  426,  Rnnge  435,  Yitali  642,  643,  644,  Volterra  514, 
"Wiman  654,  655.  —  Dell'  Agnola  (3)  hat  eine  Frage  behandelt,  die  in 
gewissem  Sinne  die  Umkehrung  ZTI  der  Mittag-Lefflerschen  bildet;  er  hat 

00 

namlich,  gezeigt,   dafi  sich,   wenn  eine  Eeihe    ^ ah (#) xh  gegeben  ist,  wo  die 

A~O 

ah(x)  Polynome  bezeiclinen,  ein  Stern  (vgl.  unten  Art,  352)  mit  dem  Mittelpnnkt 
im  Anfangspunkt  bestimmen  laBt,  in  welchem  die  Beihe  konvergiert,  und  ein 
zweiter  mit  dem  ersten  konzentrischer  Stexn,  der  uber  diesen  jedoch  nicht 
Linausreichen  darf  und  die  Eigenschaft  hat,  da6  die  Reihe  in  jedera  in  ihm 
enthaltenen  endlichen  Bereiche  gleichmafiig  konvergiert. 
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haben  moge.  Wird  der  Bereich  C  als  endlicli  vorausgesetzt  (was  die 
Allgemeinheit  durchaus  niclit  beeintrachtigt),  so  TaBt  sicli  eine  unend- 
liclie  Folge  von  Bereichen  C17  C2,  •  •  •  bilden,  die  folgende  Eigen- 
schaffcen  haben: 

a)  Samtliche  Bereiche  C19  C2,  •  •  •  liegen  innerhalb  (7; 

b)  Cm  liegt  innerhalb  Cn)  sobald  m  <  n; 

c)  1st  ein  Punkt  x  innerhalb  C  gegeben,  so  laBt  sich  eine  Zahl  n 
angeben;  die  so  groB  ist,  daB  Cn  in  seinem  Innern  x  enthalt. 

Es  konnen  dann  nach  dem   soeben  ausgesprochenen  Satze  ratio- 
nale Funktionen: 

<Pi(x)>  9s  0*0  >  "  • 

gebildet  werden,  welche  die  Eigenschaft  haben  ,  daB  <ph(x)  von  f(x) 
innerhalb  Ch  um  weniger  als  j-  verschieden  ist.  Alsdann  stellt  der 
arithmeti  s  che  Ausdr  uck  : 

F(x)  -  Vl(a?) 

die  analytisehe  Punktion  f(x)  im  ganzen  Bereiche  C  dar.  Es  laBt 
sich  namlich,  wenn  man  in  diesem  Bereiche  einen  Punkt  x  annimmt 
und  eine  GroBe  6  willkiirlich  wahlt;  eine  Zahl  n  von  der  Art  finden, 

daB  —  <  <?  wird  und  x  in  dem  Bereiche  Cn  enthalten  ist;  x  ist  dann 
in  jedem  Bereiche  Ch  enthalten?  fiir  den  h  ^  n  ist,  und  man  hat 
|  f(x)  —  cph(x)  |  <  -j-  ^  —  <  <?  fiir  jedes  h^>  w;  folglich  ist: 


und  schliefilich: 


349.  Ein  weiteres  wichtiges  Ergebnis,  das  Runge  gewonnen  hat, 
ist  folgendes:  Ist  ein  Bereich  C  gegeben;  welcher  der  einzigen 
Bedingung  unterliegt,  zusammenhangend  zu  sein,  so  gibt 
es  stets  analytische  Funktionen,  die  C  als  Existenzbereich 
besitzen. 

Zum  Beweise  bildet  er  auf  passende  Weise  eine  Summe  unend- 
lich  vieler  rationaler  Funktionen,  die  in  jedem  Bereiche  innerhalb  C 
gleichmaBig  konvergent  ist,  und  zeigt,  daB  fiir  die  diese  Summe 
darstellende  analytisehe  Funktion  samtliche  Punkte  des  TJmfanges 
von  C  wesentlich  singulare  Punkte  sind. 
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350.  Painleve  und  Hilbert  sind  zu  analogen  Ergebnissen  gelangt 
wie  Runge. 

1st  C  ein  endlicher  Bereicli,  welcher  der  einzigen  Bedingung 
unterliegt,  daB  sein  Umfang  aus  einem  einzigen  Stiicke  besteht,  f(x) 
eine  in  0  regulare  Funktion,  so  haben  sie  bewiesen,  daB  sich  dann 
eine  Reihe  von  Polynomen  finden  laBt;  die  in  jedem  Bereiche  inner- 
halb  0  gleichm/aBig  konvergent  ist  und  in  samtlichen  Punkten  von 
C  denselben  Wert  hat  wie  f(x). 

Painleve  hat  auch  eine  Darstellung  einer  analytischen  Funktion 
mittels  eines  unendlichen  Produktes  gegeben: 


M  '  (x}          > 

A=l          k^   J 

wo  die  Lh(x),  Mh(x)  Polynome;  die  Eh(x)  rationale  Funktionen  sind. 
Diese  Darstellungen  besitzen  eine  grofie  Willkiirlichkeit;  anf  der 
einen  Seite  bietet  das  einen  Vorteil;  weil  man  liber  willkiirliche 
Elemente  nach  eigenem  Ermessen  gemaB  den  Zwecken  verfiigen  kann; 
die  man  verfolgt;  auf  der  andern  einen  Nachteil;  weil  sie  oft  hindert, 
die  charakteristischen  Eigenschaften  der  dargestellten  Funktion  aus 
der  Entwicklung  selbst  abzulesen.  Weit  geringer  ist  die  Willkiirlich- 
keit  in  den  durch  den'  Satz  von  Mittag-Leffler  vermittelten  Entwick- 
lungen,  weil  sie  sich  hier  auf  eine  einzige  unbestimmte  Funktion 
beschrankt;  die  iiberall  regular  ist,  wo  es  die  gegebene  Function 
selbst  ist;  nnd  anBerdem  in  einer  isolierten  Menge  ihrer  singularen 
Punkte;  zugleich  TaBt  die  Entwicklung  nicht  nur  eine  (abz'ahlbare) 
Unendlichkeit  singul'arer  Punkte  der  Funktion,  sondern  auch  die  auf 
diese  Punkte  beziiglichen  Hauptteile  der  Funktion  hervortreten. 

351.  In  seinen  neueren  Untersuchungen  bemerkt  Mittag-Leffler, 
daB  in  der  WeierstraBschen  Funktionentheorie  ebenso  wie  bei  den 
ublichen  Problemen  der  Analysis  (z.  B.  bei  der  Integration  der  gewohn- 
lichen  Differentialgleichungen)  eine  analytische  Funktion  durch  eins 
ihrer  Elemente  (Art.  157)  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Werte  ge- 
geben ist,  die  sie  selbst  und  alle  ihre  Ableitungen  in  einem  beliebigen 
Punkte  ihres  Existenzbereiches  annehmen,  so  daB  es  sich-empfiehlt,  die 
Aufgabe?  um  die  es  sich  handelt,  in  folgender  Weise  zu  formulieren: 
Es  ist  eine  Folge  von  GrroBen  «0,  a1;  a2,  •  •  •  von  der  Art 

oo 

gegeben,  daB  die  Reihe  ^ahi^  einen  endlichen  und  von  Null 

7t  =  0 

verschiedenen   Konvergenzradius   besitzt;   auBerdem   ist   ein, 
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Punkt  c  gegeben;  man  soil  einen  arithmetischen  Ausdruck 

CC 

finden.  welcher  die  vom  Element  ^ah(%  —  c)h  erzeugte  ana- 

;/-o 

lytische  Funktion    in   alien  Ptmkten    des    groBten   Bereichs 
darstellt,  in  dem  sie  existiert  und  eindeutig  ist1). 

352,  Um  die  Aufgabe  zu  losen,  mtissen  wir  einige  geonietrische 
Betrachtungen  vorausschicken. 

Man  nekme  in  der  Ebene  der  komplesen  Variablen  einen  Punkt  c\ 
es  werde  dann  auf  jedem  von  c  ausgehenden  Strahl  I  ein  Punkt  xl 
gewahlt,  der  von  c  um  mehr  als  eine  bestimmte  GroBe  6  entfernt  sein 
moge.  Die  GroBe  |#z  —  c\  lafit  si  en  dann  als  eine  Funktion  9)  (A)  des 
Argumentes  A  des  Strahles  I  ansehen.  Die  so  fur  alle  Werte  TOIL  A, 
die  nicnt  kleiner  als  0  und  kleiner  als  2#  sind,  definierte  Funktion 
<p(X)  ist  reell,  positiy  und  eindeutig;  sie  kann  oo  zur  oberen  Grenze 
haben;  wahrend  ihre  untere  Grenze  2>  0  ist.  Ist  umgekehrt  eine 
Funktion  Ton  solcner  Beschaffenheit  gegeben^  so  wird  dadurch.  auf 
jedem  von  c  ausgenenden  Strahl  ein  Punkt  xl  bestimmt.  Man  sagt, 
die  Menge  aller  zwischen  c  und  xl  liegenden  Punkte  der  verschiedenen 
StraMen  I  bilde  einen  Stern  mit  dem  Mittelpunkt  c.  Die  GroBe 
g>(T)  heiBt  die  Abseisse  des  Sterns  auf  dem  Strahl  vom  Argumente  ^ 
die  Punkte  xl  sind  die  Ecken  des  Sterns.  Es  ist  klar,  daB  ein  Stern 
ein  endlicher  oder  unendlicher  zusammenh'angender  Teil  der  Ebene 
ist,  der  in  seinem  Innern  seinen  Mittelpunkt  enthalt. 

Es  liege  ein  Stern  E  mit  dem  Mittelpunkt  c  vor.  Nach  An- 
nahme  einer  ganzen  positiven  Zahl  n  laBt  sich  fiir  einen  bestimmten 
Strahl  I  eine  GroBe  r  wahlen,  die  so  Hein  ist,  daB  jeder  Kreis  vom 
Radius  r,  dessen  Mittelpunkt  auf  I  liegt  und  von  c  urn.  nicht  mehr 
als  (n  —  l}r  entfernt  ist,  in  E  liegt2).  Die  Menge  aller  fiir  einen  be- 
stimmten  Strahl  zulassigen  Werte  von  r  hat  eine  obere  Grenze  Q 
(die  eine  Funktion  von  n  und  A  ist).  Bestimmen  wir  dann  auf  jedem 
Strahl  I  den  von  c  um  ng  entfernt  en  Punkt  d~c-\-nQ&*'}  so  er- 
halten  wir  einen  neuen  Stern,  den  wir  mit  En  bezeichnen  wollen. 

Wahlt  man  im  besonderu  w«l,  so  muB  r  derartig  sein,  daB 
der  Kreis  vom  Radius  r  um  c  in  E  enthalten  ist;  p  ist  dann  die 

1)  W'ahrend  wir  bisher  gesagt  haben,  ein  arithmetischer  Ausdruck  werde 
durch  eine  analytische  Funktion  dargestellt,  werden  mr  von  nun  an,  um  uns 
mit  den  Mittag-Lefflerscnen  Sckriften  in  Einklang  zu  setzen,  umgekehrt  sagen, 
der  Ausdruck  stelle  die  analytische  Funktion  dar.    Es  liegt  dabei  ja  nur  eine 
Wortfrage  vor,  welche  das  Wesen  der  Sache  keineswegs  beriihrt. 

a 

2)  Es  wiirde  geniigen.  fur  alle  Badien  r  =  —  zu  nehmen. 

n 


tiber  die  Darstellung  einer  analytischen  Funktion.  353 

obere  Grenze  der  Radien  der  in  E  enthaltenen  Kreise  um  c  oder 
auch  die  untere  Grenze  von  <p  (A)  und  deshalb  unabhangig  YOU  /I,  so 
daB  EI  ein  Kreis  vom  Radius  Q  urn  c  ist. 

Es  laBt  sich  zeigen,  daB  En  fur  jedes  n  in  En+1  enthalten  ist. 
Zerlegen  wir  namlich  die  Strecke  ccl  in  n  gleiche  Teile  ccclf  a^j"'? 
an^id  und  in  (n  +  1)  gleiche  Teile  c/31;  ft/^,  •  -  -,  find,  so  liegt  jeder 
Kreis  mit  dem  Radius  ,  $  um  einen  beliebigen  Punkt  von  e/3n 

innerhalb  irgend  eines  Kreises  mit  dem  Radius  Q  um  einen  passenden 
Punkt  von  cccn_iy  und  somit  innerhalb  JB1).  Daraus  folgt,  daB  die 

der  Zahl  n  +  1  entsprechende  GrroBe  r  niemals  kleiner  ist  als       ,      ^>  ; 

dasselbe  lafit  sich  mithin  von  ihrer  oberen  Grrenze  behaupten,  die 
wir  fur  den  Augenblick  mit  ^  bezeichnen  wollen.  Man  hat  also: 

(n 


womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Endlich  sind  alle  En  in  IE  enthalten.  Da  namlich  der  Ereis  um 
c  +  (n  —  l)re'^  mit  dem  Radius  r  vollstandig  in  E  enthalten  sein 
muB;  so  wird  auch  der  zu  ihm  gehorige  Punkt  c  +  nrea  in  E  liegen; 
folglich  liegt  der  Punkt  c  +  n$ea,  welcher  die  Grenzlage  dieses 
Punktes  fur  lim  r  =  Q  ist,  innerhalb  E  oder  auf  der  Grenze  von  E. 

Aus  dem  Sterne  En  konnen  wir  n  weitere  Sterne  JBOTl?  -^na;  '">-Enn 
ableiten,  indem  wir  an  Stelle  von  Q  beziehentlich  die  GroBen: 

Q-L  =  <*Q,   ^  ^  <**$>   '  '  '9  9n  =  «"9 

treten  lassen;  in  denen  cc  eine  positive  GroBe  bedeutet,  die  kleiner  als 
1  ist  und  von  n  abhangen  kann.  Es  leuchtet  ein,  daB  alle  diese 
Sterne  in  En  enthalten  sind  und  daB  weiterhin  JE  A+1pin  Enh  ent- 
halten ist. 

353.  Wir  nehnien  jetzt  an,  ein  Stern  E  mit  dem  Mittelpunkt  c 
enthalte  in  seinem  Innern  einen  gegebenen  endlichen  Bereich  C.  Wir 
wollen  einen  endlichen  Stern  A  um  c  bilden,  der  innerhalb  E  liegt 
und  in  seinem  Innern  C  enthalt. 


1)  Fiir  die  Punkte  von  cccfl_l  ist  das  einleuchtend.    Was  die  Punkte  von 
tt«-i0«  betrifft,  so  geniigt  die  Bemerkung,  dafi,  da: 
__        /I  1     \  _       ng 

"  —  n-—  - 


ist,   der  kleinste  Abstand  der  Punkte  von  un_1fn  von  der  Kreislinie  nm  a7i_t 

mit  dem  Radius  9  niemals  kleiner  ist  als  —  =—  Q  . 

n  -\~  1 
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Es  1st  wohl  niitzlich,  daran  zu  erinnern,  daB  ein  Bereich  M 
innerhalb  eines  andren  N  gelegen  heifit,  wenn  sich  eine  positive 
GroBe  d  von  der  Art  angeben  1'afit,  da6  alle  Punkte  jeder  uni  einen 
beliebigen  Punkt  YOU  M  mit  dem  Radius  8  gezogenen  Kreislinie  dem 
Bereiche  N  oder  dessen  Umfange  angehoren. 

Es  sei  D  der  Stern  um  c9  der  dem  Bereiche  G  umschrieben 
sein  moge,  d.  h.  dessen  Abscisse  auf  jedein  beliebigen  Strahl  die  obere 
Grrenze  der  Abstande  YOH  c  der  C  angehorenden  Punkte  dieses  Strahles 
sei1);  er  ist  offenbar  endlich.  Da  C  innerhalb  E  liegt,  so  laBt  sich 
eine  GrroBe  8  angeben,  die  in  Hinsicht  auf  die  Bereiche  C,  E  die 
soeben  angedeutete  Eigenschaft  besitzt.  Es  sei  auBerdem  <p  (A)  die 
Abscisse  des  Sternes  D  auf  dem  Strahl  I  mit  dem  Argument  I,  d  der 
Endpunkt  dieser  Abscisse,  E  die  obere  Grenze  von  9? (A)  (die  eine 
endliche  GrroBe  ist),  S  der  Radius  eines  Kreises  um  c,  der  vollst'andig 
in  E  enthalten  sein  moge.  Der  Kreis  mit  dem  Radius  d  um  d  liegt 
vollstandig  in  Ej  mithin  laBt  sich  dasselbe  aus  Ahnlichkeitsgriinden 
von  dem  Ejreise  um  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Strecke  cd  mit 
dem  Radius: 


sagen. 

Man  beschreibe  nun  um  x  einen  Kreis  mit  dem  Radius  7f-^-;  wo: 


Ist  k  ^   x  —  c  y  so  ist  dieser  Kreis  in  dem  vorhergehenden  und 
folglicn  in  E  enthalten.     Ist  k  >   x—  c\,  so  folgt: 

It      ^0        -    ry 
+  Jl<s> 

woraus  erhellt,  daB  der  betreffende  Kreis  innerhalb  des  Kreises  um  c* 
mit  dem  Radius  S  und  folglich  in  E  enthalten  ist. 

1"  8 

Beachtet  man,  daB  die  Grofie  -^  nicht  nur  von  dem  Punkte  x> 
sondern   auch  von   dem  Strahl  I  unabhangig  ist,    so   kann  man   be- 

7,  & 

haupten,  daB  ein  Kreis  mit  dem  Radius  e  =  -^-  um  jeden  beliebigen 

Punkt  von  D  in  E  enthalten  ist,  woraus  folgt,  daB  D  innerhalb  E 
gelegen  ist 


1)  Enthalt  ein  Strahl  keinen  Punkt  von  0,  so  kann  man  als  beztigliehe 
Abscisse  eine  beliebige  Gro'fie  0<JR  annebnen. 
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Werden  alle  Abscissen  von  D  in  dem  Verhaltnis   — jT^   ver~ 

groBert,  so  erhalt  man  einen  endlichen  Stern  A,  der  gleichfalls  inner- 
halb  E  liegt.     Es  ist  namlich: 


so  daB  jeder  Kreis  mit  dem  Radius  lrs  um  irgend  einen  Punkt  von 
A  in  E  enthalten  ist. 

Ist  so  der  Stern  A  konstruiert,  so  konnen  wir  eine  Zahl  n  von 
der  Art  finden,  daB  fur  jedes  li  >  n  der  Stern  Ah  (d.  h  derjenige, 
der  aus  A  gerade  so  hergeleitet  wird  wie  Eh  aus  JB)  C  enthalt.  Es 
sei  7]  die  GroBe,  die  in  bezug  auf  die  Bereiche  C,  A  die  Eigenschaft 
der  oben  definierten  GroBe  d  besitzt,  T  der  Radius  eines  Kreises  um  C7 
der  in  seinem  Innern  C  enthalt.  Nennt  man  e  den  Endpunkt  der 
Abscisse  von  D  auf  dem  Strahl  I  und  teilt  man  ce  in  n  gleiche  Teile 
cXi;  ^1^2?  '  '  ';  ?n-\e^  so  muB;  wenn  die  Abscisse  von  An  groBer  als 
ce  sein  soil,  jeder  Kreis  mit  dem  Radius  c/t  um  irgend  einen  Punkt 
von  cyn_1  in  A  enthalten  sein.  Sicher  findet  dies  statt,  wenn  die 

Strecke  cy1  oder  —  ce  die  GroBe  iq  nicht  iibersteigt,  oder  wenn: 

^>  £1 

=  r\  > 

und  um  so  mehr,  wenn: 

.     T 

ist. 

Da  dann  Ah  fur  jedes  h'  >  Ji  in  Ah,  enthalten  ist,  so  1'aBt  sich 
schlieBen;  daB  Ah  fur  jedes  h^n  den  Bereich  C  enthalt. 

Nimmt  man  schlieBlich  far  a  eine  solche  Funktion  von  n,  daB 
sich  a'1  der  1  nahert,  wenn  n  unbeschrankt  zunimmt,  so  laBt  sich  ein 
derartiger  Wert  von  n  finden,  daB  A7ih  fiir  jedes  li  >  n  den  Bereich  G 
enth'alt. 

354.  Nach  diesen  Vorbemerkungen  kehren  wir  zur  Hauptaufgabe 
des  Art.  351  zuriick. 

Wir  werden  als  den  einem  Elemente  5(5 (%\c)  einer  analytischen 
Funktion  zugehorigen  Stern  denjenigen  bezeichnen,  der  c  als  Mittel- 
punkt,  die  untere  Grenze.  der  Abstande  von  c  der  dem  Existenzbereiche 
der  Funktion  nicht  angehorenden  Punkte  eines  Strahles  als  Abscisse 
auf  diesem  Strahl  hat.  Die  Ecken  des  Sterns  sind  offenbar  singulare 
Punkte  der  Funktion. 
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Es  sei  E  der  dem  gegebenen  Elemente  zugehorige  Stern,  G  ein 
in  E  enthaltener  endlicher  Bereich;  man  bilde  nach  dem  auseinander- 
gesetzten  Yerfahren  den  entsprechenden  Stern  A  und  bestimme  n  in 
der  Weise;  daB  Ahh  fur  jedes  7i  >  n  den  Bereich  C  enthalt.  Wir  be- 
zeichnen  mit  g  die  obere  Grrenze  des  absoluten  Betrages  yon  f(x)  in 
A  (den  Umfang  einbegriffen)  und  setzen: 

2/  =  ^C,     »,-c  +  *^-C          0-1,  2,- ..,„-!). 


1st  x  ein  Punkt  von  (7,  $  die  bereits  mit  diesem  Buchstaben 
bezeickaete  GrroBe  ftir  den  Radius  ex  und  fur  die  Zahl  n}  so  gehort 
jeder  Punkt  &,  fiir  den: 


1st,  A  an.  Da  namlicli  x  innerhalb  An  liegt,  so  ist  |#  —  c| 
folglicb  |#tt_i  —  ^  <  (w  —  l)p,  so  daB  den  aufgestellten  Definitionen 
gem'afi  jeder  Punkt  irgend  eines  Kreises  mit  dem  Radius  Q  und  dem 
Mittelpunkt  auf  cyn_-L  dem  Stern  A  angehoren  muU.  Daraus  folgt;  daB 
der  Konvergenzradius  der  in  bezug  auf  den  Punkt  yn_1  transformierten 
Reihe: 


(i)  W 

groBer  ist  als  Q,  woraus  sich.  ergibt  (Art.  128): 


Da  x  auch  Anl  angehort,  so  hat  man  \y\<Qi  =  ttQ  und  folglich: 


Wir  bescbreiben  nun  uro.  den  Punkt  2/w_2  einen  Kreis  mit  dem 
Radius  ^  uud  einen  mit  dem  Radius  @;  ^  sei  irgend  ein  Punkt  des 
ersten  Kreises,  0  ein  Punkt  ,  der  yon  %  um  nicht  mehr  als  ^  —  ^ 
entfernt  ist;  also  innerhalb  des  zweiten  Kreises  liegt.  In  Formeln 
ausgedruckt,  heiBt  das: 


Da  der  Kreis  um  yn_%  mit  dem  Radius  $  vollst'andig  in  A  ent- 
halten  ist,  so  ist  auch  der  Kreis  mit  dem  Radius  ^  —  QI  um  ^  in  A 
Yollstandig  enthalten.  Der  Konvergenzradius  des  dem  Punkte  %  zu- 
gehorigen  Elementes  ist  also  >  ^  —  p1;  und  die  Reihe: 


tiber  die  Darstellung  einer  analytiscbeD  Funktion. 
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konvergiert.     Es  folgt  wie  oben: 


und  nacb  Multiplikation  mit    ^ 


Andrerseits  ist: 


und  niitliin: 

(4)      j^to  K  -  2/n-S)Al  = 


woraiis  mit  Riicksiclit  auf  (3)  folgt: 


Nun  ist    y\  < 


well  a?  innerhalb  J.w2  liegt;   mithin  ist: 


Fabren  wir  so  fort?  so  konnen  wir  3,  4;  ••-,  w  HilfsTariabeln 
einftibren;  balten  wir  uns  an  den  letzten  Fall  und  bezeicbnen  wir 
die  Variabeln  mit: 

Z)  *19  ^   '  '  '9  #11-2)  *n-l> 

so  sind  diese  an  die  Bedingungen  gebunden: 


und  wir  gelangen  scblieBlicb  zu  der  Beziebung: 


1  —  a/ 


1)  "Wenn  nur   zwei  Yariabeln  zl ,    z   eingefuhrt  werden ,   dann  setzt  man 
1  #  _ y  ^    I  <^  Q  j  werden  ihrer  drei  eingefuhrt,  so  setzt  man  I  ^2~~2/»-  j ' 


bei  ti  Yariabeln  muB  man  schlieBlicb.  |^7l_1- 


-i  setzen. 
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355.    Die  Entwicklung  (1)  des  rorigeu  Artikels  gilt  fur  jedes  z 
yon  der  Art,  daB  \z  —  yn_1    <y  1st.     Nun  ist: 

n  —  1  /          \       x  —  c 
%  -  yn-i  -  a?  -  c  --  —  (a?  -  c)  -  -^  =  y 

und   \y\  <sQ,  weil  x  m  An  liegt;  folglich  darf  man  in  Art.  354,  (1) 
$  =  x  setzen.     Man  hat  dann: 


Setzen  wir: 


wo  mx  eine  spater  zu  bestimmende  Zahl  ist,  so  erhalten  wir: 


Ax=  0      X  ' 

ferner  wegen  (2)  Art.  354: 


Setzen  wir  nun  in  (4)  Art.  354  #i  =  2/w_i,  was  zulassig  ist;  well: 
so  erhalten  wir: 


und,  wenn  wir  von  h±  =  0  bis  7^  —  ^  summieren: 


1st  dann: 


wo  w2  wiederum    eine    spater   zu   bestimmende  Zahl   bezeiclmet,    so 
ergibt  sich: 
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ferner  wegen  (5)  Art.  354: 


^  2  2  ^^- 


f' 


=  9 — -  — -^ — r^  =  ff  _i~tfy1"V"&? 

~~1  —  a  c?~ 

Fahren  wir  in  derselben  Weise  forfc,  so  werden  wir  finden: 


a) 


wo: 


-  flcx.ni  +  n  r       /i  -  «\  ^2  + 


Beachtet  man,  daB: 

(im^  +  (JA  —  1)  w2  H  -----  h  2^.!  +  ^V  +  ! 
=  1  +  ml+  (^+^)  +  (%+^2  +  ^3)  H  -----  h  (%+J 
so  TaBt  sicn  diese  Beziehung  folgendermaBen  schreiben: 


l___ 


(l  —  a)"1//  -1 


356,  Es  wurde  oben  angenommen,  die  GroBe  a  liege  zwischen 
0  und  1  und  sie  li'ange  derart  von  n  ab,  daB  lim  an  =  1  wird.  Diesen 
Bedingungen  gentigt  der  Ausdruck:  WS=3C 
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wo  0  (n)  eine  stets  positive,  zugleich  mit  n  unbeschrankt  zunehmende 
GroBe  ist.     Man  liat  dann  (Art.  145,  (3)): 


n  co  (n) y 
oder  auch: 

-      1 


ferner,  wenn  /L  eine  ganze  positive,  n  nicht  iibersteigende  Zahl  be- 
zeichnet: 


liieraus  folgt  fiir 


und  somit: 

/    I    I   1 .. ^LI_I,  I  ^  I    1         TTT.7!A  ^           I           -^  I   •*• 


Der  letzte  Ausdrack  hat  1  als  Grenze  fiir  lim^  =  oo1);  folglich 
Ia8t  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen  GroBe  r  >  1  eine  Zahl  n 
so  angeben;  daB: 


mi_JL=ULl>!. 
«^  +  1-*J->    «• 
A:=I  -" 


1)  Setzt  man  in  An-m.  l  S  261: 


1      \   7i 


fc-—    J-ll       x    ^(ra) 

n/  —  "^^  .       o  —  l    j-  —  ,    ^~  c 

n  '  \  nco(n) 


l 


so   ergibt  sich,  wenn  man  der  Eurze  halber   die  GroBe  --  ,—  N-e         durcli   6 

&  '  nu(n) 

bezeichnet  : 

i-0<i  +  ~[(i-e)M-i], 

worans  folgt: 


die  letzte  Gro'fie  hat  aber  ersichtlich  1  als  Grenze  fur  limw  =  oo,  folglich  findet 
dasselbe  fur  (1  —  0f  statt. 
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Andrerseits  1st: 


folglich: 


Setzen  wir: 
so  konnen  wir  schreiben: 


Es  mogen  nunmehr  die  ZaKLen  m  in  passender  Weise  gewahlt 
werden.     Setzt  man  der  Kiirze  halber: 

nco  (n)  =  v, 
so  daB: 


•-       n          1 


so  ergibt  sich  (Art.  145,  (1)): 


j        i 


folglich: 

P<v. 

Wir  wollen  nun  die  m  so  wahlen,  daB: 


h  ^_-2  +  w^  m^vlgv    (i  =  3,4,  •  -  •, 
wird.     Beachtet  man,  daB  a<  1,  so  ist  dann: 


und  somit: 
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woraus  folgt: 


Da  «(n)  unbegrenzt  wachst,  so  konnen  wir  eine  solche  Zahl  N 
annehmen,  daB,  wenn  0  eine  beliebig  gewahlte  positive  GroBe  1st,  fur 

jedes  n^>N  sich  ~^r  <  6  ergibt.     Man  setze  dann: 


wo  an  Stelle  von  7ix,  \,  -  •  -?  7^w  alle  Systeme  yon  ganzen  und  nicht 
negativen  Zahlen  treten  miissen;  welche  den  Beziehungen: 


geniigen;  ferner: 


Vergleictt  man  mit  (1)  Art.  355  ?  so  ersient  man,  daB  sich  eine 
Zahl  N  von  der  Art  angeben  lafit,  daB  fiir  jedes  n  ^  N  in  dem 
ganzen  Bereiche  C  ist: 

(i)  IfW-^WK^ 

Es  ist  zu  beachten,  daB  die  Koeffizienten  cnh  und  die 
Zahlen  mr  yon  den  Konstanten  ah,  dem  Punkte  c  und  dem 
Bereicne  C  durchaus  nnabhangig  sind. 

Setzen  wir  schliefilich: 


#*(*)  ==  ff*(*>)  -  ff*-i(*)       (*  -  1;  2, 
woraus  folgt: 


h 

so  darf  man  sckreiben: 

(I) 

Die  Eeihe  auf  der  recnten  Seite  ist  in  dem  Bereiche  0  gleich- 
mafiig  konyergent;  man  erhalt  namlick  aus  (1)?  (2)  fur  alle  Punkte 
des  Bereiches  C  und  fiir  jedes  n^>N,  wenn  p  eine  beliebige  positive 
Zahl  ist: 


tlber  die  Darstellung  einer  analytiscnen  Funktion. 
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<*, 


n+f 


h  -  n 


also: 


und  endlich.: 


Das  in  (3)  enthaltene  Ergebnis  laBt  sich  so  ausdriicken: 

CO 

1st  E  der  dem  Elemente  ^£  ah(%  -—  c)h   zugehorige  Stern, 

so  laBt  sich.  die  von  diesem  Elemente  erzeugte  analytiscte 
Funktion  in  dem  ganzen  Sterne  E  mittels  einer  Reihe  von 
Polynomen: 

(4) 

darstellen,  die  in  jedem  beliebigen,  innerhalb  E  gelegenen 
Bereiche  gleictmaBig  konvergiert.  Die  Polynome  6rn(a?) 
haben  die  Form: 


wo  die  Koeffizienten  dnh  yon  c  und  von  den  a  unabhangig 
und  lediglich  von  den  Zahlen  n}  li  abhangig  sind. 

Die  Koeffizienten  dnh  konnen  wie  die  cnh  unendlich.  viele  von- 
einander  verschiedene  Formen  annehmen.  Zwischen  beiden  Koeffi- 
zientensystemen  bestelien  folgende  Beziehungen: 


d, 


nh  ' 


Die  Formel  (1)  lafit  sich  auch  schreiben: 


A  IB  Zahlen  mh  kann  man  insbesondere  die  folgenden1)  annehmen: 

n  ? 

man  hiat  dann: 


1)   Es   lafit   sicli   ohne  Sch-wiengkeit   zeigen,    daB    diese  Zahlen   die   den 
mh  oben  auferlegten  Bedingungen  erfuUen. 
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~*~)   > 


(5) 
wo: 


n 

Man  kann  auch  kinzufiigen:  Die  Reine  (4)  kann  in  keinem 
irgend  eine  Ecke  yon  E  entnaltenden  zusammenkangenden 
Bereicne  gleichmaBig  konvergent  sein,  well  sie  dann  in  diesein 
Bereiohe  die  Funktion  f(x)  darstellen  wiirde  (Art.  192),  wahrend  doch 
die  Ecken  yon  E  fur  diese  singulare  Punfcte  sind. 

Wir  bemerken  schlieBlich;  da6  aus  den  besonderen  Annatmen: 
folgfc:  ^-a.-a,-..-!,  ,  =  0 


so  daB  unter  diesen  Annahmen  (3),  wo: 


iflt,  die  Entwiddung  der  Funktion  ^  in  eine  Reihe  von  Polynomen 
liefert,  die  in  der  ganzen  Ebene  mit  Ausnabme  der  Punkte  der  Strecke 
1  •  •  •  oo  der  reellen  Achse  konyergiert  und  in  jedem  Bereiche  gleich- 
maBig konyergiert,  der  weder  in  seinem  Innern  noch  auf  seinem 
Umfange  irgend  einen  Punkt  dieser  Streeke  enthalt, 

357*    Gregeben  seien  oon  Funktionen: 

/Vr  A     CV-O,!,-..-  r«l,2,-..,«) 
einer  Variabeln  x.     Sind  die  Reihen: 


(1) 


2 


•A.         ~- 


•*»-s 
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fur  x  —  xQ  samtlich  konvergent,  so  sagt  man: 


sei  eine  n-fach  unendliche,  fur  x  =  XQ  konvergente  Reihe. 
Sind  die  Reihen  (1)  in  einem  bestimmten  Bereiche  C  gleichmafiig 
konvergent,  so  sagt  man,  (2)  sei  eine  w-fach  unendliche,  in  dem 
Bereiche  C  gleichmaBig  konvergente  Reihe. 

Nunmehr  darf  man  behaupten;  dafi  sich  die  Darstellung  von  f(x) 
mittels  eines  solchen  Ausdruckes  wie  (5)  des  Art.  356;  in  dem  eben- 
sowohl  die  Anzahl  der  zu  berechnenden  Smnmen  wie  die  Anzahl  der 
Glieder  jeder  einzelnen  Summe  unendlich  ist;  durch  eine  andre  er- 
setzen  laBt;  in  welcher  die  Anzahl  der  Summen  endlich  ist. 

Man  beachte  zu  diesem  Zwecke,  daB  (1)  Art.  354  und  die  daraus 
hervorgehenden  Formeln  auch  dann  noch  gelten;  wenn  man  in  ihnen 
y^  an  Stelle  von  yn_l  setzt,  wo  4a  irgend  eine  Zahl  bedeutet,  die 
kleiner  als  n  ist.  Hieraus  ergibt  sich  leicht;  daB: 


in  C  gleichmaBig  konvergent  ist,  und  folglich   (s.  Art.  165),  daB   es 
auch  die  Reihe: 


ist,  welches  auch  A2  sei.     Es  sind  also  alle  die  folgenden  Reihen  in  C 
gleichmaBig  konvergent: 


d.  h.:  Die  n-fach  unendliche,  in  C  gleichmaBig  konvergente  Reihe: 


-- 
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wo  f^)(c)=r!  dr  ist,  stellt  fur  den  zu  Anfang  des  Art.  354  bestimmten 
Wert  yon  n  and  fiir  alle  groBeren  Werte  desselben  in  C  die  Funktion 
f(x)  dar. 

1st  C  in  dem  Konvergenzkreise  der  Reihe: 


enthalten,  so  darf  man  n  =  1  nehmen;  und  (3)  reduziert  sich  auf  (4). 

358.  Wir  nehmen  jetzt   die  Bezeichnungen  des  Art.  354  wieder 
auf  und  setzen: 

y  =  X-,     \V\-r,    ?»  =  '  +  &—-    (A-0,1,2,-  ..,»-!). 


"Dm  die  Punkte  c,  ylf  2/2,  •  •  •,  yn_^  beschreiben  wir  n  Kreise  rait 
dem  Radius  r\  H  sei  der  von  diesen  Kreisen  bedeckte  Teil  der  Ebene. 
1st  die  Reihe  (3)  des  vorigen  Artikels  in  dem  Punkte  x  konvergent,. 
so  sollen,  nach  dem  in  diesem  Artikel  Gesagten,  die  Reihen  fiir  die 
Funktionen  f(x),  f(yn_i)  usw.  und  ihre  Ableitungen  fiir  y  =  r  samt- 
lich  konvergieren;  da  diese  aber  nicnts  anderes  sind  als  die  aus  dem 
gegebenen  Eleraente  transformierten  Reilien,  so  folgt  hieraus^  daB  der 
Existenzbereicn  der  yon  dem  gegebenen  Elemente  erzeugten  analy- 
tischen Funktion  den  Bereich  H  enthalt,  oder  auch;  daB  (3)  in  jedem 
innerhalb  H  liegenden  Bereiche  gleichmaBig  konvergiert. 

Wir  greifen  nun  einen  Punkt  x'  der  Strecke  ex  heraus,  setzen: 

f        3C  —  C  i     /  I  r  t  i     7   ^  ~~"  ^        /  7  r\    -t      Ci  -<  \ 


und  bilden  den  zu  H  analogen  Bereich  H'.  Nehmen  wir  zunachst 
an,  es  liege  H'  fiir  jedes  x'  innerhalb  H.  Bestimmt  man  dann  auf 
jedem  Strahl  die  obere  Grenze  x  der  Punkte,  fiir  welche  (3)  konver- 
giert;  und  bildet  den  entsprechenden  Bereich  Hj  so  hat  der  von  samt- 
lichen  Bereichen  S  bedeckte  Teil  der  Ebene;  der  nichts  andres  ist 
als  der  Stern  En,  die  Eigensehaft,  daB  (3)  innerhalb  dieses  und  nur 
innerhalb  dieses  gleichmaBig  konvergent  ist.  Im  entgegengesetzten 
Falle  lafit  sich  das  nicht  ohne  weiteres  behaupten. 

Nun  laBt  sich  zeigen,  daB  der  erste  Fall  immer  fiir  n  ==  1,  2,  37 
aber  nicht  immer  fur  n  >  3  statthat. 

Fiir  n  =  1  ist  die  Behauptung  einleuchtend,  weil  ja  H  und  H' 
zwei  konzentrische  Kreise  um  c  mit  den  Radien  r  und  /  <  r  sind. 

Fiii*  n  =  2  ist  der  erste  der  Kreise,  die  JET  erzeugen,  konzen- 
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triscl  init  dem  ersten  der  Kreise,  die  H  erzeugen,  und  innerhalb  des- 
selben  gelegen;  der  zweite  beriihrt  den  zweiten  von  innen  (in  c\ 
folglich  liegt  Hr  innerhalb  H. 

Wir  setzen  nun  n  >  2  voraus.  Bezeichnen  |,  it]  kartesische  Koordi- 
naten,  deren  TJrsprung  c  und  deren  |-Achse  ex  sein  mogen;  so  sind 
die  Koordinaten  der  Schnittpunkte  der  um  yk  und  yh+i  mit  dem 
Radius  r  gezogenen  Kreise: 


und  die  Entfernung  des  Punktes  y^_^  von  diesen  Punkten  ist: 


«        T  /r2  h  +  i         f         1  x 
*"  KL~2      r-(w-l)r 


3     o 

r2 


=  ]/(A«  + ft  +  i)ra  _  (27i  +  l)(w  _  l)r/  +  (n  _  1)V2. 

Der  Bereich  H'  liegt  also  immer  und  nur  dann  innerhalb  Hf 
wenn  dh  >  /  ftir  jedes  Ji  ist.  Nun  hat  man: 

(1)     <3,2  -  r'8  =  O2  +  A  +  l)^2  -  (27*  +  !)(»  -  !>/+  w(w  -  2)/2. 
Die  Diskriminante  der  rechten  Seite  ist: 

-  ±(W  +  h  +  l)n(»  -  2)  = 
— 2); 

ihren  groBten  Wert  nimmt  sie  ersichtlich  fiir  li  =  n  —  2  an  und  es  ist: 
^n_2  =  (2n  -  3)2  -  8w(»  -  2)  =  ^2  -  6^  +  9  =  (n  -  3)2, 

woraus  sich  z/w_2  ==  0  fiir  n  =  3  und  z/n_2>0  fiir  w>3  ergibt. 
Beachtet  man,  daB  die  rechte  Seite  von  (1)  z.  B.  fiir  r  =  1,  /  =  0 
positiv  ist,  so  darf  man  schlieBen,  daB  sie  f iir  n  =  3  stets  positiv  ist, 
wahrend  sie  fiir  n  >  3  verschiedene  Vorzeichen  annehmen  kann1). 

Es  laBt  sich  aber  in  jedem  Falle  eine  zu  (3)  des  vorigen  Artikels 
analoge  Reihe  bilden,  fiir  die  ein  solcher  Bereich  existiert,  daB  die 
Reihe  nur  innerhalb  desselben  gleichm'aBig  konvergiert. 

Ist  I  ein  von  c  ausgehender  Strahl?  so  beschreiben  wir  mit  den 
Radien  r0,  r1}  r^  -  -  -,  rtt-1  n  Kreislinien  y0,  ylf  ys,  -  -  -,  yn^,  deren 
Mittelpunkte  c,  %;  r]2,  -  -  •,  r]n_l  dem  Strahl  I  angehoren,  und  die 
folgenden  Bedingungen  geniigen: 

Die  Kreislinie  y0  geht  durch  Q^IJ 


1)  Man  kann  auch  beweisen,  daB  dies  wirklich  fur  rf  <^r  geschieht. 
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Die  Kreislinie  y±  gett  durch  <?; 

Die  Kreislinie  yh  (h  «  2,  3,  •  •  -7  w  —  1)  geht  durch  ^A-1; 

Die  Schnittpunkte  von  <yh  und  yh__l  (h  =  2,  3,  •  •  -,  w  —  1)  sind 
die  Beruhrungspunkte  der  yon  c  aus  an  yh  gezogenen  Tangenten. 

Nennen  wir  ah  den  Winkel,  welcken  der  Strahl  I  mit  jeder  der 
von  c  aus  an  die  Kreislinie  yh  gezogenen  Tangenten  bildet,  so  er- 
geben  die  aufgestellten  Bedingungen: 


woraus  folgt: 


sin  - 

2  \2 


daraus  leitet  man  unschwer  ab: 

(2)  sin  ah  =  —  ^  sin2  aA-1  +  j  sin  ^_x  ]/8  +  sin2  aA-1 

(fc-2,8,  ..-,  n-1). 

Mittels  dieser  Pormeln  lassen  sich.;  wenn  entweder  r0  oder  die 
Summe  5  =  ^  +  ^-1  -----  \-  rn  ^  -f  2rn_  i  (d.  h.  der  Abstand  des  zweiten 
Schnittpunktes  a?  des  letzten  Kreises  mit  dem  Strahl  I  von  c)  gegeben 
ist;  samtliche  Radien  r  und  s'amtliche  Winkel  cc  bestimmen. 

Da  sich  aus  (2)  cc2  =  —  ergibt  und  alle  folgenden  Winkel  ersicht- 
lich  kleiner  sind,  so  folgt  fur  /&>  1: 


also  : 


1  (JL 
2  \2 


A- I 
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wo  das  Gleichheitszeichen  nur  fur  li  =  2  gilt.  Man  ersient  ferner  aus  (2)7 
da8  die  Winkel  cc  YOU  dem  Werte  YOU  s  unabhangig  sind.  Nimrnt  man 
also  anstatt  s  einen  anderen  Wert  sf  <s;  so  erhalt  man  eine  in  bezug  auf 
den  Mittelpnnkt  c  zur  ersten  ahnliche  und  ahnlich,  gelegene  (liomotne- 
tische)  Figur;  und  da  die  Radien  rk  bei  wachsendem  li  abnekmen,  so 
sielit  man  leicht,  daJB  die  zweite  Figur  stets  innerhalb  der  ersten  liegt. 
Es  sei  nun  Q  die  obere  Grrenze  der  Werte  Yon  r0;  fiir  welche  die 
Gresamtlieit  der  gezeichneten  Kreise  dem  Sterne  E  angehort;  tragen 
wir  auf  dem  Strahl  I  die  Strecke  ab,  deren  Lange  durch  den  Wert 
des  Ausdrucks: 

^_i  —  c\  +rn_i 

fiir  r0  ==  Q  gegeben  ist,  und  wiederholen  wir  diese  Konstruktion  fur 
alle  von  c  ausgebenden  Strahlen?  so  erhalten  wir  einen  Stern  7  den 
wir  mit  JB1  bezeictnen  woEen.  In  bezug  auf  diesen  Stern  besitzt 

n 

die  ^-fach  unendliche  Reine: 


X     ^n-1  ~  ^n-3lt^» 

die  yerlangte  Eigenschaft  ohne  Ausnahme. 
Nun  folgt  aus  (1): 

.„  2  sin  sof/t 

sin^oi;,    -  =  7—  —  ,—JL~ 
h~l        1  —  sin  ah 

und  somit: 

sin  <xh  __  i  _  sin  aA 


_ 
2  sin  Kh         sin  ah  _  l  (1  —  sin  a;<)  ' 

daraus  ergibt  sich  wegen  (1): 


2sin«A 


und  durch  wiederholte  Anwendung  dieser  Formel: 


AuBerdem  ist: 

folglich  wegen  (4): 

(5)  s  =  rx  -- 
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Andrerseits  ist: 

a  -  0?*-i  -  *?»-*)  +  V—i  =  c  +  s<*, 
Ik^c  +  fa  +  rt  +  '-'  +  rJ**, 
folglicli: 

^-%-i  =  rhea  =  (x-c)  '* 
und  wegen  (4),  (5): 

—  (     _    ^     ^-^sin2^.! 
1?A        V,  - 1  ~  (%       c)  (!  -Jj.  sin  ^  _  ^  si  a^ ' 

Aus  (3)  wird  also: 


CC  CO 


wo   (unter  Beriicksichtigung  der  Grleichungen  sin  oc1  =  1 ;  sin  cc2  < 
1  l 


_  __  /  J  sinX  ^i_ 
.  .  .  An!  \1  +  sin^.i 


/       2       \A3  /  __2 


__ 
\sin  a  _         \sin  c? 


(O 
_,_^ 
sma 


359.  Der  Unterschied  zwischen  dem  Ausdruck  (5)  des  Art.  35(5 
•and  dem  Ausdruck  (3)  des  Art.  358  besteht  darin;  daB  der  erstere 
als  Konyergenzstern  den  Stern  E  besitzt,  wahrend  der  andre  als 
solchen  JSX  hat. 

_        n 

Wachst  n  unbescnrankt;  so  fallt  scnliefilicli  der  Stern  El  mit  E 
zusammen.  * 

Bezeiclinen  wir  mit  Sn(x\c)  den  Ausdruck  (3)  des  vorigen  Artikels, 
so  hat  der  Ausdruck: 

lim  Sn(x  c) 

n  =  oo 

E  zum  Konvergenzstern. 
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Man  erhalt  aber  an  Stelle  einer  abzahlbaren  Folge  von  Aus- 
driicken  und  entsprechenden  Sternen  eine  stetige  Folge ,  wenn  man 
den  ver'anderlichen  Stern  anstatt  von  der  diskontinuierlichen  Variabeln 
n  von  einer  stetigen  Variabeln  a  abhangen  laBt. 

Indem  man  von  einer  pas  send  gewahlten  Funktion  <p  (u  \  a)  aus- 
geht,  welche  die  erzeugende  Funktion  genannt  wird,  konstruiert 
man  innerhalb  E  auf  eine  hier  nicht  naher  zu  beschreibende  Weise 
einen  Stern  Ea,  so  da6  Ea  fur  lima  =  0  in  E  ubergehi  Die  Reihe: 


wo: 


+  Sri  °-i  (*  -  c^n~l  +  IT  a^x  ~  c)" 

ist  und  die: 

AWr          (»-l,  2,  -..;  r-  1,2,  .-.,») 

positive  Konstanten  sind,  die  lediglich.  von  der  erzeugenden  Funktion 
abhangen,  besitzt  Ea  als  Konvergenzstern  und  stellt  innerhalb  des- 
selben  die  Funktion  f(x)  dar;  der  Ausdruck: 

.limjSa(^  c) 

a  =  0 

aber  besitzt  E  als  Konvergenzstern  und  stellt  f(x)  in  alien  Punkten 
desselben  dar, 

Nimmt   man   beispielsweise,    wie   Fredholm   vorschlagt,   als    er- 
zeugende Funktion: 


so  findet  man  die  Reihe: 


+  -  -  -  +  ^x-      + 


wo  H=  —  Igcc  ist  und  die  ft?  durcb.  die  rekurrierenden  Beziehungen: 

A(A  +  1)  -  (A  +  n  -  1)  -  A"  +  fc^A"-1  +  -  +  fewiiA 
bestimmt  sind. 


24* 
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360.  Borel  Hat  fiir  den  Satz  von  Mittag-Leffler  einen  bocbst 
einfacben,  auf  die  Rungescben  Ergebnisse  gegriindeten  Beweis  geliefert. 
Wir  legen  inn  hier  kurz  dar,  indem  wir  uns  allerdings  statt  der 
krummlinigen  Integrale  der  Mittelwerte  bedienen. 

Wir  setzen  der  Ebifacbbeit  wegen  voraus,  der  gegebene  Bereicb 

CO 

entbalte  den  Anfangspunkt,  und  das  Element  ^ahxh  der  analytischen 

A=O 

Funktion  f(x)  babe  einen  Konvergenzradius  Q  >  1.  -1st  ^<  ^>;  so  ist 
fiir  alle  Punkte  x  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius  $  um  den 
Anfangspunkt  (Art.  131): 


ISTehmen  wir  an,  wir  batten  nacb  Runges  (oder  Painleves)  Ver- 
fabren  eine  Entwicklung  von  in  eine  Reibe  von  Polynomen: 


«£m 


erbalten;  so  ist: 


X 

- 

Q 


Die  Entwicklung   ^  Pn(x)   ist  in   der   ganzen  Ebene.mit  Aus- 

n  =  l 

nabrae  der  Strecke  1  -  •  •  oo  der  reellen  Acbse  konvergent  und  in  jedem 
Bereicbe,  der  innerbalb  ibres  Konvergenzbereicbes  liegt,  gleicbmafiig 
konvergent.  Daraus  folgt  (Art.  126): 


71=1    711  =  Q 

und  endlicb  (Art.  128): 


diese  Entwicklung  ist  in  jedem  Bereicbe  gleicbmaBig  konvergent;  der 
innerbalb  des  dem  gegebenen  Elemente  der  Funktion  f(x)  entsprecben- 
den  Sternes  liegt,  so  daB  sie  (Art.  192)  f(x)  in  dem  ganzen  Sterne 
darstelit. 
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361.  Ferner  hat  Borel  folgende  interessante  Bemerkung  gemacht. 

00 

Es  sei  wiederam   J^7  ahxh  das  dem  Anfangspunkte  entspreehende 

h-Q 

Element  der  analytischen  Funktion  f(x),  <p(x)  die  entsprechende  Ent- 
wicklung von  Mittag-Leffler.     Reicht   der   Existenzbereich   von  f(x) 

co 

•fiber  den  Konvergenzbereich  von  ^  ahxh  hinaus,    so   kann  man   den 

A=O 

Wert  von  (p(x)  in  einem  auBerhalb  dieses  Konvergenzkreises  gelegenen 
Punkte  x  jenes  Bereiches   als  Summe   der  divergierenden  Reihe 


J5;1 


ansehn  (ygl.  Art.  322  u.  ff.);  allein  darin  liegt  freilich  nichts 
A=O 

Befremdiiches,  da  man  zu  dieser  Definition  der  Summe  der  diver- 
gierenden Reihe  auch  auf  Grund  des  Begriffes  der  analytischen  Fort- 
setzung  gelangen  kann.  Es  kann  gleicWohl  vorkommen,  daB  die 
Entwicklung  <p(x)  in  einem  auBerhalb  des  Existenzbereiches  yon  f(x) 
liegenden  Punkte  %  konvergiert;  in  diesem  Falle  darf  man  ihren  Wert 

cc 

wiederum  als  Summe  der  Reihe  ^£  ahxh  ansehen;  zu  dieser  Definition 

7i  =  0 

aber  kann  man  nicht  mit  Hilfe  der  analytischen  Fortsetzung  gelangen. 
Aber  noch  mehr:  es  gibt  Potenzreihen  mit  einem  Konrergenzradius 
Null,  die  Entwicklungen  <p(x)  zulassen;  die  Summe  solcher  uberall 
divergenten  Reihen  laBt  sich  vermittelst  der  Entwicklung  qp(a?)  defi- 
nieren;  wahrend  man  von  analytischer  Fortsetzung  keineswegs  sprechen 
darf.  Man  kann  somit  schlieBen;  daB  die  Entwicklungen  von  Mittag- 
Leffler  fur  die  Theorie  der  divergierenden  Reihen  eine  groBere  Trag- 
weite  haben  als  die  analytische  Fortsetzung. 
Es  liege  z.  B.  der  arithmetische  Ausdruck: 


A  =  l 


vor,  wobei   ^S  \  Sh     konvergent  sein  moge.     Offenbar   sind   die   Pole 

von  cp(x)  auf  der  ganzen  Kreislinie  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangs- 
punkt  uberall  dicht,  und  innerhalb  dieser  Kreislinie  ist  <p (V)  mittels 

00 

einer  konvergenten  Reihe  ^  ahxh    darstellbar.     Geht   man   von   dem 

oo 

Elemente  ^  ahxn  aus;  so  laBt  sich  nach  Mittag-Lefflers  Methode  cine 
Entwicklung  in  eine  Reihe  von  Polynomen: 
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gewinnen.  Es  werde  nun  au£  der  Kreislinie  nach  beiden  Seiten  jedes 
Punktes  2xihV2  ein  Bogen  yon  der  Lange  ^  genommen;  die 

00 

Summe  dieser  Bogen  1st  x  ^  TJ  —  M  •  liz  <  %  ni  folglich  gibt  es  auf 

h=in  yu 

der  Kreislinie  unendlich  viele  Punkte,  die  ihnen  nicht  angehoren,    Man 

GQ 

beweist.  dafi  bei  passender  Wahl  der  Sh  die  Reihe  ^  Gh(x)  in  samt- 

7i  =  0 

lichen  Punkten  jeder  den  Anfangspunkt  mit  einem  dieser  Punkte  ver- 
bindenden  Geraden  unbedingt  konyergiert  und  denselben  Wert  hat 
wie  <p(x). 

Bemerkenswert  ist  auch  der  arithmetische  Ausdruck: 


; 


Dieser  Ausdruck  hat  unendlich  yiele  Pole;  yon  denen  keiner  auf 
der  reellen  Achse  liegt,  die  aber  in  der  ganzen  Ebene  iiberall  dicht 
sind,  so  daB  der  Ausdruck  in  keinem  Teile  der  Ebene  eine  analytische 
Funktion  definiert.  Andrerseits  laBt  sich  durch  passende  Wahl  der 
Funktion  ^(p7pf,q)  erreichen,  daB  er  auf  jeder  endlichen  Strecke  der 
reellen  Achse  gleichmaBig  und  unbedingt  konyergiert  und  mittels  der 
Formeln  yon  Mittag-Leffler  in  eine  Reihe  yon  Polynomen  oder,  wie 
Borel  ktirzer  sagt;  in  eine  (-M)-Entwicklung  umgeformt  werden 
kann?  die  nebst  ihren  abgeleiteten  Reihen  aller  Ordnungen  auf  jeder 
endlichen  Strecke  der  reellen  Achse  gleichmaBig  und  unbedingt  kon- 
yergiert. In  der  (-M)-Entwicklung  treten  an  die  Stelle  der  ah  des 
Art,  351  die  Werte  yon  (1)  und  yon: 


2  =  1 


— . 


in  dem  als  Mittelpunkt  des  Sternes  angenommenen  Punkte  XQ  der 
reellen  Achse,  der  beliebig  sein  kann.  Die  Ausdriicke;  die  Ent- 
wicklungen  der  gedachten  Natur  zulassen,  konnen  (-Zlf)-Funktionen 

1)  Dieser  Ausdruck,  multiplizierfc  mit  ^!,  ist  gleich  der  ft-ten  Ableitung  von 
-9  (x),  im  Sinne  der  Infinitesiinalreolmung. 
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genannt  werden;  eine  solche  Funktion  <JP(#)  ist  Yollstandig  besfcimmt, 
sobald  fur  einen  Punkt  #0  der  reellen  AcLse  die  Werte: 


1    ,  . 

bekannt  sind. 

Besitzt  eine  auf  einer  beliebigen  Strecke  r  definierte  Funktion 
die  Eigenschaft,  daB  sie  sich,  wenn  die  Strecke  r  durcli  eine  ganze 
lineare  Substitution  in  eine  Strecke  der  reellen  Achse  umgeformt 
wird,  in  eine  (M)  -Funktion  verwandelt,  so  sagt  man,  sie  sei  eine 
(Jf)-Funktion  auf  der  Strecke  r. 

Schneiden  sick  zwei  Strecken  r,  r  in  einem  Punkte  p  und  sind 
zwei  auf  den  zwei  Strecken  beziekentlich  definierte  (Jf)-Funktionen 
<p(#)?  ty(x)  von  der  Art,  daB: 

(2)          <p(p)  ==  ^(p),  ^(p)  =  ^(jp),  -  -  -,  <ph(p)  =  ^A(jp),  -  -  ., 


so  kann  jede  der  Funktionen  als  analytische  Fortsetzung  der 
andern  betracktet  werden.  N"ach  dem,  was  oben  bemerkt  worden? 
ist  eine  solche  Fortsetzung;  falls  sie  yornanden  ist^  eindeutig  bestimmt. 

Es  liege  nun  eine  in  der  ganzen  Ebene  uberall  dichte  Menge 
von  Geraden  r  vor?  d.  L  eine  Menge  yon  der  Art,  dafi,  wenn  man 
einen  beliebigen  Punkt  der  Ebene  nimmt  und  eine  positive  GrroBe  (? 
willturlich  bestimmt,  stets  eine  Grerade  der  Menge  vorkanden  ist;  von 
welcber  der  Punkt  um  weniger  als  0  entfernt  ist.  Auf  jeder  in  einem 
zusammenhangenden  Bereicne  0  enthaltenen  Strecke  einer  Greraden  r 
werde  eine  (M)-  Funktion  derart  definiert7  daB  fur  die  Schnittpunkte 
je  zweier  Strecken  die  Beziehungen  (2)  bestehen.  Dann  konnen  samt- 
licke  (Jtf)  -Funktionen  als  analytische  Fortsetzungen  voneinaaider  be- 
tracktet  werden  5  ihre  Gesamtkeit  bildet  eine  Funktion  ;  die  wir  wie- 
derum  als  eine  (Jf)-Funktion  bezeiclmen  wollen,  und  deren  Ele- 
na ente  die  auf  den  einzelnen  Strecken  definierfcen  (M)  -Funktionen 
sind;  sie  ist  eindeutig  bestinrtnt,  wenn  irgend  eins  inrer  Elemente 
bekannt  ist. 

Es  ist  klar,  daB  dieser  Begriff  der  analytischen  Fortsetzung  niclit 
mit  dem  alteren  Begriffe  in  Widerspruch  stent,  sondern  ihn  umfaBt1). 
Liegt  aamlich  eine  in  deni  Bereicne  C  regulare  analytische  Funktion 
vor,  die  nebst  alien  ihren  Ableitungen  mit  der  (Jf)-  Funktion  und 
deren  Ableitungen  auf  den  beziiglienen  Strecken  dem  Werte  nach 
ubereinstimrntj  so  stimmen  die  beiden  Funktionen  in  dem  ganzen 


1)  Siehe  indessen  uber  diesen  Punkt  die  Einwurfe  Painlev^s  (S4ft,  349). 
t^brigens  erkennt  Borel  selbst  (69,  Seite  365)  an,  dafi  sein  Begriff  der  analy- 
tischen  Fortaetzung  nocli  der  Yervollkommnung  bedarf. 
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Bereiche  C  iiberein;  andrerseits  gibt  es  aber  (Jf)- Funktionen,  die 
keine  analytischen  Funktionen  sind;  ferner  laBt  sich  erne  in  einem 
zusammenh'angenden  Bereiche  C  definierte  (Jf)-Punktion  finden,  die 
in  zwei  getrennten  Teilen  dieses  Bereiches  mit  zwei  verschiedenen 
analytischen  Funktionen  zusammenfallt. 


Beziehlingen  zwischen  den  Singularitaten  zweier  analytischer 

Funktionen1). 

362.     Es  seien: 


A  =  0 


zwei  Potenzreihen  mit  gleichem  encllichen  Konvergenzradins  Q. 

LaBt  sich  eine  solcne  Eonstante  7c  finden;  daB  der  Konvergenz- 
radins der  Potenzreihe:. 

*  (x)  -  f(x)  - 

groBer  als  Q  1st,  so  sagt  man  nach  Pincheiies  Vorschlag;  die  beiden 
gegebenen  Reihen  seien  gleich.  singular   (egualmente   singolari). 
Der  so  eingefulirte  Grleichheitsbegriff  geniigt  den  drei  bei  andrer 
Grelegenheit  (Art.  12)  erwahnten  Grrnndbedingungen,  namlich  : 

a)  Eine  Eeihe  f(x)  ist  gleichsingular  mit  sich  selbst;  weil  fur 
Jb  =  1  die  Reihe  f(x]  —  f(x)9  die  identisch  Null  ist,  als  eine  Potenz- 
reihe  mit  unendlichem  Konyergenzradius  aufgefaBt  werden  kann; 

b)  Ist  f(x)  gleichsingular  mit  cp(x),  so  ist  umgekehrt  <p(x)  gleich- 
singular  mit  f(x),  weil,  wenn  f(x)  —  ~ky(x)  einen  Konyergenzradius 
Q  >  Q  hat;   derselbe  Konyergenzradius   der  Reihe  9(0?)  —  7<  f(oc)   zu- 

1C 

kommt;  die  sich  yon  der  fruheren  nur  durch  einen  konstanten  Faktor 
unterscheidet^ 

c)  Sind  f(x)  und  <p  (x)  gleichsingular  und  ebenso  9?  (x)  und  CD  (#); 
so  sind  es  aueh  f(x)  und  &(x).    Lassen  sich  namlich  zwei  Konstanten 
A,  ^   yon  der  Art  finden,   daB  f(x)  —  kcp(x)  und  9  (x)  —  \  o'(o?)  die 
Konyergenzradien  ^>';  $"  besitzen,  die  beide  groBer  als  Q  sind;  so  kann 
man  anstatt  der  zweiten  Reihe  die  andre: 

_  Jeep  (X)  —  M\  CD  (x) 

1)  Dell'Agnola  1,  Borel  65,  73,  Desaint  128,  134,  Faber  147,  Fabry 
151,  Eadamard  191,  192,  193,  Hnrwitz  209,  Lean  243,  244,  Lugaro  593 
Pincherle  380,  382,  389,  390,  302.  ' 
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in  Betraclit  ziehen,  die  sich  YOU  ihr  nur  durch  einen  konstanten 
Faktor  unterscheidet;  es  folgt  dann  auf  Grrund  des  Satzes  des  Art.  118, 
daB  der  Konvergenzradius  der  Reihe: 

9(x)  =  [f(x)  —  ftqp(#)]  +  \k<p(x)  —  JcJciG)(gsy]  =  f(x)  —  lc\®(x) 

nicht  Meiner  als  Q  oder  Q"  und  sonacla  grofier  als  ^  ist?  woraus 
ertellt,  daB  f(x)  nnd  co(x)  gleiclisingular  sind. 

363.    Sind: 


zwei  gleichsingulare  Potenzreihen  und  nahert  sich  das  Ver- 

a   .  . 
haltnis  -^-  fur  limh  =  oo  einer  endlichen  und  von  Null  ver- 

schiedenen  Grrenze,  so  nahert  sich  -4~   derselben  Grrenze. 

o 

Setzt  man: 

so  ist  (Art.  115)  \c\  =  $  der  Konvergenzradius  von  f(x)  und  folglich 
von  y(x),  wahrend  die  Reihe: 

#0*0  =f(x}  — 

wo  ft  eine  .passend  gewahlte  Konstante  ist,  einen  Konvergenzradius 
Q  >  Q  besitzt  und  daher  fur  jedes  x,  dessen  absoluter  Betrag  | 
zwischen  ^)  und  $'  liegt,  unbedingt  konvergiert.  Aus  der  Konvergenz 
der  Reihe: 


2 


folgt: 


nimmt  man  also  eine  positive  GrroBe  a  willkurlich  an?  so  laBt  sich 
eine  Zahl  m  so  bestimmen,  daB  fitr  jedes  h  >  m: 

(2)  l-Mh\*k?<e 

ist,  wo  ah  den  absoluten  Betrag  von  ah  bezeichnet.     Da  andrerseits 
aus  der  ersten  der  Gleichungen  (1): 
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folgt,  so  laBt  sich,  wenn  man  eine  GrroBe  a  so  w'ahlt,  daB  Q  < 
ist,  eine  Zahl  n  von  der  Art  finden,  daB  fur  jedes  h^>n: 


ist.     Daraus  folgt  fur  h  >  n : 

(£ 

und  somit: 


Es  ergibt  sich  hieraus  mit  Riicksicht  auf  (2)  ftir  jedes  h,  das 
grofier  1st  als  m  nnd  n: 

(3)  li-".K 


nun  ist  lim  (~)  =  0,  folglich: 

h  —  co  ^  »  / 


oder  auch: 

limZ4-.-~. 

7i  ?=  cc 

Diese  Beziehung  laBt  sich  auch  so  schreiben: 


daraus  folgt: 

v      A  + 1      i 
bm— -  =  1 

oder  auch?  wenn  man  statt  lh  seinen  "Wert  einsetzt: 

1  •          A  H~  1          T          7i  "H 1  JL 

iim  -v —  =«  lim —  —  • 

364,    Aus  (3)  des  vorigen  Artikels  folgt: 
IL 

wo: 
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gesetzt  worden  1st;  schreibt  man  dieselbe  Beziehung  fur  einen  andren 
Index  i>li,  so  hat  man: 


l-<- 


und  folglich,  wenn  man  beide  Beziehungen  voneinander  subtrahiert: 


wo  i  irgend  einen  Index  bedeutet,  der  grb'Ber  als  h  1st. 
365.     1st: 

CQ)  Cl>   C2>  °  '  ' 

eine   Polge   von   GrroBen,    die    eine    endliche    und   von   JSTull 

oo 

yerschiedene  Grenze  c  besitzt,   und  ist  ^ahx^  eine  Potenz- 

reihe   mit   dem  Konvergenzradius 
hat    die    einfache   Reihe   P#,    in 


&=o 
wo 


c     ist,    so 
welche   die   Doppelreihe: 


(i) 


umgeformt  werden  kann1),  den  Konvergenzradius  Q,  den  Fall 
ausgenommen,  in  welchem  die  Beziehung: 


besteht;   in   diesem  Falle   ist   ihr  Eonrergenzradius  minde- 
stens  gleich  ^2). 
Man  hat: 


P(x\  -  >•  i  of  y  g* 

^  w  —  ^Sj  ^  ^  c  c^  i 

oder  auch: 

(9\  ~P(f\ 

v.  /  \  / 


1)  Es  wird  hier  vorausgesetzt,   da6   die  ch   derartig  sijad,   daB  den  Be- 
dingungen  fiir  die  Umformung  der  Doppelreihe  in  eine  einfache  geniigt  wird. 

2)  Pincherle  beweist  diesen  und  andre  Satze  mit  Hilfe  seiner  distribu- 
tiven  Fxinktionalrechnting;  wir  haben  die  Beweise  aiof  eine  elementare  Form 
gebracht,  um  das  Verstandnis  auoh  den  Lesern  zu  ermoglichen,  die  die  Prinzipien 
dieaer  trefflichen  Theorie  nicht  kennen. 
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Wahlt  man  eine  GroBe  6  so,  daB  $<6<Q  ist,  so  laBt  sich 
eine  Zahl  n  finden,  welche  die  Eigenschaft  hat,  daB  fur  jedes  li  ^>  n 
\ch  <  6  wird.  Alsdann  ist: 


"V 

Xj   ^A 

A  =  n 


_ 

A  =  » 


die  letzte  Reihe  ist  konvergent,  weil  der  Konvergenzradius  der  Reihe 

co 

2ah^  groBer  als  6  ist,  folglich  konvergiert  die  Reihe: 


X>  ah 


unbedingt,   und  br  nahert  sich  bei  imbeschrankt  wachsendem  r  einer 
bestimmtefi  endJiclien  Grenze.     Setzeu  wir: 


so  laJSt  sich,  wenn  man  eine  GroBe  g  >  jp  |  annimmt,  eine  Zahl  m 
yon  der  Art  finden,  daB  |  lr  \  <  f  far  jedes  r  ^  m  wird.  Ist  andrer- 
seits  <?  positiv  und  kleiner  als  Q,  so  laJJt  sich  eine  Zahl  n  yon  der 
Art  finden,  daB  cr  >  tf  ftir  jedes  r  >  %  wird.  Man  hat  dann,  wenn 
s  eine  Zahl  bedeutet,  die  nicht  kleiner  als  m  oder  n  ist: 


°r%> i          ^          orx 

I    '   '    '   Cr  CQC1    '    '    '   Cs    -*""'     Cs  +  lCs  +  <>        ^^,; 


;-r 


Nun  konvergiert  bekanntlich   ^  (^-Y  fur  jedes    |  <  tf  ,    und 

r  =  *  V  ff  ^ 

unterliegt   der   einzigen   Bedingung,   kleiner   als   Q  zu  sein;   folglich 


konvergiert  die  Reihe  (2)  for  jedes  \x 
ist  daher  mindestens  gleich  Q. 


und  ihr  Konvergenzradius 
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Es  bleibt  nur  noch.  zn  beweisen  ubrig,  daB  die  notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafiir,  dafi  der  Konvergenzradius  YOU  (2) 
grofier  als  Q  ist,  darin  besteht,  daB  (1)  befriedigt  wird  oder,  was 
dasselbe  1st,  daB  p  verschwindet. 

Wir  nehmen  an;  (2)  sei  far: 


konvergent.     Hat    man    eine    Zahl   n    von    der   Art    bestimmt,   daB 
|CA|  <i  ist  for  jedes  h^>n,  so  ist: 


r 


r 


r 


•2 

r  —  n 

nun  ist   die  links   stehende  Eeilie  konvergent,   folglich  ist   es   auch. 

00 

J^l&rl,  woraus  folgt: 

lim&r-0 

r  =  co 

oder  p  =  0, 

Ist  umgekehrt  p  =  0,  so  kann  man  schreiben: 


oder  auch: 


folglick  ist: 

p(*)  = 


7i  =  r  + 1 


co     p  oo 

yf  ^ 

74  = 


-1] 


wo: 


Wahlt  man  eine  GroBe  6j  so?  daB  ^)<0<^  ist,  so  1'aBt  sich 
eine  ZaM  n  von  der  Eigenschaft  finden,  daB  |  ch  \  <  &  ist  fur  jedes 

co 

h^>n.    Da  andrerseits  J^X^'  den  Konvergenzradius  ^'  >  ^  tat,  so 
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ist  (Art.  128),  wenn  man  eine  Grofle  I  so  wahlt,  daB  6  <  A  <  Q  ist, 
und  mit  M  den  grofiten  absoluten  Betrag  der  betrachteten  Reihe  auf 
der  Kreislinie  mit  dem  Radius  A  um  den  Anfangspunkt  bezeickaet: 


Daraus  folgt  fiir  jedes  r  ^ : 

Ji-r-l 


—  1: 


also: 


\dr\<M 

h 


Jf 


lr(l  —  6) 


£>  2(4)'. 


worin  die  letzte  Reihe  fiir  jedes  |  <  A  konyergiert.  Nun  unterliegt 
A  der  einzigen  Bedingung,  kleiner  als  $'  zu  sein;  folglich.  darf  man 
schlieBen,  daB  der  Konvergenzradius  von  P(x)  mindestens  Q  ist. 


366*     Sind 


und 


A=O 


zwei  Potenzreihen,  deren 


Konvergenzradien  eine  bestimmte  GroBe  Q  ubersteigen,  und 
werden  aus  ihnen  nach  dem  Verfahren  des  vorigen  Artikels 
bezietentlich  die  Reihen: 


abgeleitet,   die  beide  den  Konvergenzradius  $  besitzen 
mogen,  so  sind  diese  beiden  Reiken  gleichsingular. 

Da  der  Konvergenzradius   von  P(x)   und   von  PW(oj)    gleich  Q 
ist,  so  muB: 


sein.     Setzen  wir  demnach: 


(i) 


A-O 


•*/*    ^O^i 


"A -I 
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und  leiten  wir  aus  der  Reihe: 


nach  der  Methode  des  vorigen  Artikels  die  Reihe: 


ab,  so  ist  wegeri  (1): 


Daraus  folgt;  daB  der  Konvergenzradius  von  P@\x)   groBer  als 
ist;  und  somit,  da8   die  Reihen  P(x),  P^(x)  gleichsingular  sind. 

367.     Ist  eine  Reihe: 


gegeben;  deren  Konvergenzradius  ^  sein  moge,  und  ist: 


=9,  so  kann  jede  yorgegebene  mit  <a(x)  gleichsingu- 
lare  Reihe  aus  einer  passend  gewahlten  Reihe,  dereu  Kon- 
vergenzradius >^>  sein  moge,  vermittels  des  Verfahrens  des 
vorletzten  Artikels  erhalten  werden.  oo 

Es  sei  irgend  eine  mit  o(#)  gleichsingulare  Reihe  Q($)  =^£  aho^ 


gegeben;  wir  wollen  beweisen,  dafi  sich  eine  Reihe 

A  = 

Konvergenzradius  >  Q  bilden  laBt,  aus  der  nach  dem  erwahnten  Yer- 
fahren  die  Reihe  Q(x)  hergeleitet  werden  kann. 
Setzen  wir: 

(1)  ak 
so  folgt  (Art.  363,  364): 

(2)  lim-^«l,       |ZA 

V    y  l 
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Wir  wahlen  nun  die  ck  folgendermaBen: 

1  j-O  -*•! 

(  V.  \  __  /i  ^   ft  ft         ... 

\   t/   ]  ~™    On  •  — ~~    V-f  j  ~~"    **"&  ) 

woraus  sich  ergibt: 


ferner  setzen  wir: 


(5) 


^-i 


woraus  folgt: 


der  zweiten  Pormel  (2)  und  nach.  (4)  1st  dann: 


<rf 


folglich: 


Da  r  <  1,  so  konnen  wir  £  so  wahlen,  daB  p  <  |  <  —  ist;  dann 

ist  r£  <  @;  und  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  ist  konvergent,  folg- 
lich  ist  es  auch  die  auf  der  linken  Seite.     Demnach   ist   die  Reihe 

00 

^g^  fur  einen  bestimmten  Werfc  yon  x  von  groBerem  absoluten 

Betrage  als  Q  unbedingt   konvergent,   und   ihr  Konvergenzradius  ist 
daher  groBer  als  Q. 

Wenden  wir  auf  die  Reihe   J5?  ghy^  das  Verfahren  des  yorletzteii 

Ajrtikels  an;  wobei  die  Konstanten  ch  durch  die  Q-leichungen  (3)  be- 
stimmt  sind^  so  erhalten  wir  die  Reihe: 


r=0     L 
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es  ist  aber  wegen  (4),  (5): 


f  =0 

womit  der  Satz  bewiesen  ist. 


368.  Man  verdankt  Hadamard  den  folgenden  Satz,  der  spater  auf 
andren  Wegen  yon  Borel  und  von  Pinekerle  bewiesen  worden  ist1): 

Werclen  die  singularen  Punkte  der  dureh  die  Potenz- 
reihen: 


h~Q 


erzeugten  analytisclien  Funktionen  f(x),  <p(%)  allgemein   mit 
uy  v  bezeichnefc,  so  hat  die  durch  die  Reine: 


erzeugte  analytische  Funktion  il>($)  im  allgemeinen   als 
singulare  Punkte  die  Punkte  uv. 
Wegen  der  Identitat: 


IjHadainard  und  Borel  bedienen  sich  krammlmiger  Integrale,  Pincherle 
benutzt  seine  Funktionalrechnung.  Wir  geben  im  wesentlichen  den  Beweis  von 
Pincherle  wieder,  grunden  ihn  aber  ausschlieBlich  auf  die  hier  dargelegten 
Begriffe. 

2)  Diese  Identitat  lafit  sich  auf  folgende  Art  beweisen.    Wir  setzen: 


laSt  man  i  —  s  an  die  Stelle  des  r  treten  und  beachtet  man,  dafi : 


so  hat  man: 
0  =  J 
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kann  man  schreiben; 


A  =  0     4=0    r  =  0 


wo: 


es  1st  aber: 

00 

««(*)-  ^  ©  M*"'» 

A*i 

folgHch: 


Kehmea  wir  an;  wir  tatten  Ton  den  Reiten: 


h  s=  0  h  =  Q 


ausgehend,   wo  ^  eine   beliebige  GroBe   bezeichnet,    die    soeben   aus- 
geflihrten  Rectnungen  wiedernolt,  und  setzen  wir: 


Nun  1st: 


folglich: 


Oder,  wenn  wir  i  —  s  dnrck  j1  ersetzen  : 


1st  aber  ersichtlicii: 


(1-  !)"*«  0  fur 
folglich.  ist  0=aak. 
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•i< 


so  wiirde  sicli  ergeben: 


/  =  o 
und  es  sollte  zwiscten  R^ft)  und  S(x)  die  Beziehung: 


stattfmden.     Hieraus  folgt  ein  neuer  Ausdruck  fur  H(x\  n'amlicli: 

(1) 

Besitzen  im  besondern  alle  6A  den  Wert  1,  so  1st: 

oo 

(2)  <3(^) 

folglict.: 


und  daher: 


"  (-i-r 


setzt  man  diesen  Wert  in  (1)  ein  und  beriicksichtigt  man  die  zweite 
der  Grleichungen  (2),  so  ergibt  sich: 


oder: 

P(a;) 


wo: 


gesetzt  worden  ist. 


388     Dritter  Teil.    Erganzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktioneu. 

Es  sei  (?  der  Konvergenzradius  der  Potenzreilie  S(y).  Der  in 
der  i/-Ebene  liegenden  Kreislinie  ura  den  Anfangspunkt  nait  dem 
Radius  <5  entsprickt  in  der  #-Ebene  die  durck  die  Beziehung: 


bestimmte  Kreislinie  y  (Art.  198);  die  der  Ort  der  Punkte  ist,  deren 
Abst'ande  YOUL  Anfangspunkte  und  von  dem  Punkte  t  das  konstante 
Verkaltnis  <?  kaben;  da  ferner  (3)  y  =  0  flir  or  =  0  ergibt,  so  ent- 
spricht  von  den  .beiden  Grebieten,  in  die  die  tT-Ebene  durck  deu 
Kreis  y  zerf  allt,  dasjenige  dem  Innengebiete  des  Kreises  f>  der  j/-Ebene, 
das  den  Anfangspunkt  enthalt.  Bezeiclanet  man  dieses  Gebiet  mit  G7 
so  kann  man  denmaeh.  sagen;  der  arithmetische  Ausdruck: 


oder,  was  dasselbe  ist,  der  Ausdruck: 


sei  in  dem  ganzen  Bereicne  C  konvergent;  es  lafit  sich  durch  Aii- 
wendung  des  Satzes  des  Art.  Ill  auf  S(y)  sogar  scklieBen,  dafi  der  Aus- 
druck (4)  in  jedem  Bereicke  innerkalb  C  gleickmafiig  konvergent  ist. 
Da  aber  dieser  Ausdruck  die  Reike  P(x)  in  deren  Konvergenzkreis 
darstellt?  so  stellt  er  in  dem  ganzen  Bereicke  C  die  durck  P(x)  er- 
zeugte  analytiscke  Funktion  f(x)  dar.  Auf  der  Kreislinie  y  besitzb 
f(x]  mindestens  einen  singularen  Punkt  u,  und  es  ist: 


1st  andrerseits  x  ein  Punkt  innerkalb  des  Konvergenzkreises  von 
,    so    kat  man    fur  die  Punkte  x'  einer  bestimmten  Umgebung 
von  x: 


und  daker;  wenn  man  ---.  -r  fur  %.  x'  setzt: 
t      t 
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Der  Konvergenzkreis  dieser  Reihe  muB  durch  einen  singularen 
Punkt  der  Funktion  cp  i  ~\  gehen;  nun  ist,  wenn  x  =  v  ein  singularer 
Punkt  von  <p(x)  ist,  x  =  vt  ein  singularer  Punkt  von  <p  (•—]  5  der 
Konvergenzradius  der  betrachteten  Reihe  ist  daher: 

T  =  |  X  —  Vt    . 

Bezeichnet  man  mit  M  den  grofiten  Wert  von  |  S(y)  \  auf  der  Kreis- 
linie \y  =  <?'  <  6,  mit  N  denjenigen  von  I  Q  (--:-}  \  auf  der  Kreish'nie: 

i      \  *  J ; 


so  ist  (Art.  128): 


\X   —  X 


folglich : 


Is-.ffllsif, 


Daraus  folgt  unmittelbar,  daB  die  Reihe  (1)  f ur  |  x   < 
licit  fiir    x   <  <?T  oder  auch  flir: 


T',  folg- 


-— -   \x-vt 
t  —  u 


unbedingt  konvergiert.    Diese  Ungleichung  kann  auch  folgendermafien 
geschrieben  werden: 


—  vt 


uv  —  vt 


Betrachten  wir  also  die  Kreislinie  $,  die  durch  den  Punkt  uv 
hindurchgeht  und  in  bezug  auf  welche  die  Punkte  07  vt  konjugiert 
sind,  so  konvergiert  der  Ausdruck  (1)  in  demjenigen  der  beiden  Grebiete, 
in  welche  S  die  Ebene  teilt,  das  den  Anfangspunkt  enthalt.  Auf  der 
Kreislinie  S  liegt  folglich  im  allgemeinen  ein  singularer  Punkt  von  R(x). 
Lassen  wir  t  stetig  variieren;  so  variiert  auch  die  Kreislinie  d  stetig, 
wahrend  dasselbe  im  allgemeinen  hinsichtlich  u  und  v  nicht  statt- 
findet;  variiert  daher  6"  innerhalb  bestimmter  Grenzen,  so  bleibt  der 
Punkt  uv  stets  derselbe.  Dieser  Punkt  uv,  der  unendlich  vielen 
Kreislinien  S  gemeinsam  ist,  mu8  ein  singularer  Punkt  von  4>(x)  sein. 

369.  Addiert  man  zu  f(x)  eine  Funktion  /i(a?),  die  sich  in 
dem  Punkte  u  regular  verhalt  und  deren  dem  Anfangspunkt  ent- 


sprechendes  Element  ^£  alh&h  ist,  so  erzeugt  die  Reihe: 
A=O 
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eine  analytische  Funktion  &(x)  von  der  Art7  daB: 


im  allgeraeinen  in  den  Punkten  uv  regular  ist.  Da  iiamlich  v  ein 
singularer  Punkt  von  cp(x\  u  aber  kein  solcher  von  /i(#)  ist;  so  hat 
die  Funktion  ^(x),  welche  yon  f\(x)  und  9^)  gerade  so  abliangt 
wie  ty(x)  von  /"(a?)  und  <p(#),  in  ^v  keine  Singularitat. 

Eine  Ausnahme  wtirde  der  Fall  bilden,  in  welchem  es  zwei 
singulare  Punkte  u,  u  und  zwei  andre  v,  v  ron  der  Art  gabe;  da8 
uv  =  uv  w'are;  ist  dann  u  singular  fur  /i(X)7  so  kann  es  uv  oder  uv 
fur  ^t(fl?)  sein. 

870«  Das  im  vorigen  Artikel  gewonnene  Ergebnis  lafit  sick 
dahin  aussprechen?  da6  die  Natur  der  Singularitat  uv  im  all- 
gemeinen  durcli  die  der  Singularitaten  u,  v  bestimmt  wird. 

Hat  z.  B.  f(x)  in  u  einen  Pol  m-ter  Ordnung?  <p(x)  in  v  einen 
Pol  w-ter  Ordnung;  so  dtirfen  wir  statt  f(x),  (p(x)  die  Funktionen  : 


in  Betracht  ziehen,  deren  dem  Anfangspunkt  entsprechende  Elemente 
(yergl.  Art.  135)  folgende  sind: 

"   A(i_i)...(A_,tt  +  2)(^Y-"+1 


A  =  m-l 


Z  —  1 
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Die  Reihe: 


erzeugt  erne  Funktion  •?/>(#),  die  in  uv,  wie  wir  jetzt  beweisen  werden, 
einen  Pol  m  +  n  —  1-ter  Ordnung  besitzt. 

Der  Satz  ist  offenbar  richtig  fiir  n  —  1;  weil  ja  dann: 


ist;  es  geniigt  demnach,  ilia  durcli  yollstandige  Induktion  zu  beweisen. 

Es  ist1): 


2)  -  -  -  (A  +  »  -  2)(m  -  1)  + 
2)  .-.  (A  +  »  -  3)(w  -  l)w 

Vm(m  +  1)  -  •  •  (m  +  n  -  4) 
+  (m  -  l)m(m  +  1)  -  -  -  (m  +  n  —  3), 


folglicli  : 


(ft 


1)  Capelli,   Lezioni  di  algebra  complementare ,  Neapel  1895,  S.  99,  wo 
man  statt  $,y,n  beziehentlich  h  +  1,  m  —  1,  n  —  1  setzen  muB, 
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Das  erste  Glied  rechts  1st  das  dem  Anfangspunkte  entsprechende 
Element  der  analytisclien  Funktion: 


die  ersiehtlich  in  uv  einen  Pol  m  +  n  —  1-ter  Ordnung  besitzt;  was 
die  ubrigen  Grlieder  betrifft,  so  sind  die  in  denselben  auftretenden 
Reihen  diejenigea,  die  man  aus  E(x)  erhalten  wiirde,  wenn  man 
n  —  1,  n  —  2,  •  •  •  fur  m  setzte;  sie  sind  folglicli  —  da  der  Satz  fur 
alle  Werte  yon  n  als  giiltig  vorausgesetzt  wird?  die  kleiner  sind  als 
der  in  Betracht  gezogene  —  Elemente  analytischer  Funktionen;  die 
in  uv  bezienentlict  einen  Pol  n  —  2-ter;  n  —  3-ter,  •  •  •  Ordnung  be- 
sitzen.  Demnacli  erzeugt  der  ganze  Ausdruck  eine  analytiscne  Funk- 
tion  ^(o?),  die  in  uv  genau  einen  Pol  m  +  n  —  1-ter  Ordnung  besitzt. 
Dasselbe  laBt  sich  nach  dem  im  yorigen  Artikel  entwickelten 
Prinzip  von  der  im  Sinne  des  Satzes  in  Art.  368  von  f(x)  und  <p(x) 
abhangenden  Funktion  ty(x)  benaupten. 

371.  Hurwitz  hat  einen  dem  Eadarnardschen  analogen  Satz 
geliefert?  der  auf  andrem  Wege  auch  von  Pincherle  bewiesen 
worden  ist1): 

Werden  mit  u,  v  allgemein  die  singularen  Pnnkte  der 
durch  die  Potenzreinen: 


erzeugten  analytischen  Funktionen  f(x)  und  cp(x)  bezeichnet^ 
so  hat  die  durch  die  Potenzreihe: 


wo: 


erzeugte  analytische  Funktion  ty(x)  im  allgemeinen  als 
singulare  Punkte  die  Punkte  u,  v,  u  -f  v. 

1)   Wir   geben   auch  hier   den   auf  elementare   Form   gebrachten   Beweis 
Pincherles  wieder. 


Beziehtmgen  z-wischen  den  Sihgularitaten  zweier  analytischer  Funktionen. 
Es  ist: 


/=0 


2)  -  -  -  (7* 


folglicb.: 


Ferner  ist: 


(1) 
also: 


oder  auch,  wenn  i~}-r  =  n  gesetzt  wird: 


* 


wo: 


ft,®  -       (-1 

i  =  0 

ist.     Nimmt  man  im  besondem: 

i0-l,61«6a«...»0 
oder  <p(x)  =  —  an;  so  hat  man  C7i  ===  aA  und  folglich: 


da  aber  in  diesem  Falle: 


nl 
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ist;  so  folgt  wegen  (2): 


Diese  Reihe  konvergiert  auBerhalb  desjenigen  Kreises  urn  t,  der 
in  seinem  Innern  und  auf  seinem  Umfang  alle  singularen  Punkte  von 
f(x)  enthalt;  bezeichnet  man  also  mit  u  einen  von  denjenigen  untor 
den  singularen  Punkten,  welche  den  groBten  Ab stand  von  t  liaben? 
so  besitzt  die  Reihe: 


den  Konvergenzradius: 


1st  andrerseits  v  ein  gewisser,  ftir  verscliiedene  Punkte  t  mog- 
licherweise  verschiedener  singnlarer  Punkt  von  q>(%),  so  konvergiert 
die  Reihe  (1)  innerhalb  des  Kreises  mit  dem  Radius: 

t  =  \x  —  t  —  v\  . 

Wiederholen  wir  das  in  Art.  368  angewendete  Sclilu6verfahreu7 
so  lafit  sich  daraus  folgern,  daB  der  Konvergenzradius  der  Reihe: 


mindestens  <3x  ist  nnd  daB  folglich  die  Reihe: 


ftir   1  <  tit  oder  auch  fur: 

-,       ^\X  —  t—  V 


konvergiert. 

Die  Grleichung: 

\x  —  *  —  v  I 


\t-u\ 

stellt  einen  Kreis  urn  t  +  v  mit  dem  Radius  |£  —  u\  dar;  man  er- 
sieht  leicht,  daB  dieser  Kreis  durch  den  Punkt  u  +  v  hindurchgeht. 
Daraus  folgert  man  ahnlich  wie  in  Art.  368,  daB  u  +  v  im  allgemeinen 
ein  singnlarer  Punkt  von  $(#)  ist. 
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Da  ferner  der  Anfangspunkt  sowohl  fiir  f(x)  Vie  fiir  <p(x)  ein 
singularer  Punkt  1st,  so  darf  u  =  0  oder  auch  v  =  0  genommen 
werden,  woraus  folgt,  daB  v  bezw.  u  singulare  Punkte  fur  f(x)  sind. 

372.     Hadamards   Satz  (Art.  368)   gestattet  verschiedene  Erwei- 
terungen,  von  denen  Her  eine  ganz  einfaclie  angegeben  werden  moge. 
1st: 


so  folgt  aus  dem  angefuhrten  Satze;  daB  die  singulareu  Punkte  der 
durch  y$k(x)  erzeugten  Funktion  diejenigen  der  durch  *$(%)  erzeugten 
Funktion  sind  oder  die  Punkte,  die  man  aus  diesen  erh'alt;  wenn  man 
ikre  Produkte  zu  je  2;  zu  je  3;  -  -  -;  zu  je  k  mit  Wiederholung  bildet. 
Daraus  folgt: 
1st: 


•wo  F(t)  ein  Polynom  in  t  vom  Grade  7c  bedeutet^  so  sind 
die  singularen  Punkte  der  durch  die  Eeihe  D(fl?)  erzeugten 
Funktion  diejenigen  der  durck  5(J(#)  erzeugten  Funktion 
oder  die  Punkte,  die  man  aus  diesen  erhalt?  wenn  man  ihre 
Produkte  zu  je  2;  zu  je  3;  •  •  -;  zu  je  k  mit  Wiederholung 
bildet. 

373.    Borel  hat  den  folgenden  merkwtirdigen  Satz  aufgestellt: 

00 

1st  eine  Reihe    ^  ah^  gegeben;  so  laBt  sich  stets  eine 

oo  A=0 

Reihe    ^1)^  mit  rationalen  reellen  oder  komplesen  Koef- 

7i=0 

fizienten   so    bilden,    daB    die   Differenz    der   beiden    Reihen 
eine  ganze  Funktion  darstellt. 
Man  braucht  nur: 


zu  nelimen,  ~wo: 

«»  =  <  +  *< 
1st  und  E  die  S.  252  angegebene  Bedeutung  hat.    Es  1st  uamlicli: 
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folglich: 


und  daraus  schlieBlich: 

limV|o*-Z>A   =0; 

7^  =  co 

demnacli  ist  (Art  113): 


eine  gauze  Funktion. 

Offenbar  haben  die  beiden  Keihen  ^  ahxh  und  2~bhxh  gleichen 

A  =  0  A  =  0 

Konvergenzradius  und  sind  gleichsingular. 

Tiber  die  singularen  Punkte  der  analytisclien  Fnnktionen  *). 


.  Das  Problem,  die  singularen  Punkte  einer  durch  eins  iarer 
Elemente  gegebenen  analytischen  Funktion  zu  bestirjimen,  ist  nocb. 
weit  yon  seiner  Losung  entfernt  und  bietet  ohne  Zweifel  die  er- 
neblichsten  Schwierigkeiten.  Nicht  einmal  das  einfachere  Problem 
ist  allgemein  gelost  worden;  die  auf  dem  Konvergenzkreise  liegenden 
singularen  Punkte  einer  Potenzreihe  zu  bestimmen.  Diese  Problemo 
sind  aber  in  den  letzten  Jahren  Gegenstand  yieler  Untersucliungen 
gewesen,  die  zu  mannigfachen  und  bedeutenden  Ergebnissen  geftihrt 
haben.  Wir  beabsichtigen^  aus  diesen  Ergebnissen  die  einfachsten 
auszuwahlen  und  systematise!!  zusammenzustellen,  und  werden;  urn 
unsere  Aufgabe  zu  erleichtern,  versuchen,  sie  nioglichst  unter  einer 
Anzahl  von  grundlegenden  Fragen  unterzubringen.  Dergleichen  dtirften 
folgende  sein: 

1.  die  Bedingungen  aufzusuchen,  unter  denen  ein  gegebener  Punkt 
fur  eine  Potenzreihe  singular  oder  nicht  singular  oder  singular  von 
einer  gegebenen  Art  ist,  oder  mit  gegebenen  Singularitaten  behaftete 
Potenzreihen  zu  bilden; 


1)  Borel  50,  59,  70,  71,  72,  73,  533,  Chessin  122,  Desaint  131,  134, 
Dienes  543a,  Faber  145,  147,  544a,  546,  Fabry  150,  151,  152,  153,  Fatou 
647,  548,  Hadamard  184,  186,  187,  Jahraus  574,  Koenig  229,  Lasker  241, 
Lean  243,  244,  246,  247,  248,  Lecornu  249,  Lerch  268,  260,  LindelSf  270, 
272,  273,  Meray  301,  Mittag-Leffler  306,  329,  330,  332,  Osgood  339,  343, 
Painleve  355,  Pompein  617,  Pringsheim  402,  404,  405,  406,  408,  409,  411, 
413,  417,  418,  620,  Le  ftoy  428,  430,  431,  Servant  465,  Stackel  462, 
Stieltjes  465,  Stolz  637,  Thom^  480,  Yivanti  506,  Zoretti  672. 
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2.  hinreicliende  Bedingungen  dafiir  anzugeben,   daB   alle  Pimkte 
des  Umfangs   des  Konyergenzkreises   einer  Potenzreilie    singular   sind; 

3.  zu  untersuchen,  wie  sich  eine  Potenzreihe  auf  ilirem  Konver- 
genzkreise  yerhalt; 

4.  gewisse    Grebiete    zu   bestimrnen,    in    denen    eine   analytische 
Fuuktion  keine  singularen  Punkte  hat: 

5.  analytische  Funktionen  mit  einer  endlichen  AnzaKL  singularer 
Punkte  oder  mit  bestimmten  singularen  Punkten  zu  bilden   oder  die 
singularen  Punkte   einer  analytischen  Funktion   unter   gewissen   Urn- 
standen  zu  bestimmen; 

6.  die    Beziehungen    zu    untersuciien?    die    in    einem    singularen 
Punkte  zwischen  einem  arithmetisclien  Ausdrucke  und  der  durch  ilm 
dargestellten  analytischen  Funktion  bestelxen. 


1.  Frage. 
375.    Lecornu  bat  1887  folgenden  Satz  aufgestellt: 

CO 

Besitzt    die    Potenzreihe    ^ (x)  =  ^£ahx*1    auf    dem    Kon- 

A=0 

yergenzkreise    einen    einzigen    singularen    Punkt   11,    so    ist 

ah 

lim =  u  und  unigekenrt. 

A=cca/t  +  l 

Hadamard  bemerkte;  daB  dieser  Satz  nicht  immer  zutrifft. 
Der  erste  Teil  gilt  unzweifelliaft,  solange  u  ein  Pol  ist. 
Bezeich.net  man  mit  m  die  Ordnung  des  Poles  u}  mit  f(x)   die 
von  y$(x)  erzeugte  analytische  Funktion;  so  itat  man: 

™  -  c==>  +  •£$=* +  •  •  • +  ^  +  ^> 

wo  g(x)  eine  in  u  regulare  Funktion  ist;  die  alle  dbrigen  Singulari- 
taten  yon  f(x)  besitzt.  Da  f(x)  auf  dem  Kreise  yom  Radius  $  =  u\ 
um  den  Anfangspunkt  keine  anderen  Singularitaten  als  u  ]iat,  so  ist 
die  Funktion  g(x)  auf  diesem  Kreise  regular ,  und  ikr  dem  Anfangs- 
punkt entsprecnendes  Element  hat  einen  Konvergenzradius  Q  >  Q. 
Setzen  wir  nun: 

/    N  An          ,  An-1  ,  ,        -^1 


so   hat   das   dem  Anfangspunkte  entsprechende  Element  9ft  (x)   dieser 
Funktion  den  Konyergenzradius  Q]  es  ist  ferner: 
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=  0 


A 


woraus  folgt: 


und  somit: 

lim  •          =  u. 

Nun  sind  die  beiden  Reihen  $$(#),  $l(x)  gleichsingular,  weil  der 
Konvergenzradius  der  Reihe  5p(#)  —  9?  (a?)  grofier  ist  als  ilir  geinein- 
samer  Konyergenzradius  5  folgliek  ist  (Art.  363): 


Dagegen  trifffc  der  Saiz  niclit  immer  zu;  wenn  w  kein  Pol  ist. 
Audi  der  zweite  Teil  des  Satzes  ist  nicht  allgeinein  richtig.    Es 
laBt  sich.  indessen  der  folgende  Satz  "beweisen1): 

Nahert  sich  — ~  fur  lim&=oo  einer  Qrenze   u,   so  ist   u 
ah  +  i 

ein  singularer  Punkt. 

370.  Es  sei  ein  Punkt  auf  dem  Konyergenzkreise  einer  Potenz- 
reiKe  gegeben*  wir  wollen  entscheiden,  ob  er  ein  singularer  Punkt 
ist  oder  niclit. 

Diese  Frage  wird  in  einem  besonderen  Falle  dureh  den  folgenden 
Satz  beantwortet: 


1)  Siehe  Hadamard  184,  S.  25. 
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Hat  eine  Potenzreihe  mit  positiven  Koeffizienten  einen 
endlichen  Konvergenzradius  Q}  so  ist  fur  sie  der  Punkt 
x  =  Q  ein  singularer  Punkt. 

Es  sei  wie  gewohnlich: 


die  betrachtete  Reilie.  Um  den  Anfangspunkt  werde  mit  einem 
Radius  c  <  Q  ein  Kreis  beschrieben,  mit  x  =  XQ  aber  irgend  ein 
Punkt  des  Umfangs  dieses  Kreises  bezeichnet,  wahrend  x  =  c  ihr 
Schnittpunkt  mit  dem  positiyen  Teile  der  reellen  Achse  ist.  Dann 
gilt: 

(1)  $( 


(2) 
ferner: 


die  Koeffizienten  von  (1)  sind  demnach  nicht  kleiner  als  die  absoluten 
Betrage  der  entsprechenden  Koeffizienten  yon  (2).  Daraus  folgt;  daB 
der  Konvergenzradius  6(c)  von  (1)  nicht  groBer  ist  als  derjenige  B(x^) 
von  (2): 

e(c)^6(cc0). 

Da  nun  die  auf  dern  Konvergenzkreise  liegenden  singularen  Punkte 
eine  abgeschlossene  Menge  bilden,  so  besitzt  die  Gresamtheit  ihrer 
Abst'ande  vom  Punkte  c  ein  Minimum  8.  Nehmen  wir  an;  der  Punkt 
x  =  $  sei  nicht  singular  7  so  ist  d  >  $  —  c,  ist  nun  x±  ein  von  c  urn 
d  abstehender  singularer  Punkt,  und  wahlen  wir  #0  gerade  auf  dem 
Radius  0#1;  so  ist: 


folglich  6(%^<6(c),  was  unmoglich  ist.     Also  ist  x  =  $  ein  singu- 
larer Punkt. 
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377.    Wir  nekmen  die  Frage  des  vorigen  Artikels  wieder  auf. 
Der  Ernfackkeit  lialber  sei  der  Konvergenzradius  der  Potenzreike 

CO 

f(x)  =^£  ahxh  gleick  Eins,  der  zu  untersuckende  Punkt  x  =  1. 

A  =  0 

Wir  setzen: 

t 
•T"  =  — 

**  t  +  i 

oder  auck: 


so  da6: 


fur  |*|<1  (Art.  135): 


ft  =  l 


1st;  diese  Doppelreike  laBt  sick  imter  Anwendung  des  Hilfssatzes  von 
WeierstraB  (Art.  132)  auf  die  Form: 

a) 

brirLgen;  wo: 


1st.     Dem    Kreise    j  x   =  1     entsprickt    in    der    tf-Ebene    die    Lime 
^pj   =  1   oder   1  1  1  =  [  t  +  1  1  ;  d.  L  der  Ort  der  von   den  Punkten 

0;  —  1  gleiekweit  entfernten  Punkte?  also  die  Gerade  91^  =  —  ^;  dem 
Innern  dieses  Ereises  entsprickt  die  Gresamtkeit  der  Punkte?  fiir  die 
1  1  1  <  1  1  +  1  ist,  d.  k.  der  Teil  der  Ebene,  der  sick  rechts  von  dieser 
Creraden  befindet;  dem  Punkte  x  =  l  entsprickt  der  Punkt  /  =  —  ^. 


1)  Die  Transformation: 


die  man  Meraua  diojcck  Yeraaderung  des  Vorzeichens  yon  &  erhalt,  wird  gewokn- 
lich  als  Eulerscke  Transformation  bezeich.net. 
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1st  #=1   singular  fur  f(x),   so  1st  es  t  =  —  %  fiir  $>(*);    der  Kon- 
Yergenzradius  von  (1)  ist  alsdann  genau  £,  und  man  hat: 


Im  entgegengesetzten  FaUe  ist: 


378*     Allgemeiner  lafit  sich  sagen: 
Setzt  man: 


wo  y  eine  belieloige  positiTe  GrroBe  "bedeutet,  so  erhalt  man: 


wo: 


ist.     Dem  Kreise    ,-a?    =  1  entspricht  der  Kreis: 


d.  i.  der  Ort  der  Punkte,  deren  Entfernnngen  von  den  Punkten  0,  —  1 
das  konstante  Verhaltnis  ~  besitzen;  dem  Innern  des  Kreises    x  \  =  1 

entspricht  von  den  beiden  Teilen,  in  welehe  die  ^-Ebene  dnrch  den 
transformierten  Kreis  geteilt  wird,  derjenige;  welcher  den  Punkt  t  =  0 

entibalt;    dem  Punkte  x  =  1   entspricnt   der   Punkt  t  ==  --  ^—  .     Es 

ergibt  sich  hieraus  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  daftir, 
daB  der  Punkt  x  =  1  singular  ist: 


379.  Eine  Folge  der  soeben  gewonnenen  Ergebnisse  bildet  der 
Satz:  Liegen  die  die  Koeffizienten  ah  darstellenden  Punkte 
mit  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  innerhalb  oder  auf 
den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels  mit  dem  Scheitel  im 

Vivanti,  Tlieorie  der  eiudeutigen  annlytiaclien  Fuaktionen,  26 
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Anfangspunkte,  so  ist  x  =  l  ein  singularer  Punkt  fiir  die 

co 

Reihe  ^ahxh  (deren  KonYergenzradius  immer  =  1  angenommen  wird), 

Setzt  man: 

ah  =  cche^h} 

so  lafit  sich.  die  Voraussetzung  des  Satzes  analytisch  dadurch  aus- 
drticken;  daB  fiir  alle  Werte  Yon  p,  q,  die  groBer  sind  als  eine  be- 
stimmte  Zahl  n,  die  Relation: 

(\  \  (  R       A  ^  'Nk  ( \ 

stattfindet.     Nun  ist: 

2m  2  in 

-L      _  X1  /2  m  —  1\  »     ,     •  %^  /2  HI  ~  1\ 

°*m-^j   (h-l  )**• 


A  =  1 

mithin: 


—  1\3    9       0  ^f  /2w  —  1\  /2m  —  1 

,        ;, 

h<k 

Nimmt  man  der  Einfachlieit  halter  alle  Koeffizienten  ah,  deren 
Index  Ji  die  Zahl  n  nicht  tibersteigt;  gleich  Null  an  (was  weder  auf 
den  Konyergenzradius  noch  auf  die  Singularitaten  yon  EinfluB  ist), 
so  erhalt  man;  wenn  die  Bedingung  (1)  erfiillt  ist: 


oder: 

—  1 


mittin: 


Nun  1st  (vgl.  Arf.  259): 


(ml)" 
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ferner  ist: 

m—  co 

Da  tiberdies  (Art.  113): 

lirn  a™  =  1 

m—  oo 

ist,  so  ergibt  sich  daraus: 

i 

///  =  00 

folglich: 


Dieser   Grenzwert  kann   aber  fiberhaupt  nicht  groBer  als  2  sein 

(vgl.  Art.  377),  also: 

i_ 

llm  &m|*  =  2, 

//i  =  oo 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

380,  Um  zu  erkennen,  ob  em  Punkt  singular  ist,  bietet  sich. 
nocli  eine  andre  Methode;  die  wegen.  der  Folgerungen  dargelegt  zu 
werden  yerdient;  zu  denen  sie  AnlaB  gibt. 

Wir  setzen  den  Konyergenzradius  wiederum  =  1  yoraus  und 
untersuclien,  ob  der  Punkt  x  =  1  singular  ist. 

Zu  dies  em  Zwecke  nehmen  wir  einen  reellen  Wert  /3  an;  der 
positiy  und  kleiner  als  1  ist;  der  Punkt  1  wird  dann  singular  oder 
nicht  singular  sein;  je  nacndem  die  in  bezug  auf  den  Punkt  ft  trans- 
forrnierte  Reihe  einen  Konyergenzradius  besitzt;  der  gleich  oder  groBer 
ist  als  1  —  /3?  oder  auch  (Art.  113);  je  nachdera  fiir  die  Koeffizienten 

a't)l  dieser  Reihe  lim  *j/|  a!m    =    __  R  oder  <  r^-s  ist.     Die  Frage  ist 

/>«=:<»  r  r 

auf  diese  Weise  zwar  theoretisch  erledigt;  allein?  da: 


ist,  so,  erhebt  sich  insofern  eine  wesentlicne  Scliwierigkeit;  als  am 
yon  einer  unendlichen  Anzahl  yon  Koeffizienten  der  gegebenen  Reihe 
abhangig  ist.  Diese  Schwierigkeit  laBt  sich  indessen  umgehen,  weil 
sich  ja  der  Ausdruck  fiir  am  durch  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl 
yon  Gliedern  ersetzen  laBt,  ohne  daB  sich  seine  obere  Grenze  verandert. 

2611 
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Wir    setzen,    wie   bisher,   \ah\=*cch.     Da    der   Konvergenzradius 
der  gegebenen  Reihe  1  1st,  so  gilt  ftir  jedes  hinreichend  groBe  h: 

<*h  <  (1  +  *)*• 

Beachten  wir  ferner.  daB  (m  "^  ]i]  mmh''  ein  Glied  der  Entwicklung 

\    in    / 

von  (m  -f  Ji)m+h  ist,  so  ist: 

\    m    /  ^      r™/?      ; 
also: 


woflir  man  aucli  sckreiben  karm: 


Wir   denken   uns  jetzt   s   so   gewahlt,   daB    (1  +  s)  /J  <  1    wird. 
men  wir  nun  eine  Grofie  /c  so  an;  daB: 


1st,  so  laBt  sich  eine  GroBe  H  von  der  Art  angeben,  daB  fiir  jedes 


m 


wird;  und  ebenso  eine  Grofie  H'  yon  der  Art,  daB  ftir  jedes       >  Hr: 


wird x).     Man  tat  dann  fiir  ein  hinreichend  groBes   - 


1)  Setzeii  wix  zur  Abkiirzting  1  -]  --  =  ^7  so  1st: 


1st  nun  fc  <;  1,  v  eine  bestimmte  positive  G-rSJBe,  und  nimmt  man  eine  GrQBe  I 
derart  an,  daB  F<Z<1,  so  ist  fur  ein  hinreichend  groBes  n: 
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und  nnter  der  Voranssetzung,    daB    die    soeben  HngesclmeberLe  Un- 
gleiehung  fiir  jedes  li  ^  n  gilt: 


woraus  folgt: 


Daraus  ergibt  sicli  (Art.  118),  daB  die  beiden  Grenzwerte: 


'X.T  /w 

2( 


wo  sieh  n  zugleick  mit  m  "anderfc,  zugleicb  = •=  oder  <- — -R  siucL 

j.  ~~~  p  i  •"•"  p 

381.  Das  gewonnene  Ergebnis  fuhrt,  ganz  abgeseten  dayon,  daB 
es  die  Losimg  unserer  Aufgabe  erleiclitert,  zur  Bildung  yon  Potenz- 
reilien  mit  vorgegebenen  Siagnlaritaten1). 


folglich: 


usw.    Es  nimmt  daher  nkn  ab,  sob  aid  n  iiber  einen  bestimmten  Grenzwert 
wachst;  nimmt  ferner  n  iam  v,  2r,  3y,     ••  zu,   so  nimmt  wft"  raschei  als  die 
G-lieder  einer  fallenden  geometrischen  Reihe  ab,  strebt  also  dei  Null  zu. 

1)  Durcli  diese  Fassung  soil  nicht  etwa  ansgeschlossen  sein,  dafi  die  Reike 
aufier  den  vorgegebenen  Singularitilten  noch  andre  habe;  dieser  Fall  tritt  z.  B. 
soga.r  iiotwendigerweise  ein,  wenn  die  vorgegebenen  singularea  Pimkte  erne  niclit 
abgeschlossene  Menge  bilden. 
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Wir  setzen  der  Kiirze  halber: 

M-l 

^rr  /m  JL  h\  „ 

>  (      '     )  a    ,  7  $  =  a  ilt . 
^j  \    m    /    ™+/<r 

A  =  0 

oo 

Hat  die  Reihe  ^  ahxfl  den  singularen  Punkt  #=  1,  so  hat  die 

CO  ~~ 

Reihe  2^hxh:  in  der  &7i  =  e~Aw/  %  ist,  den  singularen  Punkt  x  =  e"". 

Wahlt  man  auf  dem  nach  diesem  singularen  Punkt  gehendcn  Radius 
den  Punkt  (lean,  und  bildet  man  den  entspreclienden  Ausdruck  at'l(, 
so  1st,  wie  man  leicht  sieht,  a!H  \  =  I  d'w  .  Da  ferner  nach  der  ge- 
machten  Voraussetzung: 

•T^      "v/i/T    77T  1 

limy|aw|  =  rl_-g 

/7i  =  CO  • 

1st,  so  konnen  wir  auf  unendlieh  viele  Weisen  derartige  Folgen: 

(i)  <,«;,••• 

finden,  da8  die  Folge  der  w-ten  Wurzeln  der  absoluten  Betrage  der 
Glieder  den  Wert  j~g  zur  Grrenze  hat.  Es  seien  nun  auf  dem 

Konvergenzkreise  r  Punkte  e?w }  e(0*' ,  •  • -;  e(nrl  gegeben,  die  singulare 
Punkte  der  zu  bildenden  Reihe  sein  sollen.  Wir  bilden,  falls  es 
moglich  ist,  aus  den  Koeffizienten  der  gegebenen  Reihe  r  Folgen  (1), 
die  wir  S1J  S%,  ••-,  Sr  nennen  wollen;  und  zwar  so;  daB  je  zwei  derselben 
kein  gemeinsames  Element  besitzen.  Werden  samtliche  in  Ss  vorkom- 
menden  Koeffizienten  ah  niit  e~hw^  multipliziert,  so  besitzt  die  Summe 
der  so  gebildeten  Reihen  offenbar  die  verlangten  singularen  Punkte. 

Ebenso  verfahrt  man?  wenn  die  Menge  der  gegebenen  Punkte7 
nicht  endlich;  sondern  abzahlbar  ist.  I&i  diese  Menge  im  besonderen 
auf  dem  ganzen  Konvergenzkreise  uberall  dicht,  so  erhalten  wir  eine 
Reihe ,  fiir  welche  samtliche  Punkte  des  Umfangs  des  Konvergenz- 
kreises  singular  sind. 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Reihe    ^%h,   die  den  singularen   Punkt 


x  =  1  hat;  und  versuchen  wir?  aus  ihr  eine  Reihe  niit  den  singularen 
Punkten  e®v ,  •  -  •,  ePr*  herzuleiten,  Wir  zerlegen  die  Reihe  in  die 
Summe  von  r  Reihen  P1;  P2;  •  •  -;  Pr)  wo  Ps  die  Glieder  von  der 
Beschaffenheit  enthalt;  daB  die  hochste  im  Exponenten  von  x  ent- 
haltene  Potenz  von  2  einen  Exponenten  hat;  der  nach  dem  Modul  r 
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kongruent  zu  s  ist.  Jede  dieser  Reihen  hat  den  KonYergenzradius  1 
und  folglich  (Art.  376)  den  singul'aren  Punkt  #  =  1;  es  lassen  sich 
daher  aus  den  Koefnzienten  dieser  einzelnen  Reihen  Folgen  S8  mit 

der  gemeinsamen  Grrenze  T^-g    bilden.      Multipliziert    man    nun    die 

Grlieder  yon  Py  mit  den  entsprechenden  Potenzen  Yon  e~"w*',  so  be- 
sitzt  offenbar  die  entstehende  Reihe  den  singularen  Punkt  e*0*1',  folg- 
lich. besitzt  die  Summe  der  so  gewonnenen  Reihen  die  verlangten 

singularen  Punkte.  Ist  z.  B.  OA  =  —^  ,  so  sind  die  gegebenen  Punkte 
die  Ecken  eines  regelmaBigen  n-eoks,  Yon  dern  eine  Ecke  x  =  1  ist, 


und  die  Reihe  lafit  sich    ^  e    r     xh  schreiben^  wo  2?  die  hochste  in 

h  =  Q 

li  enthaltene  Potenz  von  2  ist. 

cc 

Zerlegen  wir   dagegen   dieselbe   Reihe  SxP   in  unendlich  Yiele 

;^=o 

Reihen  P0;  P1;  P2;  •  •  -?  wo  Ps  die  Gresamtheit  der  Glieder  ist;  deren 
Exponent  durch  2%  nicht  aber  durch  2*+1  teilbar  ist;  und  multipli- 
zieren  wir?  falls  co  eine  zu  2#  inkommensurable  GrroBe  ist,  die  Glieder 
Yon  Ps  mit  den  entsprechenden  Potenzen  Yon  e~s<ai,  so  sind  fiir  die 
nun  gewonnene  Reihe  alle  Punkte  e*ioi  singul'are  Punkte;  da  diese 
aber  auf  dem  Konvergenzkreise  liberall  dicht  sind,  so  sind  alle  Punkte 
dieses  Kreises  singular. 

382.    Aus  diesen  Darlegungen  lassen  sich  noch  weitere  Folge- 
rungen  ziehen. 

co 

Nehmen  wir  an,  die  Reihe  ^  ahxh  besitze  auf  einem  Bogen  pq 

7i  =  0 

ihres  Konvergeiizkreises,  die  Grrenzpunkte  eingeschlossen,  keine  Singu- 
laritat,  so  muB  sich  auf  dem  diesen  Bogen  halbierenden  Radius  ein 
solcher  Punkt  b  finden  lassen,  daB  der  Konvergenzkreis  der  in  bezug 
auf  den  Punkt  1}  transformierten  Reihe  die  Punkte  p,  %  einschlieBt. 
Das  kann  nach  dem  Vorhergehenden  durch  die  folgende  Bedingungs- 
gleichung: 


ausgedruckt  werden,  wo: 


408     Dritter  Teil.    Erganznngen.  zur  Theorie  der  analytischen  Funktioncn. 
Es  mogen  nun  unendlicli  viele  Potenzreihen: 


,...) 


vorliegen,  die  nachstehende  Eigenschaften  besitzen: 

a)  Ikr  Konvergenzradins  ist  gleiek  1-, 

b)  Sie  besitzen  auf  einem  bestimmten  Bogen  ihres  Konvergenx- 
kreises  keine  Singularity  so  daB  die  Beziehung: 


flir  jeden  Wert  yor  r  gilt; 

c)  Fiir  jedes  m  und  fiir  jedes  1\  <  n,  wo  n  in  bestimmter  "Weise 
von  m  abhangig  ist;  hat  man: 


wo  I  eine   bestimmte  positive  GroBe  bedeutet,   die  kleiner  als  1  ist; 
in  Worten:  $PW+1(0)  ist  Tangente  an  5pw(a?)  laugs  des  Beruhrtings- 

polynomes  2  am,m+^m*h  =  &OT(#);  wo  ^m  der  Wert  yon  n  ist, 
der  dem  in  Betracht  kommenden  Werte  m  entspricht; 

ty  nm  Wachst  oder  nimmt  wenigstens  niclit  ab;  solange  m  wachst 
(sollte  dies  niclit  der  Fall  sein,  so  ist  es  immer  erlaubt,  nm  zweck- 
maBig  zu  vergroBern)^  ferner  ist: 

/ON  Y       ™/~~~~         -<    j\ 

mssoo 

Bildet  man  aus  Grliedern,  die  man  aus  den  versohiedenen  Be- 
rtilirungspolynomeii  beliebig  lierausgreift,  eine  Reihe: 


so  verhalt  sicL.  aucL.  diese  Eeilie,  welche  die  Einhullende  der 
gegebenen  Reihenfamilie  genannt  werden  moge?  anf  dem  Bogec  pa 
regular. 


1)  Einige  weitere  VOE  Leau  (244)  anfgestellte  Eigenschaften  sind  fiir -ansere 
-Betracntungen  entbehrlich. 
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Setzen  wir  ah  =  ar^h,  so  gehort  der  Koeffizient  arjh  dem  Be- 
riihrungspolynome  Dr(#)  an;  mithin  ist  r^]i<r  +  nr,  man  kann 
femer  schreiben: 

^  ~  aWsA  =  ar,h  ~  V*  "  (ar,  7,  -  «r-l,  *)  + 

+  («r-l-A-«r-3,A)+  "'  +  (am  +  l,  A  ~  am,  A)  r 

wobei  >w  clerartig  vorausgesetzt  wird;  daB  r  >  m;  7*  <  m  +  nm  ist* 
^a  n??i  ^  ^m+i  —  '  "  '  lin^  /i  ^  '^  >  ^  —  1  >  •  •  •;  so  gilt  fiir  em  fe;  das 
nicM  groBer  als  r  und  nicht  kleiner  als  m  ist: 

^  ^  h  <  ft  +  ^A  7 

folglich  gehoren  samtliche  Koeffizienten  ak  h  Beriilirnngspolynomen  an. 
Daraus  folgt: 

I  «fc+i,*  -  %  /,  i  <  Z*     (^  -  w,  w  +  1,  •  •  -,  r  -  1) 
imd  somit: 


Nun  ist: 


mithin;  wenn  wir    &  |  =  /3  setzen : 
n-i 


;=0 


Daraus  folgt  wegen  (2): 


7/4=   CC 

niramt  man  aber: 
so  ist: 


folglich: 

(3)  lim  y\a'm  —  a>n,m\  <  Y+B  ^  T^l 

I      '  •*•     ' 
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Da  schlieBlicb.  a"n  =  a"nfm  +  (am  —  rC?m)  ist,  so  folgt  aus  (1)7  (3) 
(Art.  118): 

limy | a/;  <rr — --, 

77?  =  CO  I   °  ~~  P 

womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Der  dargelegte  Satz  gibt  zu  interessanten  Anwendungen  Anlafi, 
die  aber  hier  unerortert  bleiben  mussen1). 

2.  Frage. 

383.  Wenn  wir  fragen,  ob  bestimrnte  Bedingungen  erf u lit  sein 
mussen,  damit  samtlicke  Punkte  des  Umfangs  des  Konvergenzkreises 
singular  sind;  so  erfordert  schon  die  Fassung  der  Frage  aa  sich 
eine  vorausgeliende  Erorterung.  Borel?  Fabry  und  Priugsheim  habeii 
gezeigt;  da6  diejenigen  Potenzreihen  die  allgemeineren  sind, 
in  deneu  samtliche  Punkte  des  Umfangs  des  Konvergenz- 
kreises singular  sind,  m.  a.  W.7  dafi;  damit  nicht  alle  Punkte 
des  Konvergenzkreises  singular  sind;  gewisse  Relationen 
zwiscLen  deu  Koeffizienfcen  gelten  miissen.2)  Diese  Behauptimg 
ist  in  dieser  Form  gerade  unbestinamt  genug;  urn  Bedenken  zu  er- 
regen.  Anscheinend  niiiBten  ja;  well  jede  Potenzreihe  in  jt:  eine 
analytische  Funktion  erzeugt;  den  allgemeineren  ileilicn  aucli  die 
allgemeineren  Funktionen  entsprechen,  walirend  man  docli  andrerseits 
niclit  diejenigen  Funktionen  als  die  allgemeineren  ansehen  lcanti?  deren 
Esistenzbereich.  kreisformige  Gestalt  liat?  sondern  eher  diejenigeu, 
deren  singulare  Punkte  in  vollig  beliebiger  Weise  fiber  die  Ebone 
verteilt  sind.  Wenden  wir  ferner  auf  eine  Potenzreihe  von  besagter 
Art  die  Transformation: 


C  —  8 

an?  wo  c  beliebig  ist,  so  verwandelt  sie  sich  in  eine  Funktion  von  s, 


1)  Lean  244. 

2)  Eino   sol clie  Behauptung  muBte  um   so  befremdender   orschoineii,    als 
alle  langst  bekannten  elementaren  Funktionen  in  der  ganzen   Bbenc,  cinr/elue 
Punkte  hochstens  ausgenommen,  existieren.    Es  hat  sich  hier  wiodcrholt,  was 
in   der  Analysis   schon  mehrfach  geschehen  ist:  wahrend  man  von  vornherein 
annahm,  alle  Punktionen  liefien  sich  integrieren,  differcntiieren  usw,,  weifi  man 
jetzt,  daB  eine  vollig  allgemeine  Funktion  weder  integriert  noch  diiferentiiert 
werden  kaan,  daB  sie  vielmehr,  um  diese  Eigenschaften  zu  besitzen,  gowissen 
Sonderbedingungen  geniigen  muJB.    Was  die  Mathematiker  in  dem  cinen  FaQe 
wie   im    andern   irregeleitet  hat,  ist   der  Umstand,    daB   alle   Funktionen,    die 
in  den  gewohnlichen  mathetnatischen  Untersuchungen  vorkamen,  zufalligerweise 
den  angedeuteten  Bedingungen  genugten. 
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deren  Existenzbereick  eine  Halbebene  1st;  als  allgemeinere  Funktionen 
miiJSten  wir  sonach  diejenigen  anseken;  deren  Existenzbereick  eben 
diese  Form  hat.  Derartige  Betracktungen  lieBen  sicli  bis  ins  Unend- 
liche  weiterspinnen. 

Es  drangt  sicli  also  die  Notwendigkeit  auf;  dem  aufgestellten 
Satze  eine  bestimmtere  Form  zu  geben. 

Wir  wollen  ikn  folgendermaBen  aussprechen: 

Damit  die  Menge  der  singularen  Punkte  einer  Potenz- 
reike  nicht  auf  dem  ganzen  Umfange  des  Konvergenzkreises 
uberall  dicht  sei  (die  Reihe  also  eine  liber  den  Umfang  hinaus 
fortsetzbare  Funktion  erzeuge1)),  miissen  zwiscken  den  Koeffi- 
zienten  der  Potenzreihe  gewisse  Beziekungen  stattfinden. 

Priugskeim  kat  den  Satz  folgendermaBen  bewiesen. 

Es  liege  eine  Potenzreike: 


h-Q 

Tor;  deren.  Koeffizienten    reell  und  positiv   sein  und   die  Bedingung. 

lim  ~\/ah  =  1 

?t  =  CO 

befriedigen  mogen.  Der  Konvergenzradius  nickt  nur  der  Reike  $£(#), 
sondern  auck  jeder  Teilreike  derselben  ist  dann  genau  1  (Art.  113). 
Wir  stellen  eine  Folge  von  zunekmenden  ganzen  positiyen  Zaklen 
miy  m2>  '  '  '  au^  Y0n  denen  jede  ein  Vielfackes  der  vorkergekenden 
sei,  und  zerlegen  ^(x)  in  zwei  Reiken;  die  eine  d(#)  bilden  wir  aus 
den  Gliedern,  in  welcken  als  Exponenten  m1?  ms;  •  •  •  auftreten^  die 
andre  3ft  (#)  aus  den  tibrigen;  so  dafi: 


wird.  Da  die  Reike  £l(#)  den  Konvergenzradius  1  kat  und  ikre 
Koeffizienten  reell  und  positiv  sind,  so  ist  fur  sie  der  Punkt  x  =  1 
ein  singularer  Punkt  (Art.  376). 

Wir  sckreiben  nun,  indem  wir  &  beliebig  annekmen: 


jfc-l  cc 

xmr  +  2 

T 


1)  Wir   nehmen   tier   die    analytische   Fortsetzung    in    der    engeren 
Weierstrafiscken  Fassung. 
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und  setzen: 

s»*-jr, 

dann  ist: 


wo  —  ganze  Zahlen  sind.     Da  nun: 


so  ist: 

5 

lim 


so  daB  die  Potenzreihe  ®^(y)  (Art.  113)  den  Konyergenzradius  1  hat; 
ihre  Koeffizienten  sind  aber  reell  und  positiv,  mithin  ist  fiir  sie 
(Art.  376)  der  Punkt  y  =  1  ein  singularer  Pnnkt.  Darans  folgt,  da& 
die  Punkte  xmk  =  1  singnlare  Punkte  der  fteihe  DA(^')  und  somit 
auch;  fiir  beliebige  Werte  von  i,  der  Reihe  O(^)  bilden.  Nun  stellen 
die  Punkte  xm*  ===1  (k  =  1;  2;  •  •  •)  eine  auf  der  Kreislinie  x  =  1 
fiberall  dichte  Menge  dar;  mithin  sind  far  Q.(#)  alle  Punkte  dieser 
Kreislinie  singulare  Punkte.  Damit  also  5jB(#)  auf  ihrem  Konvergenz- 
kreise  keine  iiberall  dichte  Menge  singularer  Punkte  habe;  mussen 
die  Singularitaten  von  St(#)  offenbar  die  von  £}(#)  teilweise  aufheben 
und  infolgedessen  zwischen  den  Koeffizienten  der  beiclen  Reihen;  oder 
was  dasselbe  ist;  zwischen  den  Koeffizienten  der  Reihe  ^(x)  gewisse 
Beziehungen  vorhanden  sein;  findet  das  jedoch  nicht  statt,  so  sind 
fiir  die  betrachtete  Reihe  s'amtliche  Punkte  des  Umfangs  des  Konver- 
genzkreises  singulare  Punkte. 

Auf  Grrund  des  eben  bewiesenen  Satzes  muB  die  Passung  der 
Frage,  die  uns  hier  beschaftigt;  dahin  abgeandert  werden:  Es 
sollen  Typen  von  Potenzreihen  aufgestellt  werden;  fiir 
welche  sanatliche  Punkte  der  Peripherie  des  Konvergenz- 
kreises  singular  sind.1) 

Dazu  moge  hier  nur  bemerkt  werden^  daB  sich  ein  soldier  Typus 
bereits  aus  den  eben  gebotenen  Darlegungen  ergibt;  und  zwar  der- 


1)  Sie  deckt  sich  in  dieser  Fassung  zum  Teil  wit  der  ersten  Frage. 
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CO 

jenige  der  Potenzreihen  von  der  Form  ^a    xmr  mit  dem  Konvergenz- 

?=i      r 

radius  1;  wo  mr  fur  jeden  Wert  yon  r  em  Vielfaches  YOU  mr_1  ist 
und  die  Koeffrzienten  reell  mid  positiy  sind. 

3,  Frage. 

384.  Es  sei  eine  Potenzreihe  3$  (ft)  mit  dera  Konvergenzradius  Q 
gegeben.  Wie  sicli  $JJ(#)  in  den  Punkten  des  Umfangs  des  Konver- 
genzkreises  Q  verh'alt,  daruber  lafit  sich  im  allgemeinen  nichts  sagen; 
man  weiB  nur;  dafi  $£(#)  auf  diesem  Kreise  mindestens  einen  singu- 
laren  Punkt  besitzt.  Aus  den  vorgetragenen  Theorien  ernellt  aber 
keine  unmittelbare  Beziehung  zwischen  dem  Singular-  oder  Nicht- 
singularsein  eines  Punktes  c  des  Konvergenzkreises  und  der  Konvergenz 
oder  KTichtkonvergenz  der  Reihe  ty(x)  fiir  x  =  c;  es  ist  daher  von 
Interesse  zu  untersuchen,  ob  eine  solclie  Beziekung  besteht  oder  nicht. 
In  dieser  Hinsiclit  wollen  wir  zunachst  zeigen;  wie  sich  eine  Potenz- 
reihe  5|S(^)  von  der  Art  bilden  lafit;  da6  alle  Punkte  iires  Konvergenz- 
kreises  singulare  Punkte  sind?  wahrend  die  Reihe  selbst  und  ihre  samt- 
lichen  Ableitungen  in  alien  diesen  Punkten  konvergieren. 

Es  sei: 


wo   die  ah  positive  GroBen   von   der  Beschaffenheit  sind>   da8  2®h 

h  =  1 

konvergiert,  a  aber  eine  reelle  GroBe  bedeutet,  die  gi*6fier  als  1  ist, 
wiihrend  ml7  m2?  »  •  •  ganze  positive  Zahlen  vorstellen,  von  den  en  jede 
ein  Vielfaches  der  vorhergehenden  ist.  Die  Reihe  (1)  konvergiert  fur 
^  1;  es  ist  namlich: 


a  —  xmh 
mithin: 


<_i_  yi 

=  a  —  1  ^— '    A  * 
fc  =  i 

Ferner  konvergiert  die  Reihe  (1)  gleichmafiig  innerhalb  jedes  mit 
einem  Radius  p'<  1  nm  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreises.  Es 
laBt  sich  namlich  nach  Annahme  eines  willkiirlichen  (?  eine  Zahl  n  so 
bestimmen;  daB: 


/i  =  n 
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wird;  nun  ist  fur  |  x  \  <^  Qr: 


a  — 


a  —   x 


a  —   x 


mithin: 


^  a-xm* 

A=/A 


—  a  —  Q 


Daraus  folgt,  da8  der  Konvergenzradius  der  durch  den  arith- 
metischen  Ausdruck  F(x)  in  der  Umgebung  des  Anfangspunktes 
dargestellten  Potenzreihe  $£(#)  mindestens  gleich  1  1st.  Man  erhalt 
diese  Reihe  dadureh?  daB  man  jedes  Grlied  yon  (1)  in  eine  Potenzreihe 
entwickelt  mid  den  Hilfssatz  von  WeierstraB  anwendet;  ilire  Koeffi- 
zienten  sind  offenbar  reelle  positive  Zahlen.  Wir  werden  nachweisen7 
dafi  der  Konyergenzradins  yon  *$(%)  genau  gleich  1  ist. 

Wir  schreiben: 

} 


wo  der  oben  angebrachte  Indes  s  das  Fehlen  des  li  =  s  entsprechen- 
den  Gliedes  anzeigt.  Entwickelt  man  die  beiden  Glieder  der  rechten 
Seite  yon  (2)  in  Potenzreihen  5p,(^);  &s(%))  so  erhalt  man: 


da  ferner  die  Koeffizienten  von  ?$,.(%)  und  Qs.(^)  reell  nnd  positiv 
sind?  so  sind  die  Koeffizienten  von  $($(#)  gleich  oder  groBer  als  die 
entsprechenden  von  tys(%)  nnd  Q.,(a?);  der  Konvergenzradius  von  $(#) 

ist  somit  gleich  oder  kleiner  als  die  Konvergenzradien  dieser  beiden 

i 

Reihen.  Nnn  ist  der  Konyergenzradins  von  $($,(#)  gleich  a™*, 
folglich  ist  fiir  jeden  Wert  von  s: 


w'achst  nun  aber  s  unbegrenzt,   so  wachst  anch  ms  unbegrenzt,  und 

a?11*  nahert   sich   der  Eins?    so   daB   Q  <|  1    wird.     Man   kann    daher 
schlieBen,  daB  der  Konvergenzradius  von  ^(x)  gleich'  1  ist. 

Daraus  folgt  (Art.376);  daB  x—1  ein  singularer  Punkt  von  ty(x)  ist. 

Die  Reihe: 
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wo  7;  beliebig  1st,  laBt  sicli  in  eine  Potenzreihe  Sft(#)  umwandeln,, 
deren  Konvergenzradius,  wie  sich  ganz  in  derselben  Weise  wie  oben 
zeigen  laBt,  gleich  1  1st.  Beachten  wir  nun;  daB  mh+1  der  Voraus- 
setzung  nach  fur  jeden  beliebigen  Wert  yon  h  durch  mh  teilbar  istr 
so  erhalten  wir: 

-s  oo 

\       V  _^i± 


Q,  -  y     mk 

wo  die  GrroBen  -——  ganze  positive  Zahlen  sind;  die  mit  li  unbegrenzir 

mk 

wachsen,  und  y  =  xmk  1st. 

Die  Punktion  5r(2/)7  die  von  derselben  Natur  ist  wie  3?(#),  wird 
in  eine  Potenzreihe  ®(y)  transformiert,  deren  Koeffizienten  positir 
sind  und  deren  Konvergenzradius  1  ist,  wahrend  der  Pnnkt  y  =  1  fiir 
sie  ein  singularer  Punkt  ist;  mitnin  sind  fur  $R(V)  alle  Punkte  sin- 
gular,  die  durch.  die  Grleichnng  x™k=  1  gegeben  sind,  d.  h.  die  Punkte: 


. 

(3)  1;  e'»k  ,  em*~,  -  •  •,  e      mh 

In  diesen  Punkten  vernalt  sici  die  Differenz  9$(x)  —  $i(x),  deren 

J_ 
Konyergenzradius    a'"*  >  1  ist,  regular;  sie  sind  sornit  fiir  jedes  be- 

liebige  k  singulare  Punkte  der  Reihe  ?|3(^). 

Die  Menge  der  alien  moglicnen  Werten  von  Tc  entspreclienden 
Punbte  (3)  ist  auf  dem  ganzen  Einheitskreise  iiberall  dicht,  folglich 
sind  samtliche  Punkte  dieses  Kreises  singulare  Punkte  der  Reihe 
?P(#),  die  deshalb  nicht  tiber  den  Einneitskreis  hinaus  fortsetzbar  ist 

Wie  schon  bemerkt,  erbalt  man  die  Reihe  $£(#)  aus  (1),  indent 

man  fiir  jedes  Glied  -  -;'-  -  seine  Entwicklung: 

a  —  x  h 


einsetzt  und  nach  Potenzen  von  x  ordnet.  Da  sich  nun  (1)  fur 
positive  Werte  von  x,  die  nicht  groBer  sind  als  17  aus  positiven 
Grliedern  zusammensetzt,  die  Entwicklungen  aber,  die  an  Stelle  der 
einzelnen  Grlieder  treten,  gleichfalls  aus  lauter  positiven  Gliedern  be- 
stelien,  so  ist  die  durch  die  Substitution  gewonnene  Reihe  fiir  x  <I  1 
absolut  konvergent;  also  ist  es  auch  die  Reihe  $£(#),  die  man  daraus- 
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durch  Umstellung  ihrer  Grlieder  erhalt.  Da  schliefilich  die  Koefti- 
zienten  der  fur  x  =*  1  konvergenten  Reihe  $(#)  samtlich  positiv  sind, 
so  konvergiert  ^5(#)  auch  fur  jedes  x  vom  absoluten  Betrage  1;  d.  h. 
in  jedem  Punkte  des  TJmfangs  des  Einheitskreises. 

Unterwirft  man  die  ah  weiteren  Bedingungen,  so  kann  man  es 
dahin  bringen,  da6  auch  sarntliche  Ableitungen  von  $£(#)  langs  dieser 
Kreislinie  Convergent  sind. 

Wird  jedes  Grlied  von  (1)  in  einfache  Brache  zerlegt  und  mit  sh 
eine  primitive  Einheitswurzel  wA-ten  Grades  bezeichnet,  so  hat  man:1) 


n 


F(x) 


-2 


1  V 

™h~l   ^J 


daraus    ergibt   sich;    da   die   gliedweise   Derivation   zulassig   ist;    fiir 
F<rix    der  Ausdruck: 


1  \r  +  l 


1)  Hat  man  den  iationalen 

' 


1st,  und  setzt  man  samtliclie  bt  als  voneinander  vereckieden  voraus,  so  isb  die 
Zerlegung  in  einfaclie  Briiche  durcli  folgende  Formel  gegoben: 


In  unserm  Falle  1st: 


;also: 


jdaraus  folgt: 
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Nun  1st  einerseits  fur    x  \  <  1  : 
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x 


andrerseits  fur  jede  positive  Zalil 


also  im  besonderen  fur  k  =  —  1&*  a  : 

mh    * 


daraus  folgt: 

x       ehi 
und  demnach: 


m.  a 

, h 


Unterwerfen  wir  die  ah  der  Bedingung: 


.  j_ 
-  nS 


so  erhalten  wir: 


Es  ist  aber: 


r  +  1 


-  _  4- 
"-1 


nun  ist  die  letzte  Reihe  konvergent;  da: 


,       1 
ist    foMich  konverffiert  aucL.  die  Reihe    J^~rir^ri.     Daraus  folgt; 

;  °  ° 
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daB  F^(x)  fiir  jedes  x  vom  absoluten  Betrage  <^  1  einen  endlichen  Wert 
besitzt.  Auf  dieselbe  Weise  wie  oben  schlieBt  man  daraus,  daB  *p(r>(#) 
fiir  jedes  x  vom  absoluten  Betrage  <J  1  absolut  konyergiert. 

Wir  haben  also  eine  Potenzreihe  gebildet,  die  samt  ihren  Ab- 
leitungen  in  aEen  Punkten  des  Umfangs  des  Konvergenzkreises  ab- 
solut konyergiert  und  fiir  welche  dennoch  alle  diese  Punkte  singulare 
Punkte  sind. 

385.  Ein  weit  einfacheres  Beispiel  einer  Reihe,  die  Hings  der 
ganzen  Peripherie  inres  Konvergenzkreises  absolut  konvergiert;  ohne 
da6  indes  ihre  Ableitungen  konvergent  sind,  ist  folgendes: 

CO 

V?7' 


diese  Reihe  hat  den  Konvergenzradius  1  und  konvergiert  absolut  fiir 
x  |  =  1. 

Von  grofierem  Interesse  ist  es;  an  einem  Beispiele  zu  zeigen;  da8 
es  Reihen  gibt,  die  zwar  in  alien  Punkten  des  Konvergenzkreises^ 
aber  nicht  absolut  konrergieren. 

Von  solcher  Art  ist  die  Reihe: 


wo  E(f)  wie  gewohnlich  das  grofite  in  der  positiven  Zahl  t  enthaltene 
Ganze  bezeichnet. 

Wir  schreiben  der  Kiirze  halber: 


Offenbar  hat  man: 
c i    ffiv  (VL 

JL      X  U.1      {jll  fl  j.  /      _  .N-   /  V      ^>    {  a  IV !      JL  1/7  c\ 

mithin  far  (2ft  -  I)2  <;  h  ^  (2ft)2  -  1: 

*4 --3  +  5-7  +  9 +  (47,;  -  3)  -  (h  +  1  -  (2  k  -  I)2)  - 

=  2 (ft - 1)  -  (7i+  1  -  (2ft - 1)2)  -  47c2-  27c  -  2  -  fc; 

tf4 --3  +  5-7  +  9 (4ft -1)  +  (A  +  l  -  (2ft)2)  = 


Uber  die  singularen  Punkte  der  analytischen  Funktionen  419 

Es  ist  insbesondere: 

Daraus  folgt  in  den  beiden  Fallen: 


(2) 


Betrachten  wir  zunachst  die  erste  Form  el  (2).     Wachst  h  YOU 
;  — -  I)2  —  1   an;   so  ist  zuerst  -i  positiv  und  abnehmend;  fiir: 


wird  -—  <  0,  und.  wenn  man  schreibt: 

=  '      ' 


ya\ 

so  ersieht  man,   daB 


-J  [A  -  (4fc»-  2fc  -  2)], 


zngleich    mit   Ji    ziHLimmt.      Eine    analogs 


SclaluBweise  gilt  fur  die  zweite  Formel  (2).    Man  kann  daner  schlieBen, 


dafi   die  Maximalwerte  von   i    /I  i  fiir: 


(r-2,3,..-) 


auftreten.     Da  aber: 


2&  + 


—  2 


so  folgt: 
(3) 

mitMn: 
(4) 


(27(;  —  I)2  — 


Liegt  andrerseits  allgemein  die  Summe  ^ phqh  vor  und  wird: 


27* 
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gesetzt;  so  kann  man  identisch  scloreiben: 

n  n  —  1 

(5) 


Setzt  man  insbesondere  ph  =  sh,  qh=*  y,   so   erhalt  man  daraus: 


it 

fi  =  l  7i  =  l 

und  somit  wegen  (4): 


-KI  1 
Mit  Rucksicht  auf  (3)  ergibt  sich.  ami,  da  ja  2  \  konvergiert l), 

oo  A  =  1  ft2 

daB    auch    ^  j~   konvergent  ist. 

Dies  vorausgeschickt;  wollen  wir  jetzt  beweisen;  daB  die  Reihe  (1) 
fur  jedes  x  vorn  absoluten  Betrage  1  konvergiert. 
Aus  der  Identitat  (5)  ergibt  sich: 


h  =3 

also  fur  #  4=  1  : 


V 


und  hieraus,  wenn  man  beachtet;  daB  lira. --=•()  ist: 

n  —  oo 


Da  aber  j  1  —  xh  \  <  2  ist  fur  jedes  |  x  |  =  1  und  fur  jedes  be- 
liebige  h,  so  ist  die  Konyergenz  der  links  stehenden  Reihe  erwiesen, 
sobald  wir  zeigen  konnen;  daB: 


1)  Cesaro-Kowalewski,  a  a.  0.,  S.  139. 
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*h  __ 

h        fi+l\ 

konvergiert.    Bemerken  wir  dazu?  daB  Fh  nnd  sh  +  l  stets  dasselbe  Vor- 
zeichen  liaben,  auBer  wenn: 

/^r-l  (,-  =  2,3,-..) 

ist;  so  ergibt  sick?  indem  wir  die  AusschlieBung  dieser  Werte  von  h 
(lurch  einen  Strich  anzeigen: 

//-V'      !„     .    Vr     1      4.  M- 

^  h \li  -f  1)  ~^~^J  \ra  —"  1  "f"  r2/  7 

nun  ist  aber: 

rs>rs-l>(r-l)9, 


-  _-^ 

A  (h  +  1)       -^J  ft  (A  +  1) 
folglicli: 


7,2  ; 
/*  =  !  /=2  '  A=l 

womit  die  Konvcrgen/.  von   H7  imd  folglich  die  der  Reihe  (1)?  er- 
wieseB.  ist. 

DaB  diese  lotete  lleilie  fur  !  x  \  —  1  nicht  aucli  absolut  konvergent 
ist;  geht  okae  weiteres  aus  der  Tatsache  liervor,  daB  die  aus  den 
absoluten  Betriigen  ihrer  Glieder  gebildete  Reihe  .  die  harmonische 
Reihe  ist;  die  bekanntlich  divergieri 

J{8(>.  Wir  beabsichtigen  jetzt;  im  allgemeinen  zu  untersnchen? 
unter  welchen  Bedingungen  eine  Potenzreihe  in  einem  Punkte  des 
Umfangs  ihres  Konvergenzkreises  konvergiert. 

Wir  setzen,  wie  wir  es  offcer  getan  haben?  den  Konvergenz- 
radius  =  1. 

Um  das  gewtins  elite  Jdiel  zu  erreichen,  mtissen  wir  erst  in  diesem 
and  in  den  folgenden  Artikeln  einige  S'atze  vorausschicken. 

CO 

Ist    2<ih  konvergent;  so  hat  man: 


C  =  -1  A  =  0  A  =  0 

wo  Q  reell  und  ztmehmend  angenommen  wird. 
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Aus   der  Identitat  (5)   des  vorigen  Artikels    folgt  £iir   beliebige 
n  nnd  p: 


« 

Nun   Ia8t   sicli   die   Zahl  w   wegen   der   Konvergenz   der   Reibo 
aA  so  -w'ahlen,  daB  samtliche  Grrofien: 


far  beliebige  p  absolnt  kleiner  sind  als  eine  yorgegebeae  GroBe  tf; 
beacttet  man  ferner,  daB  die  Different  ^  -Q^1  wegen  o  <  1  samtlich 
positiv  sind,  so  earhalt  man  aus  obiger  Gleichung: 


n  +  p 


h=n 


womit  die  gleichmaBige  Konvergenz 

wiesen  ist. 

Wir  sebreibea  demnacb: 


fur  jedes  p  <  1  be- 


,  6  imd 


wo  wir  XLUS  n  wie  vorhin  so  gewahlt  denken,  daB 
fiir  jedes  Q  <  1  aufierdem 

i  =  71 

Funktion  yon  g  ist,  so  konnen  wir  (>  immer  so  nahe  an  1  wahlen,  dafi: 


6  ist.    Da 


A=0  A=0 

wird.    Wir  haben  alsdann  fiir  ein  Hnreichend  nalie  an  1  gelegenes 


[Fber  die  singuliiren  Pnnkte  der  aualytisclien  Ftmktionen  423 

oder;  was  ja  bewiesen  werden  sollte: 


(>  =  1  h  =  0 


Schreiben  wir  ahxh  anstatt  ah?  wo  #  einen  Punkt   des  Urnfangs 
dos  Konvergenzkreises  bezeichnet?  so  haben  wir  den  Satz: 


Konvergiert  J^a/X'  ful>  einen  Punkt  x  des  Umfangs 
des  Konvergenzkreises,  so  ist: 

lim 

(>  =  i 

587.  Die  Umkehrung  des  vorstehenden  Satzes  ist  nicht  all- 
gemein  giiltig;  indessen  laBt  sich  doch  folgender  Satz  beweisen, 
wobei  wir  eine  Reihe  eigentlich  divergent  nennen,  sobald  von 
den  beiden  aus  den  reellen,  bez.  imaginaren  Bestandteilen  ihrer  Grlieder 
gebildeten  Reihen  wenigstens  eine  divergiert: 

CO 

Ist  die  Reihe  ^£ahx/l  far  einen  Punkt  des  Umfangs 
ihres  Konvergenzkreises  eigentlich  divergent;  so  gilt: 


Oflfenbar  geniigt  es  nachzuweisen  (vgl.  den  vorigen  Art.),  daB?  wean 
%h  eigentlich  divergiert: 


^  oo 
<>  =  i;jto 
ist. 


Es  sei  %=JPA  +  ^AJ  ™&  es  ^aoge  die  Reihe  ^£ph  divergieren. 

A  =  u 

Htrebt  ihre  Sixmme;  um  einen  bestimmten  Fall  ins  Auge  zn  fassen; 
der  Grenze  +  oo  zu;  so  laBt  sich  ein  Index  M  von  der  Art  angeben? 
daB  die  Summen: 
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ftii  jedes  ft  ^  M  samtlick  positiv  sind.  Bezeiclmen  wir  die  uatero 
Grenze  der  GrroBen  sk,  sk+l)  •••  mit  7A7  so  ist  denmacli  lk  >  0  fur 
k^M-,  aus  der  Identitat  (Art.  385;  (5)): 


h  =  0  //  =  0  *  =  //^ 

wo  wi  ^>  M  voransgesetzt  wird;  ergibt  sich.  alsdann  filr  jedes  n: 


mitMn: 

^T»p'>lz-p"     '  weim  /0-0? 

^^P       bo  +  ^9"S  wenn  Z0<0. 
Nimmt  man  ^)  >  —  -r-~  an,  so  hat  man  (Art.  144): 


mithin  : 


Nun  wachst  lm  nnbegrenzt,  wenn  m  unbegrenzt  wachst  oder  $  der 

n 

Grrenze  1  zustrebt;  mithin  waclist  auch  ^phQk  unter  denselben    Um- 

7i  =  0 

standen  unbegrenzt?  und  man  kann  schreiben: 


woraus  folgt: 

cc 

h  ==  oo. 


388.  Konvergiert  J^X'  fftr  alle  der  Bedingung  \x\ 
gentigenden  Werte  ron  x,  so  ist  fiir  alle  diese  Werte: 
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(2) 


h-l  >,  =  ! 

wo: 

//  /< 

"V  X1  / 

^^^   a^  ^^^J  k(*L 

A  =  0  A-  =  0 

1st.  cc 

Niunnt  man  allgemein  p'<  Q,  so  konvergiert  die  Reihe  J^X  #*' 

A=O 

absolut  (Art.  110)  fur  jecles  x,  dessen  absoluter  Betrag  $'  niclit  xiber- 
steigt;  dasselbe  gilt  fiir  die  Reihc: 


Multipliziert  mail  die  boiden  Beilien  miteinander,  so  erlullt  man: 


oiuo  Relatiori;  die  mit  (1)  ubereinstimrnt. 

00 

Setzt  mail  ^ahooh  —  ty(%)?  so  ist: 


beaclitet  man.  nun;  daB  die  Reilie  $'(V)  zugleich  mit  Sp(a?)  konvergent 
ist  (Art.  l*-)4);  so   erha.lt  man  daraus  in  derselben  Weise  wie  oben: 


CO 

woraus  erhellt,  dafi  J^\v,X'  ^ir    ^  i  <  9  konvergiert.     Dasselbe  kann 

h  =  t  oo 

also    (Art.  134)    von   der   Integralreihe   ^;^-j^'  +  1   oder;   was   auf 

h  =  i    "i 

CO 

einH    Hnauskommt.    von   der    Reihe   ^^r:-^',   folglich    auch   von 

cc      t/  ^i^-r1 

^l.5{—  /pA-i    uaud    schlieBlich    auch    von    der    Integralreihe    dieser 

/r^i^1  0=    gr 

letzteren  Reihe,  d.  h.  von  2  m^\xh  hehauptet  werden. 

-         '*  "     !  J 
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Beachten  wir  nunmelir,  daB: 


ist;  so  folgt: 


It -I 

n-1 


Da  nun  ^srhxh  konyergiert;  so  1st: 
A  =  O 

lim  snxn  =  0 

7i  =  00 

und  um  so  metr: 

sr 

lim  ~~xn  =  0, 
v).  * 


h        ffJi 

4-1      ; 


was  mit  (2)  ubereinstimmt. 

Wir  bemerken  ferner?  daB  aus  Gleichung  (3)  fiir  x  ===  1  folgt: 


389.    1st  lim  —  —  0,   so  liat  man: 

V).  ' 


lim    (1-p)  j£\(>*  I  ===0- 


Man  kann  schreiben: 
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nun  hat  man  fur  Q  <  1  zufolge  der  Grleichung  (1)  des  vorigen  Artikels: 


H  =  H  + 1 


A  =  n  + 1 


mitldn : 


A  =  0  //  =  0 

und  infolgedessen: 


h  =  w  +  1 


oder,  da  |  ,9n  |  <^  ^  ah    ist 


rt  =  0 


//  =  o 


A 

Da   -^  der  Voraussetzung  gemaB  der  Null  zustrebt,  wenn  h  un- 
endlicli  wird;   so  laBt   sicn  %  so   groB   wah.len7   daB  fiir  jedes  h  >  n: 


wird?  wo  6  erne  willkurliche  positive  GrroBe  ist;  beachtet  man  ferner?  daB: 


so  erhalt  man  aus  der  gefnndenen  Ungleichung: 


wo  der  Kurze  halber: 
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gesetzt  worden  ist.    1st  also  Q  >  1  —  ^  ?  so  ^a^  man: 


eine  Ungleicnimg,  die  unsere  Bekairptung  beweist. 

Setzt  man  auch  hier  ahxh  statt  ah,   so  gewinnt  man   den  Satz: 
Ist  fur  ein  x  Yom  absoluten   Betrage  1: 


so   ist  aucn: 


lim 


oder?  was  dasselbe  ist: 


^- 

Man  wird  bemerken,  da6  dieser  Fall  flir  alle  x  vona  absolute^ 
Betrage  1  eintritt,  sobald: 


(2) 


=  0 


ist.     Die  Pormel  (2)  und  folglich  auch  die  Formel  (1)  gelten  iminer; 
wenn  lim  an  =  0  ist1). 

W=  CO 

390.   Nacn  alien  diesen  Vorbereitungen  laBt  sich  folgender  Satz 
beweisen: 

Die  notwendigen  und  hinreicnenden  Bedingungen  daftir? 

CO 

daB  ^ah  konyergiert;  sind  folgende: 


1)  Besitzt  die  Folge  w1?  w8,  •  •  •  eine  Grenze  w,  so  ist  bekanntlicli  (Cesuro- 
Kowalewski,  a.  a.  0.,  S.  98,  (#)): 


es  hat  aber   a/4  1  im  vorliegenden  Falle  Null  als  Grenze,  also  findct  dasselbe  auck 

ah    statt. 


fiir    -- 


=  o 
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I.  Wenn  sick  $  nack  zunekmenden  Werten  der  Grenze  1 

00 

nakert,  so  muB  sick  ^  ah^h  eiuer  bestimmten  Grenze  nakern; 

A  =  0 

/i 

II.  Setzt  man  sh'  =  ^£kak,  so  muB: 


(1)  lini  Sn  =  0 

V  '  »  =  <*  n 

sein. 

Da8   die  erste  JBedingung  notwendig  ist;  erhellt  aus   dem  Satze 

h 

des  Art.  386.     Setzt  man  nun  wie  fruher  sh  =^ak  und  bezeichnet 

i-  =  0  oo 

mit   6'   die    Summe    der   als    konvergent   vorausgesetzten    Reihe  2ah 

A  =  0 

oder  den  Grenzwert  von  sn  fur  lim^-  =  oo;  so  ist  zufolge  des  in  der 
letzten  Annierkung  angefiihrten  Satzes: 


Es  ist  aber: 


mithin: 

/  4?»  T        /  Sn       n     \  T         Sn 

(sn  —  *       ==  lim  (  sw  --  -  —  p-  I  =  5  —  km  —  . 

n  W  WW        1/  ^; 


woraus  sich  (1)  ergibt. 

Urn  zu  beweisen,  daB  die  Bedingungen  L7  II.  anch  Kinreickend 
sind;  greifen  wir  auf  (2)  in  Art.  388  zuriick: 


(2)  '  =      /f;r^  +  a  - 

~ 


Nack  I  nakert  sick  ^?ahQh,   wenn   sick  ()    der  Einkeit   n*akert7 


einer  bestimmten  endlicken  Grenze  ,  die  wir  mit  I  bezeicknen  wollen, 
Ist  aber  lim^==0;  so  folgt  (vgl.  den  SckhiB  des  vorigen  Artikels): 


•0; 
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setzt  man  nh  =  7-777  und  beachtet,  daB  naeli  II.  liin  jHr^  =  0  ist,  so 
ergibt  sich: 


Die  Grleicnung  (2)  liefert  uns  mithin: 


Nach.  II.  laBt  sicli  fur  jede  vorgegebene   positive  GroJBe  <?  eine 


ZaM  w  von   der  Art  bestinimen;    daB 


li 


^  fur  jedes  li>n  wird. 


LaBt  man  sich  Q  durch  die  Werte  -^-;  •§-,  f,  •  •  •  hindurch.  der  Einheit 
nahern  und  nimmt  man  p  — an,  so  erhalt  man: 

\  V).  ' 


V         ! 


-i\* 

w    /' 


V 


7t  =  n  +  1 


Man  kann  also  schreiben: 

i  _i;™  V       s* 


Wir  setzen  nun: 


Sh        (n  — 


so  daB: 


lim  !,„ 


ist;  und  ziehen  die  Formel  (4)  des  Art.  388  heran,  die  sich  folgender- 
maBen  schreiben  laBt: 

n  +  1  n 

,        fl  _  Vfl  _  V 

d«4.t  ^ft    /     i    **/!   /    • 
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Daraus  ergibt  sich: 


Nun  1st3): 


mithm: 


h  +  l   ' 


da  sich  aber  —  ?--  nach  II.  der  Null  nahert.  so  nahert  sich  (S.  428.  Anm.)) 
n  + 1  \  >  / 

n          i 

auch    —  ^T^^f-r  der  Null;  man  hat  daher  schlieBlich: 
oder: 


womit  die  Konyergenz  der  Reihe  ^^A  erwiesen  ist. 


1)  Sind  yfct,  fc2,---,  fcr   r  positive  Grofien  und  zwar  kleiner  als  1,, 
und  ist  r  eine  ganze  positive  Zahl,  so  hat  man: 

77  C1-*,)^1-^' 

/  =  1  *  =  1 

wobei  das  Gleichheitsxeichcn  mir  fiir  r=l  gilt. 

Diese  Relation  gilt  augenscheinlich  fiir  r  =  2.    Angenommen,  sie  gelte  fur 
r  —  1  ,  es  sei  also  : 


so  folgt  daraus  durch  Multiplikation  mit  (1  —  Jc^j  : 


besondern  hat  man  fiir 


•  •  •  =  Jc  =  k: 
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391.    Setzt  man  aAo/'  statt  c«A,  wo  |  x   =  1  ist,  so  erhiiit  man  doa 
Satz: 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafiiv, 

CO 

da8  ^£ (ifiX!1  fur  ein  x  vom   absoluten  Betrage   1   konvergiert, 

7i  =  0 

sind  folgende: 

I.  Wenn  sich  Q  nach  zunehnienden  Werten  der  Grrenze  1 

cc 

nahert;    so    mn6    sieh  J^X^7'^74    einer    bestimniten    endlichea 

n  «i  7'==0 

(jrenze  naliern; 

II.  Es  muB: 

n 

(1)  lim-1 

v;  »=«» 

sein. 

1st  im  besondern  lim^-a^  =  0,  so  folgt  (S.  428,  Anm.): 


mithin  gilt  (1)  ftir  jedes  x  vom    absoluten  Betrage   1.     Man  erhalt 
also  den  Satz: 


h  konvergiert;  wenn  limna,fi  =  0  ist  und  wenu   sich 

7Z  =  CC 

fiir   lim     =  l    einer    bestimmten    endlichen   Grenze 


nahert. 


392.     Sind  alle  Punkte  des  Konvergenzkreises  singulare  Punkto, 
so  kann  es  sich  dennoch  ereignen?  dafi  die  Reihe: 


in  einigen  von  ihuen  konvergiert-  ja;  dieser  Fall  kann  sogar  ftir 
erne  unendliche,  auf  dem  ganzen  Konvergenzkreise  iiberall  diohte 
Punktmenge  eintreten?  wie  in  dem  Beispiele,  das  wir  demnachst  ent- 
wickeln  werden1).  Es  muB  indessen  darauf  hingewiesen  werden;  dafi 

1)  Pringslieim  hat  gezeigt,  daB  alsdaun  die  nntere  Grenze  der  Kon- 
vergenzradien  der  lieihe  (1)  Mr  die  Punkie  irgencl  eines  Bogens  dea  KonvergenK- 
kreises  der  gegebenen  Reihe  notwendigerwcise  Null  ist. 
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die  Reihe  (1),  wenn  sie  aucli  formell  rait  der  in  bezug  auf  den 
Punkt  c  transforinierten  Reihe  zusammenfallt,  gleichwohl  nicht  als 
solche  bezeichnet  werden  darf;  da  sie  ja  tatsachlich  nicht  den  Wert 
der  betrachteten  Funktion  in  der  Umgebung  des  Punktes  c  darstellt, 
weil  dieser  Punkt  fiir  die  Funktion  singular  ist. 
Es  liege  der  arithmetische  Ausdruck: 


vor,    wo   (i  eine  ganze  Zalil    bedeutet,    die    grofier    als   1   ist.     Wird 
j;  =  u  +  iv  gesetzt,  so  hat  man: 


//=0 

and  die  Reilie  der  absoluten  Betrage  der  Grlieder  yon  F(x]  ist: 


Nun  kann  man  nacli  Annahme  eines  willkurliclaen  6  eine  Zahl  n 
derart  bestimmen,  daB: 


wird;  an  drer  seits  hat  man  fiir  v  ^>  0: 

f>-vah  < 

v        — 

mitbin: 


und  die  Reihe  (2)  ist  in  der  Halbebene  oberhalb  der  reellen  Achse  mit 
EinschluB  dieser  Achse  selbst  unbedingt  und  gleichmaBig  konvergent. 
Dasselbe  laBt  sich  von  alien  ihren  Ableitungen  behaupten.     Man 
hat  in  der  Tat: 


h-O 

die  Reihe  der  absoluten  Betrage  der  Grlieder  ist: 
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Vergleicht  man  sie  mit  der  konyergenten  Reihe: 


so  gewinnt  man  das  gewunschte  Ergebnis. 

Wir  wollen  jetzt  die  Entwicklung  nach  der  Taylorscken  Keltic 
in  der  Umgebung  eines  Punktes  c  betrachten. 

Wir  werden  zeigen;  dafi  diese  Reihe,  unter  ciner  beschrankenden 
Voraussetzung  hinsichtlich  der  ganzen  Zahl  a,  fiir  eine  auf  der  ganxen 
reellen  Achse  iiberall  dicnte  Punktmenge  einen  yon  Null  yerschicdenen; 
ja,  sogar  unendlichen  Konyergenzradius,  fur  eine  andre  Punktmenge 
derselben  Art  aber  den  Konyergenzradius  Null  besitzt. 

Wir  ziehen  zunacnst  den  Punkt: 

c  =  (m  +  {)JT 
in  Betracht,,  wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.     Es  ist  dann: 

i.     I          1  \ 
a!1  i  (  m  +  ,,  I  it 
\         2  I 


_ 

hl 

A  =  0  A  =  0 

Setzen  wir  a  als  ungerade  Zahl  yon  der  Form  4A  +  3  yoraus, 
so  haben  wir: 

c-ir  "*-(-!)'", 
^-(_i)*ii), 

raithin: 


Ferner  ist: 

7         /  1 

af'l  [m  +  -~ 


ri-  »rA  -  (-  l)m»p+Jc-«r. 

4=0  '" 


1)  Da  die  ungeraden  Potenzen  von  a  die  Form  47c  -|-  3 ,  die  gcraden  die 
Form  42.--J-1  haben,  so  ist,  wenn  I-,t  eine  gauze  Zahl  bedeutet: 

ffl"  =  47c/,  +  (-l)i; 
beachtet  man  ferner,  da8: 

»4=1,        i±l=±i, 

SO  folgt: 
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Fiir   den  betrachteten  Pxmkt  o  wird   demnach  die   Reihe   (1)   zu 
folgender: 


da  aber: 


1st,   so   sind   die  Koeffizienten  von  (3)  absolut  kleiner  als   diejenigen 
der  Reihe   ^^(x  —  u)r,  die  einen  unendlichen  Konvergenzradius  hat. 

r=0     * 

Daher  hat  auch  (3)  einen  unendlichen  Konvergenzradius. 
Ziehen  wir  jetzt  den  Punkt: 


in  Betracht,    wo   q  eine   beliebige  positive   ganze  Zahl   bedeutet?    so 
haben  wir: 


/i! 


Da  nun: 

1st,  woraus: 

e   ' 
folgt,  und  da  ferner: 


=  1 


<2 


28* 
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ist,  so  ergibt  sich.: 

^  -["  «*-«,(*,+ i)* 

^y  .1/1  ^       w '     i*  / 

>^j  J 

7t=0 

mithin: 

Analog  1st: 


*=0 


«»-8,(m4.i)« 

(  "' 


,//  =  o 


A»2 


Nun  1st: 


1       r 

Til  a' 


folglich: 


Die  Koeffizienten  von  (1)   sind  also  absolut  kleiner  ale  die  ent- 
sprechenden  der  Eeihe: 


die  einen  unendlichen  Konvergenzradius  hat,  wie  man  daraus  ersieht, 
daB  sie  sich: 


sckreiben  Ia6t. 
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Daraus  folgt,  dafi  auch  (1)  einen  unendliclien  Konvergenzradius 
besitzi 


Die  Punkte: 

"** 


(a  -0,1,  a,--.) 


bilden  eine  auf  der  ganzen  reellen  Achse  liberal!  dichte  Menge,  d.  h. 
es  lafit  sich  nach  Annahme  einer  beliebigen  reellen  Zahl  d  und  einer 
beliebigen  positiven  Zahl  6  eine  der  Zahlen  (4)  angeben,  die  sick  von 
(/  ihrem  absoluten  Betrage  nach  um  weniger  als  o  nnterscheidet. 

Benutzen  wir  a  als  Basis  eines  Zahlensy  stems  ?  so  wird  irgend 
eine  reelle  Zahl?  z.  B.  -—  ;  durch  eine  endliche  oder  unendliche  Ent- 
wictliing  von  folgender  Form: 


dargestellt,  wo  ^?0  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null 
ist;  piy  j>2,  •  •  •  aber  ganze,  nicht  negative  Zahlen  bedeuten;  die  kleiner 
als  a  sind. 

Wir  setzen  die  Butwicldung  zunachst  als  endlich  voraus;  dann  ist: 

2  d 


wo   n   eine    ganze   Zahl    ist.     Ist   n  ungerade,   etwa  =2w+l7   so 
hat  man: 


d  ist  demnach  einer  der  Punkte  (4).     1st  n  gerude,  so  suche  man  eine 
gauze  positive  Zahl  s  von  der  Art,  daB: 


wird,  und  nehme  eine  ganzo  Zahl  t  an,  die  groBer  als  $  und  q  sein 
moge;  alsdann  setze  man: 


>_  4.  _ 

""  ' 


8 


Da  n  gerade  ist,  so  ist  wa^-f  l  ungerade  und  c  ist  einer  der 
Punkte  (4);  man  hat  ferner: 


^  ^ 

—  <  -  s<<5. 

2  of       2  a8 
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1st  dagegefl  die  Entwicklung  (5)  unendlich,  so  kann  man  sclireiben: 


woraus  bekanntlich  folgt: 

n  +  l 

oder  auch: 


Bins  der  beiden  AuBenglieder  dieser  Ungleichung  1st  eine  der 
Zahlen  (4)7  beide  aber  urLterscheiden  sich  von  d  um  wenigor  ills  (?. 
Damit  1st  die  Behauptung  bewiesen. 

Zielien  wir  schlieBlich  die  Punkte: 

/•  n\  Wj'Jt  /  r\      -i       c\  \ 

(6)  c«~  (2*0,1,2,-..) 

in   Betrackfc    und   nehmen    zuvorderst   q  ==  0,    d.  L   c  ~  7?^^    an;    so 
liaben  wir: 


A  =  0 


A  =  0  k  -  0 

und  die  Reihe  (1)  wird  zu  folgender: 


da   nun   ar  >  r2  1st   fur  jedes    hinreichend   groBe  r,   ferner  offenbar 
r!  <  rr  ist;  so  folgt: 


Bs  wachst  aber  —  zugleicli  mit  r  unbegrenzt;  dasselbe  laBt  sich 


mithin  yon  I/  —  beliaupten;  und  die  Reihe  (7)  hat  demnach.  (Art,  113) 
den  Konvergenzradius  Null. 
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Es  sei  jetzt  q  >  0.     Alsdann  1mb  en  wir: 
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=  >f 


y *  a*- 
^  h\a 

./<=<) 


ii\ 


X1    1         ,./      n 

~Zi^.a  e 


(~    I)* 


„  //  =  o 
r  </  —  i 


Nun  1st: 


andrerseits   laBt   sicb   fiir  jedes   yorgegebene  q  eiue  Zabl  Tc  yon   der 
Art  angeben;  daB  fiir  jedos  s  >  7r: 


wird;  uncl  somit  auch  eine  Zabl  t;  von  der  Art,  daB  fiir  jedes  r  >  j: 


ird^  man  hat  ferner  fiir  ein  hinreiclaend  groBes  6': 


oder  aucb: 
und  somit: 


Daraus  ergibt  sich  yon  emern  bestimmten  Werte  you  r  an: 


in  dem  betrachteten  Falle  sind  demnacli  die  Koeffizienten  yon  (1) 
ilirem  absoluten  Betrage  nacb.  beziebungsweise  groBer  als  diejenigen 
der  Reihe: 
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die  die  Null  als  Konvergenzradius  besitzt,  wie  sicli  aus  dem  soebeii 
Gesagten  ergibt. 

Es  hat  also  (1)  in  alien  Punkten  (6)  den  Konvergenzradius  Null. 
Diese  Punkte  bilden  aber;  wie  sick  durch  Wiederliolung  des  fiir  die 
Punkte  (4)  erbrackten  Beweises  wlirde  zeigen  lassen,  eine  tiuf  der 
garizen  reellen  Ackse  uberall  dickte  Menge. 

Setzt  man  exi  =  y}  so  ergibt  sick  aus  (2)  die  Potenzreihe: 


Beacktet  man  nun?  daB  F(oc)  fur  v^O  konvergiert  und  daJi 
|  y  |  =  e~0  1st,  so  ergibt  sick  daraus,  daB  <&(y)  fiir  |  y  \  ^  1  konvergiert. 
Der  reellen  Ackse  der  $-Ebene  entsprickt  der  Einheitskreis  dor 
^/-Ebene;  es  gibt  daker  auf  diesem  Kreise  eine  uberall  dickte  Menge 
yon  Punkten7  in  deren  jedem  die  Taylorscke  Entwickluug  einen  im- 
endlicken  Konvergenzradius  hat;  und  eine  zweite  uberall  dickte  Menge 
von  Punkten,  in  deren  jedem  sie  den  Konvergenzradius  Null  besitzt. 


4.  Prage. 

393.  Der  Cauckyscke  Satz  (Art.  113)  laJJt  sick  gewisserniaiJen 
als  kierker  gekorig  betrackten;  insofern;  als  er  ja  gestattet;  auf  Grand 
der  Werte  der  Koeffizienten  einen  Bereick  zu  bestimmen?  innerkalb 
dessen  keine  singularen  Punkte  vorkanden  sind.  Einen  solchen  Bereich 
bildet  namlick;  wenn: 

I  =  lim  fyuh 

7i  =  oo 

ist;  der  mit  dem  Radius  j  um  den  Anfangspunkt  besckriebene  fceis. 

Als  eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  kann  man  die  TJnter- 
suckungen  von  Fabry  anseken,  deren  Grundlagen  wir  darlegen  wollen^ 
wakrend  wir  fiir  die  zaklreicken  Folgerungen,  die  sich  daratis  zielien 
lassen,  auf  dessen  Abkandlung  verweisen. 

00 

Es    sei  ]£ ahxjt    das    dem   Anfangspunkte    entsprechemle 

/i  =  0 

Element  einer  analytiscken  Funktion  f(x),  I  eine  beliebige, 
8  eine  reelle  positive  GroBe;  und  es  werde: 

(1)  ^=&X+M 
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gesetzt.     Hat   das    groBte   Element   der   abgeleiteten   Menge 
der  Menge  der  reellen  und  positiven  Werte: 

(2)  ]/  ^'f+J^O^Vm  (A-1,2,..-) 


fiir  samtliche  Werte  von  n   einen  endlichen  Wert  I,  so   ent- 
halt  der  Teil  der  Ebene,   dessen  Punkte  der  Ungleichung: 

(3)  \x\-e\l-xKl 

geniigen,   keinen  singularen  Punkt  der  Funktion  /*(#)>   aus~ 
genommen  etwa  den  Punkt  x  =  co,  der  ein  Pol  sein   darf  l\ 
Aus  (1)  ergibt  sich  olme  jede  Schwierigkeit: 

/>"«4+.  =  ^  +  f;)  *  +  g)  ^+. 

und  somit: 

_     c 

- 


(H+7'l)!  ^V 

i\(n  —  i}\  \b) 

^ 


oder  auch  (S.  8S;  Anm.): 


wofiir  man  auck  sckreiben  kann: 


Nun  hat  man  fiir  liinreicliend  groBe  Ji,  wenn  ^>  der  Konvergenz- 

00 

radius  der  Eeihe  ^ahxh  1st  (Art.  113): 


1)  Um  vpn  liier  aus  zu  dem  Cauchysclien  Satze  zu  gelangen,  brancht 
man  nur  n  «=  0  zu  setzen  und  0  beliebig  klein  zu  nehmen. 
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wird  1)  =  $&l  gesetzt;  so  folgt  daraus: 

(5) 
mithin  ist: 


Die  rectts  steLende  Reike  konvergiert  (vgl.  S.  88;  Anm.J  tiir: 


mithin  konvergiert  (4)  sicherlich;  weun: 


ist.     Ferner  1st: 


und  folglich.  um  so  mehr: 


x 

) — X 


die  rechts  stehende  Reihe  konrergiert;  wenn: 


1st,   und  man   erhalt   durch  Einsetzung  ihres  Wertes  (S.  88,  Aura.): 


mithin : 


Der   letzte   Faktor   nahert    sich.   fur   lim  h  =  oo    der    Grenze    1 ; 
folglich  ist: 


1  —  i 
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Andrerseits    reduziert    sich    J)J    auf   cch   fur   n  =  0;    es    ist    aber 
(Art.  113)  lim  y  ah  =      ?  folglich  /I  >  —  .     Man  hat  demnacli: 


(6) 


oder: 


Fur  hinreiehend  groBe  h  ist  nach  der  Definition  yon  1: 

m  <  (A  +  eY 


setzt  man  der  Einfacliheit  wegen  voraus,  die  Ungleichung  gelte   fiir 
jeden  Wert  von  n,  so  hat  man  aus  (4): 


I  — X 


X 
1)  — X 


mid,  wenn 


X 

b  —  x 

<  0  ist: 

b 

A  +  i 

^     1)  —  X 

I 

1  —  - 


woraus  folgt: 


<1 


Hieraus  ergibt  sich  (Art.  113),  daB  der  Konvergenzradius  der  in 

1  x 

bezug  auf  den  Punkt  x  transformierten  Reihe  I>  ,  -  1  — ,~    ist,  und  daB 

sich  die  Funktion  demnach  in  jedem  Punkte  regular  verhalt,  der  yon 
x  um  weniger  als  diese  GroBe  entfemt  ist,  Es  sei  nun  y  =  ye^1  ein 
solcher  Punkt;  so  daB  also: 

ist,  worm  0  <  <?  <  1 .     Setzen  wir: 


wo    nach   dem   Vorhergehenden   £  <  6   sein   muB,    so   laBt    sich   die 
Gleichung  (7)  schreiben: 
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-</>/ 

h  ~r  D  i  b  ~r  f 

oder  auch: 


wo  co  eine  reelle  GroBe  bedeutet,  deren  Wert  fur  uns  von  keiner 
Bedeutung  ist.  Schreiben  wir  diese  Gleichung  folgendermafion : 

so  stellt  ihre  linke  Seite  einen  Punkt  der  Kreislinie  urn  £?/  init  dem 
Radius  ??,  ihre  rechte  Seite  einen  Punkt  der  Kreislinie  uni  £/>  init  dem 

Radius  -r  dar;  und  die  Gleiehung  sagt  aus,  daB  die  beiden  Kreislinien 

gemeinsame  Punkte  haben  mussen.  Damit  dieser  Fall  eintritt,  ist  es 
notwendig  und  hinreichend,  daB  die  Entfernung  ihrer  Mittelpunkte 
zwischen  der  Differenz  und  der  Summe  ihrer  Radien  liegt,  d.  h.  daB: 


ist.  Wir  bemerken?  daB  wir  uns  darauf  beschranken  konncn?  die- 
jenigen  Punkte  y  in  Betracht  zu  ziehen,  die  nicht  innerhalb  des  in  it 
dem  Radius  Q  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  Kreises  liegen, 
weil  wir  ja  bereits  wissen;  daB  die  Funktion  innerhalb  dieses  Kreises 
regular  ist.  Wir  konnen  sonach  |  y  \  >  Q  annehmen',  wegen  (6)  folgt 

daraus  \y\  =y  > ;     >     ;  und  die  yorige  Ungleichung  laBt  sick  schreiben: 

1        A  L 


Wahlt  man  y  so,  daB  es  (3)  befriedigt,  ist  also: 

(»)  \y  ~e\i-y\<\, 

so  kann  man  einen  positiven  Wert  6,  kleiner  ale  1,  derart  bcstimmen, 
daB: 

\y\-0   b-y  <{ 
oder  auch: 


wird;  man  kann  sodann  einen  positiren  Wert  £  <  0   derart  wahlen, 
daB: 

^     ^    *    \-L  \      ^  ,       $ 

7?  —  y<bl^  —  #<^+  r 

ft  A/ 
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wird,  Jeder  Punkt  y,  fur  welchen  (9)  gilt,  besitzt  demnacli  die 
Eigenschaft,  da8  ilim  ein  Pnnkt  x  von  der  Art  zugeordnet  werden 
kann;  dafi  (8)  oder  (7)  befriedigt  wird,  oder  mit  andern  Worten:  Die 
Funktion  f(x)  ist  in  jedem  Punkte  x,  der  (3)  geniigt,  regular, 

394r.   Wir  ziehen  jetzt  im  besondern  die  Punkte  des  Konvergenz- 

00 

kreises  der  Reihe  ^ahxk  in  Betracht,  d.  h.  wir  setzen  r\  =  Q.  Aus 
(SO  wird  dann:  ;'  =  0 


oder: 
(Ij 

Daraus  folgt: 

oder  aucb.: 


Durcb.  Entwicklung   von  (Ij    erhalt   man  nacb   einigen  leicnten 
Umibrmungen  : 


Die  linke  Seite  dieser  Ungleicbung  kann  nicht  negativ  sein;  die 
Ungleichung  wiirde  sonst  fur  jeden  Wert  von  $  gelten  und  der 
Konvergenzkreis  keinen  singularen  Punkt  entbalten,  was  unmoglica 

ist  (Art.  155).     Daraus  folgt  erstens;  da8  Q  >  .-  ist,  zweitens,   dafi 

sicn  zwiscnen  0  und  a,  die  Grenzwerte  eingeschlossen,  ein  Winkel  SI 
so  bestimnaen  laBt,  daB: 


wird  5  alsdann  ist  unter  der  stets  zulassigen  Voraussetzung  0^-^ 

^<^  —  y<2jt  —  & 
oder: 

^  +  y<^<2^~^  +  y. 

Der  von  den  Winkeln  iS  +  y  und  2^r  —  &  +  y  eingeschlossene 
Bogen  des  Konvergenzkreises  kann  also  in  seinem  Innern  keine  singu- 
laren Punkte  entnalten. 

Ist  im  besondern: 


.-¥t-f. 
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so  ist  &  =  0,  und  auf  dem  Konvergenzkreise  liegt  der  einzige  singu- 
lare  Punkt  ye?',  d.  h.  sein  Sclmittpunkt  mit  dem  Radiusvektor  luicli 
dem  Punkte  6. 

395,  Der  Einfachheit  wegen  setzen  wir  &  als  reell  und  positiv, 
also  7  =  0  yoraus  und  betrachten  nun  die  Linie: 

(i)  x  -0|z>-0j-  I  =  o. 

Sie  teilt  die  Ebene  in  zwei  (zusammenh'angende  oder  niclit  zu- 
sammenliangende)  G-ebiete,  in  deren  einem  die  linke  Seite  von  (1) 
negativ  ist,  walirend  sie  in  dem  andern  positiv  ist.  In  dem  ersteu 
dieser  Grebiete  yerhalt  sich.  f(x)  sicher  regular.  Es  Uifit  sich  leicht 
nachweisen;  dafi  der  Punkt  x  =  —  Q  in  das  erste3  der  Punkt  x  —  $  in 

das  zweite  Grebiet  fallt.  Beachtet  man  namlich.,  daB  &  =  /3;  $  >  -?-, 
so  hat  man  nach  einer  im  yorigen  Artikel  gemachten  Bemerkung: 


oder  auch: 

(2)  <f-8 

es  ist  andrerseits  wegen  (6)  in  Art.  393: 

(3)  9 


Wird  sc  =  reicf  gesetzt;    so  lautet  die  Gleichung  dor  Kurve  (1) 
in  Polarkoordinaten: 


.  _      r  cos  9? 
oder: 


(4)          r2  (1  -  02)  -  2r       -  &02  cos 
nach  r  aufgelost,  liefert  sie: 


oder  auch: 


Wir  netmen  zunaelist  d  <  1  an. 
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Es  geniigt,  wie  wir  wissen,  die  Werte  *'>-/,    zu  beriicksiclitigen. 

Von  den  Wurzeln  der  Gleichung  (4)  befriedigt,  welches   auch  cp  sei? 
erne  einzige  diese  Bedingung;  in  der  Tat  ist  ihre  linke  Seite  positiv  fur 

r  =  oo  mid  liat  fur  r  =  ,     den  Wert: 


Es  liegt  sonada  in  dem  betracliteten  Falle  eiae  einzige  geschlossene 
Ivurve  vor;  inner(halb  welcher  die  Funktion  sicher  regular  ist.  Man 
kann  das  noch  auf  andre  Weise  ersehen.  Flir  9  =  0  liat  man: 


nun  folgt  aus  (2): 
oder  aucli: 


niitliin  ist  p  >  r,  woraus  folgt  ;  da6  der  Punkt  x  =  Q   anfierhalb  der 
betrachteten  Knrve  liegt. 

Wir  nehmen  jetzt  0  —  1  an.    Die  Gleieliung  der  Kurve  wird  dann: 


(7)  -.-     -       -f-, 

(  bcosy  --  -J 


und  man  ersieht  leicht,  daB  sie  einen  Hyperbelzweig  darstellt;  wenn 
man  beachtet?  daB  aus  (2)  folgt: 


oder  1)  >  •    .     Aus   (7)   ergibt   sich  dann;   daB  r  nur  fur  cos  <p  >  ^ 
positiv  ist  5  der  durcli(7)  dargestellte  Hjperbelzweig  liegt  somit  zwischen 
dea  liadienvektoren  mit  den  Argumenten  +  arc  cos  -^  • 
Da  ferner  aus  (2): 

p_  J->&-9 
oder  ancn: 
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folgt,  wahrend  man  aus  (7)  fiir  9?  —  0: 


erhalt,    so   liegt  der  Punkt  x  =>  Q   innerhalb  der  Hyperbel,   mid   die 
Funktion  ist  demnacb  auBerbalb  unserer  Kurve  regular. 
Es  sei  scblieBlicb  6  >  1.     Aus  (2)  folgt: 


oder;  wie  ira  Torigen.  Falle;  b  >  ~=~  und  uni  so  mehr  Id  >  ^  -     Wir 
schreiben  jetzt  (4)?  (5)  folgendermaBen: 

*  cos  9  -        +   &2<92  -        =  0, 


Smd  die  beiden  Wurzeln  reell,    BO  haben,  sie   offenbar  dasselbe 
Vorzeichen.     Sie  sind  reell;  wenn: 


•o,der: 

It 
sie  sind  positiv,  wenn: 

bi 
ist.     Folglich  mufi: 

&  6*  cos  (p  — 
sein.     Setzt  man  fiir  den  Augenblick: 


-I>° 


so  hat  man  in  diesem  Falle  eine  geschlossene  Kurve  (weil  ja  •>•  immor 
endlich  bleibt);  die  zwischen  die  Radienvektoren  mit  den  Argnmenton 
±  arc  cos  c  f allt.  Da  sich  die  linke  Seite  von  (1)  fiir  r  «*  oo  auf 
r(l  —  ^)<0  reduziert,  so  ist  die  Funktion  f(x)  auBerbalb  der 
Kurve  regular.  Es  eriibrigt  daher  zuzusehen,  wie  sien  die  Funktion 
im  unendlich  fernen  Punkte  verbalt. 
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Grreifen  wir  auf  Forniel  (4)  des  Art.  393  zuruck  und  beachten, 
daB  fiir  ein  hinreichend  groBes  It: 


(8) 


1st,  so  ersehen  wir,  dafi   die  rechts  auftretende  Reihe  absolut  kleiner 
ist  als: 


n-Q 

cliese  Reihe  konvergiert  aber  fiir: 


imd  somlt  im  besondern  fiir: 

x 


x 

)•—  X 


oder  fiir  x  «=  co ;  folgiich  konvergiert  f tir  diesen  Wert  auch  die  in  (4) 
Art.  3i)3  vorkommende  Reihe?  d.  h.  das  Produkt: 


oder;  was  dasselbe  ist,  das  Produkt  #A+L/W(#)  ist  fiir  x  =  oo  regular. 
Also  ist  f^(x)  regular  fiir  x  =  oo  und  hat  in  diesem  Punkte  eine 
Nullstelle,  deren  Ordnung  wenigstens  h-\- 1  ist.  Daraus  folgt  (Art.  175), 
daB  /'(&)  fur  SD  =  oo  entwetler  regular  ist  oder  einen  Pol  besitzt, 
dessen  Ordnung  <^  Jc  ist;  wenn.  k  den  kleinsten  Wert  von  li>  bezeichnet, 
fiir  welohen  die  Relation  (8)  gilt. 

396,  (Jmgekehrt:  Ist  die  Funktion  f($)  in  alien  Punkten 
%  regular;  fiir  welche,  K  als  positiv  vorausgesetzt: 

m  u-i-e-s    r'^1 

W  I  &  I      &  ,  °  - a'  \  <-  i  ? 

und  ist  sie  fiir  0  J>  1  im  Punkte  #  =  oo  regular  oder  mit 
einem  Pole  behaftet,  so  ist  das  groBte  Element  der  ab- 
geloiteten  Menge  der  Menge  der  Werte  Y^  (7i=l;2?---) 
endlich  und  iibersteigt  /I  nicht. 

Wir  bemerken,  daB  das  durch  die  Bedingung  (1)  abgegrenzte 
Grebiet  A  sicher  den  Anfangspunkt  einschlieBt;  da  (1)  ja  durch  x  ==  0 
befriedigt  wird;  welche  Werte  auch  1)  und  A  haben.  mo  gen.  Folglich 
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lafit  sicli  die  Funktion  f(x)  in  der  Umgebung  des  Aniangspuiiktes  in 

oo 

eine  Potenzreite  JjfoX  entwickeln,  die  einen  von  Null  versdiiedcnen 

/(  =  0 

KoDLYergenzradius  Q  besitzt.  —  Es  ist  iibrigens  unnotig,  don  -Fall  zu 
beriicksichtigen,  in  welctem  das  Gebiet  A  yollstaaidig  imiorhiilb  des 
mit  dem  Radius  Q  um  den  Anfangspunkt  bescliriebeuen  ICreises  liogt; 
andrerseits  kann  dieser  Kreis  nicbt  vollstandig  innerlialb  A  liogen; 

00 

weil  sonst  der  Konvergenzradius  der  Reihe  ^ahxk  groBer  aeiii  wiirde 

//  =  o 

als  Q.  Folglich  miissen  der  Tim  fang  des  Kouvergenzkroises  unil  die 
Begrenzung  des  Gebietes  A  gemeinsame  Punkte  taben,  d.  L,  es  muB 
Werte  i  geben;  fur  welclie: 


ist;  daraus  folgt: 

0\P~ 
Wir  greifen  nun  anf  Formal  (4)  des  Art.  393  zuriick  ujicl  schreiben: 


wo: 


ist.  Da  /"(a?)  im  ganzen  Gebiete  A  regular  ist  und  fiir  0^1  im 
unendlicb  fernen  Punkte  regular  ist  oder  einen  Pol  tat,  so  iat  #A(tf) 
fur  jedes  binreicliend  groBe  A  in  dem  ganzen  Gebiete  J  und  fur 
^  ^  1  auch  im  unendlich  fernen  Punkte  regular.  Darautf  folgt,  daB 
sict  S^OO  ^n  samtlichen  Punkten  der  ^-Ebene  regular  vortiilt;  die 
den  Punkten  des  Gebietes  A  entsprecb.en;  mit  EinscliluB  doe  Punktes 
8  =  —  1  fiir  0I>;1.  Nun  erhalt  man,  wenn  in  (1)  mittels  (#)  & 
anstatt  x  eingeflibrt  wird: 


<r<-V{ 


DaB  es  Punkte  gibt,  die  dieser  Ungleicliung  goniigen,  i«t  klar; 
dergleichen  sind  z.  B.  alle  Punkte  g,  fur  welche  %^0  ist. 

Dem  Punkte  3  =  Oe^  entspricht  in  der  #-Ebene  der  Punkt: 


+  e-V* 
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Wir  werden  zeigeu,  daB  der  Konyergenzradius  der  in  bezug  auf 
diesen  Punkt  transform! erten  Reilie  nicht  kleiner  sein  kann  als: 


d.  h.;  daB  jeder  Punkt  innerhalb  des  Kreises  um  x  mit  dem  Radius  t 
innerlialb  des  Grebietes  A  liegt.  Wird  irgend  einer  dieser  Punkte  mit  y 
bezeichnet,  so  hat  man: 


wo  0  <  (5  <  1  und  co  ein  beliebiger  Winkel  ist.     Daraus  folgt;  wenn 
i\>  das  Argument  yon  (0  +  e~vi)  bezeichnet: 

10  +  Ac 


\y\-0   b  —  y 


I (/ 


was  aussagt;  daB  ^/  innerhalb  A  liegt. 

Es  folgt  dalier  (Art.  113)  fur  den  Wert  (4)  yon  x: 


:=  A 


mitHn  wegen  (2): 


lim 


_±_ .  £ 


oder: 


Man  hat  also  fiir  hinreichend  groBe  h: 
I  #/*OOI  ^  ('^-M)7i 


29* 
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und  diese  letzte  Ungleichung  gilt  fiir    #|  =  0;    welch  en  Wcrt  auch 
das  Argument  cp  yon  2  habe.     Deninach  folgt  aus  (2)  (Art.  128,  (3)): 


V    h    )    ~«l  =       gn 
oder  auch: 

Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

5.  Frage. 
397.     Ist  der  Koeffizient  ah  einer  Potenzreihe: 


eine  einfache  ganze  Funktion  nullten  Ranges  von  //7   so  hat 
die  durch   ^(oi)  erzeugte  analytische   Funktion  den  einzigen 
singularen  und  zwar  wesentlich  singularen  Punkt  #  =  1. 
Es  sei: 


Schreiben  wir  nun: 


x  -  a; 


so  laBt  sich  beweisen,  daB  im  allgemeinen: 


ist?  wo  die  6^  konstante  GroBen  bezeichnen.  Da  diese  Formel  fUr 
k  =  1  gilt,  so  darf  man  sich  der  vollstandigen  Induktiou  bedienen. 
Setzt  man  daher: 
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A-l 


so  erhalt  man  hieraus: 

A-l 

/*(*')  -  ^^ 

/  =  ! 

oder  auch: 


indem  man  l)r^  fur  ?"  =  0  und  fur  i  >  r  gleich  Null  annimmt.  Damit 
ist  unsere  Form  el  bewiesen,  und  man  hat  zugleich  die  rekurrente 
Beziehimg: 

(2)  ^«  =  &*-M-i  +  'A-l,,- 

Im  besondern  ist: 


Aus  (2)  ergibt  sich  leicnt;  dafi  die  GroBen  ^  {  ganze  positive 
ZaHon  sind.  Wir  wollen  jetzt  mittels  vollstandiger  Induktion  zeigen? 
daB  die  Ungleichung: 


die  angenscheinlicli   fur  k  =  1   gilt;   fiir  jeden  Wert  yon  ft  besteht. 
Vorausgesetzt;  daB  sie  fiir  k  —  1  zutrifft,  nat  man: 


-l,i-l,  (T—  •!)"! 

mithin  wegen  (2): 


da  nun.  (3)  ofienbar  ftir  i  =  /<•  ffultis  ist,  wo  sie  sich  auf  1  <  2A'  :  k 

/c  __  i^^-^    tr    v 

reduziert,  BO  braucht  man  nur  i  <  k  und  entsprechend    •  .     ^  1  an- 
zunehmeii,  wonach  folgt: 


Wir  denken  uns  jetzt  um  den  Punkt  x  «*  1  mit  einem  beliebig 
kleinen  Radius  $  einen  Kreis  beschrieben  nnd  bezeichnen  das  auBer- 
halb  dieses  Kreises  liegende  Gebiet  mit  A.  In  diesem  Gebiete  be- 


454     Dritter  Teil     Erganzungen  zur  Theorie  der  analytischen  Funktionen. 


sitzen   die  Werte  von 


eine   endlicne   obere    Grrenxe   >  l;   die 


wir  I  nennen  wollen1).     Da  nun: 


mithin  : 


ist?  so  folgt  daraus  wegen  (1)  und  (3): 


und    somit    in   samtliclien   Punkten   des    Gebietes    A    mit   Riicksicht 
darauf;  daB  I  >  1  ist;  und  unter  der  Voraussetzung  Q  <  1 : 


woraus  sich  ergibt: 


Da  nun  ^ck%k    der    Voraussetzung    nacli    eine    einfiiche    gauze 
Funktion  nullten  Ranges  ist;  so  hat  man  (Art.  283): 


Daraus  aber  folgt  (Art.  113),  daJB  ^k\ck!X?  eine  gan/,e  Funktioa 

/i=0 

ist  und  dafi  somit  die  in  (4)  rechts  stehende  lieihe  fill-  jcdcis  I  und  Q 

00 

konvergiert.     Es  erhellt  hieraus   sofort,    daB   die  Reihe  ]£ckfk(x)   in 


1)  Die   GroBe 


l—x 


ist  das  Yerhtlltms  der  Entfenmngen  des  Putiktow  x 


von  den  Punkten  0  und  1.  Dieses  Verhaltnis  ist  langs  eines  jeden  Kroiaes,  in 
bezug  auf  welchen  diese  beiden  Punkte  konjugiert  sind,  konstant  und  die  obore 
Grenze  seiner  Werte  in  dem  Gebiete  A  ist  derjenige  Wert,  welcuer  dem  den 
Kreis  um  1  mit  dem  Radius  Q  von  innen  berdhrenden  Kreise  der  erw&lmten. 
Familie  entspricht 
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jeclem  Bereiche  innerhalb  des  Gebietes  A  imbedingt  und  gleichrnliBig 
konvergiert  und  folglich  innerhalb  eines  solchen  Bereicb.es  eine  analy- 
tische Funktion  f(x)  darstellt,  die  deranach  in  .der  ganzen  Ebene  keine 
andre  Singularitat  besitzt  als  den  Punkt  x  =  1.  N"ach  dem  Weier- 
straBsclieii  Hilfssatze  erhalt  man  die  Entwicklung  yon  f(x)  in  der 
Umgobung  des  Anfangspunktes,  wenn  man  die  Funktionen  fj.(x)  durcli 
deren  Entvvicklnugeji  ersetzt;  man  hat  so: 


//  =  1 


Diese  Roihe  stiinnit  abor  mit  $$(.#)  iiberein;  daher  ist  f(x)  die 
dureli  das  Element  ty(x)  erzeugte  analytiscne  Funktion. 

Beach  tet  man;  daB  />X-'r)  im  Punkte  x  =  1.  einen  Pol  (&  +  l)-ter 
Ordimng  hat;  so  erkennt  nifin;  dafi  f(x)  in  diesem  Punkte  eine  wesent- 
licne  Singularitlit  besifazt. 

Der  see  ben.  bewiesene  Satz  Hlfit  sich  ohne  Schwierigkeit  folgender- 
mafiou  verullgemoinern: 

Sind  G^x),  ^y2(^);---;  Gr(x)  r  einfacbe  ganze  transzendente 
Faiiktioueii  uuilten  Ranges  und  ist: 


so   erzeugt  die  Reihe  ^£ja/txh  eine  analytische  Funktion,  die 

A  =  () 

in    der   ganzen   Ebene    keine    andern    Singnlarit'aten   besitzt 
als  die  r  wesentlich  singularen  Punkte  #1;  x2,  •  •  -;  xr. 

liednztert  sich  eine  der  Funktionen  Gr  auf  ein  Polynom;  so  re- 
diiKiert  sich  der  entsprechende  singuliire  Punkt  auf  einen  Pol. 

398.    Umgekehrt:  Ist  f(x)  eine  analytische  Funktion,  die 

CO 

den  einzigen  singularen  Punkt  a;  =  1  besitzt,  und  ist  ^  ahxh 

A  =  0 

ihr  dem  Anfarigspunkt  entsprechendes  Element,  so  laBt  sich 

CO 

a,  fxir  A>0  stets  in  Form  einer  ganzen  Funktion  ^ckJf  von 

'  A=O 

Ji  darstellen,  deren  Koeffizienten  der  Bedingung: 


genxigen. 
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Wir  wendeii  auf  f(x)  die  Transformation: 


an-,  da  nun  x  =*  0  der  Wert  t  =  0;  x  =  1  aber  der  Wert  tf  ==  oo  ent- 
sprickt,  so  wird  /*(#)  —  a0  in  eine  ganze  Funktion  von  t  verwandelt, 
die  fur  t  =  0  versckwindet;  es  ist  also: 


wo  die  reckts  stekende  Reike  einen  unendlick  groBen  Konvergeiiis- 
radius  besitzt.  Zwischen  den  a  und  den  &  besteken  folgende  TJe- 
ziekungen  (vgl.  Art.  577): 


Wir  betrackten  nun  den  aritkmetiscken  Ausdruck: 


und  werden  zunackst  "beweisen,  daB  er  in  jedem  encllicken  Bereicke 

CO 

gleickmaBig  konvergent  ist.    Da  die  Reihe  J5^&A  tk  fiir  jedeii  endlicken 

Wert  von  t  unbedingt  konvergiert,  so  laBt  sick;  weun  man  die  positive 
GrrciBe  s  beliebig,  aber  kleiner  als  1  aunimmt,  ein  Index  n  von  dor 
Art  angeben,  daB  fur  jedes  k>n  die  Ungleickung  \J)k  <  $*  gilt  5 
man  kat  mitkin  ftir  jedes  x,  das  absolut  kleiner  ist  als  eine  willkttr- 
licke  ganze  positive  Zakl  p;  und  fiir  jedes  m>m 


, 


Da  nun  die  Reike: 

+_  i)  (g  +  a)  . 


konvergiei-t,   so  kann  man  zu  jedem   vorgegebenen  <y  eiuen  Index  p 
von  der  Art  angeben,  daB  fur  jedes  m>  p: 


(fc  — i 
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1st;  man  hat  demnacli  fur  jedes  m  >  n  und  >jp  und  fur  jedes  x  von 
kleinerem  absolutem  Befcrage  als  p: 


(fc  —  1)  ! 


eine  Ungleichung,  die  aussagt,  daB  <p(x)  in  einem  Kreise  mit  beliebig 
groBem  Eadins  um  den  Anfangspunkt  gleichmaBig  konyergiert. 
Es  ist  sonach  tp($)  eine  ganze  Funktion: 


und   es   ist   aus   den   Forinelu  (1)   und   (2)   ersichtlieh,  daft  fiir  jedes 
ganze  positive  Ji: 

qp(7/,)  =  ah 

ist.     Man  hat  ferner  fiir  |  x  \  =  Q  und  fur  m  >  n: 


F—  i)  i 

; 


, 

£  • 


Bezeichnet  man  mit  Q(Q)  das  durch  das  erste  Glied  rechterhand 
dargestellte  Polynom  in  9,  so  kann  man  schreiben: 


Man  setze: 


wo  f  '  eine  positive  GrroBe  bedeutet?  die  um  so  kleiner  ist;  je  kleiner 
s  ist?  und  wahle  Q  so  groB;  daB: 


' 


wird;   wo    ^/r  eine  GroBe   bedeutet,   die  nur  groBer  als   2f'  zu   sein 
brancht  und   somit  ebenfalls  beliebig  klein  ist.     Alsdann  hat  man; 
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daraus  folgt  aber  (Art.  279),  daB  die  Kooffizienten  ck  der  Ungleichuug: 


geniigen. 

Wie  der  vorige,   so  lafit  sich  aucli  dieser  Satz   verallgeineineru. 

On 

399.    Haben   die   Koeffizienten    der  lleihe  ^  (i/,^'   die 

-,-,  A  5=0 

Form: 


wo  c  eine  Konstante  bedeutet;  und  ist: 
(1)  lim^h 


;<  =  «> 


Vr_iv/ftll 


so  besitzt  die   durch  diese  Reihe   erzeugte  Funktion  f\x]  in 
endlicher    Entfernung    den    einzigen    singuliireu    Puuki 


—  j  und  umgekehrt1). 


Wegen  der  ersten  Grleicliuiig  (1)  ist  ^,phxh  eine  ganze  Fuuktioa 

/<  =  o 
(Art.  113);  wir  wollen  sie  rait  qp(.^)  bezeichnen  und  sclireil>on: 


wo: 


ist.     Wenden  wir  auf  die  Funktion  (1  —  ^)^(^)   die  Trans  formation: 

^  —4, 

an;  so  erhalten  wir  (vgl.  Art.  377): 


wo: 


1)  Audi  dieser  Satz  gekorfc  zu  denjenigen,  die  ale  Erweiterungen  des  Satss 
von  Cauchy  gelten  konnen. 
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ist.    Es  ergibt  sicli  somit  aus  der  zweiten  Grleichung  (1);  daB  (Art.  113) 

OD 

^  rht/l  eine  ganze  Funktion  von  t  ist  und  da8  infolgedessen  (1  —  x)ty(x} 

h~() 

und  cleuinach  auch  ^(#)  keinen  andern  singularen  Punkt  hat  als  den 
Punkt  ,r  =  1  .     Folglich  hat  /'(#)  in  endlicher  Entfemung  keine  anclre 

Singulai-itiit  als  den  Punkt  x  ==  —  . 

Es  sei  jetzt  umgekehrt  /'(^t1)  eine  Funktion  von  solcher  BeschafPen- 
heit.     Wir  haben  dann  (Art.  181): 

f(x)  =  9(^0  +  ty(cx), 
wo  cp(iT.)  eine  ganze  Funktion  von  x,  (p(x)   eine  ganze  Funktion  von 

ohne  konstantes  Glied  ist.     Wir  kcinnen  dann  echreiben: 
l  —  x 

oo 

^  (X)  ===      _  - 


wo  die  Heihe  rechts  fiir  alle  Werte  von  —  —  konvergiert.     Da: 


.       _^ 

1  —  ,7;          1  —  03 


ist,   so   lilfit  sich  diese  Reihe  in  eine  ganze  Fnnktion  von  um- 

wandeln;  so  daB: 


U  -*)«•(*) 

oder  auch;  wenn  wir  die  Transformation's)  vornehnien: 


wird?  wo  die  rechts  stehende  Eeihe  fiir  alle  Werte  von  t  konvergiert. 
Daraus  folgt  (Art.  113): 


(4) 

N     x 


r,   -0. 


'A 


1st  nun  2(lh^  ^e  Entwicklung  von  -^(a?)  in  der  Umgebung  des 

^  =  o 

Anfangspunktes;  so  finden  zwischen  den  g  und  den  r  die  Beziehungen 
(3)  statt,  so  daB  sich  aus  (4)  unmittelbar  die  zweite  Grleichung  (1) 
ergibt.  Ist  andrerseits: 
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so   gentigen  die  ph  der  ersten  der   Gleichungen  (1).     Damit   ist   der 
Satz  vollst'andig  bewiesen. 

4:00.    Der  Satz  laBt  sicb.  folgendermaBen  verallgemeinern  : 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafiir;  daB 

co 

die  Reihe  ^ahxh   eine   Funktion  erzexigt,    die    in   endliclier 

7i  =  0  l      l  1 

Bntfernung  lediglich  die  singulareu  Punkte  .->--,•••,—-  be- 

sitzt,  besteht  darin?  daB  man:  J       2 


setzen  kann?  wobei: 


ist. 


0     (j=l,2,...,r) 


401.  Auf  die  Frage,  mit  der  wir  uns  beschaftigen,  kann  man 
folgendes  Problem  beziehen,  das  zugieich  eine  Verallgemeinerung  des 
in  Art.  375  u.  ff.  benandelten  ist: 

Es  sollen  die  Bedingungen  dafiir  gefunden  werden?  daB 
die_pdem  Anfangspunkte  nachstliegenden  singularen  Punkte 
einer  Funktion  f(x)  einfache  Pole  yon  verschiedenen  abso- 
luten  Betragen  sind. 

Es  seien: 


die  p  nach   zunehmendem  absolutem  Betrage   geordneten  Pole.     Iwt 

l 
x_j-  der  Hauptteil  (Art.  171)   der  Funktion  im  Pole  dk,   so  kanu 

man  sckreiben: 


wo  <p(x)   eine  Funktion   darstellt?    die  in    clem    ganzen   Kreise    voni 
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Radius  dp  um  den  Anfangspunkt,   den  ITmfang  einbegriffeu,  regular 

CO  CO 

ist.     Bezeichnen  wir  nait  ^  ahxj> ,  ^Ebhxh  die  dem  Anfangspunkte  ent- 

h  -  0  h  =  0 

sprechenden  Eleniente  der  Funktionen  f(x),  <p($)  und  beachten  wir; 
daB  die  erste  dieser  Reihen  den  Konvergenzradius  8^  hat  (Art.  155), 
so  haben  wir  fur  x  <<?.,: 


woraus  sich: 


; 


ergibt.     Wir  setzen;  wenn  m  eine  bestimnite  Zahl  bedeutet: 

lk 

und  schreiben  die  vorstehende  Beziehung  f olgendermaBen : 


Es  sei  ferner: 


k-l 


^«,,-i 


a,,n          a, 


Da  der  Konvergenzradius  der  Reihe 
sind  die  Reihen: 


groBer  1st  als  8p,  so 


absolut  koavergent,  und  es  ist  folglicb.: 
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es  laBt  sich  daher  nach  Annahme  einer  beliebigen  positiven  GroBo 
erne  Zahl  w  derart  bestimmen,  daB  fiir  jedes  li  >  ni>: 


wird,  worin  |  sk  h\  <  <?  ist.     Man  "kann  also  sckreiben: 


p 

V 


(1)  ft,- 

und  es  ist  fur  jedes  r  und  s: 

cL 


wo  y  den  grofiten  unter  den  Werten 
Setzen  wir  nun: 


I        1      .-.     1 
i          1  l 


(s  =  1,  2; . .  ,,jp)  bezeichnet. 


i          i 


wo  11?  A2?  •  -  -,  A    beliebige  GroBen  sind;  ferner: 


beaclLten  wir,  daB: 


A 


0—1      Jp  —  1 
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ist;  und   multiplizieren   wir   die   Zeilen   dieser   Determinante   mit  den 
Zeilen  von  d^ ,  so  wird: 

Lh 


...-i, 

k  =  1 


IL 

+  -,,1   * 


Man  kann;  wie   sich  aus  dem  Vergleich  von  (1)  und  (2)  ergibt, 


von  JKm^_l   zu  Dttitp_i  dadurcli  iibergehen,,  daB  man  in 


das- 


Symbol  /L5  in  den  verschiedenen  Elementen  vrs,  in  denen  es  auf- 
tritt;  dnrch  verschiedene  Veriinderliche  t]rs  ersetzt  und  dann: 

<Y)         ^—          -      —    p 

'Ira  1     cs.m  +  r  +  s~-2 

"s 

annimmt.  Es  ist  aber  offenbar  zl'p7  imd  folglich.  auch  Emp_l7  eine 
stetige  Fnnktion  der  Veranderlichen  A9  oder  yrs}  und  es  ist  d$  =  ^ 
fur  92rs  =  0.  Hieraus  folgt,  daB?  wenn  eine  beliebig  kleine  GrroBe  T 
gegeben  ist,  sich  6  stets  so  wahlen  lafit,  daB: 


.  -  .  L 


wird.     Das  lafit  sich  schreiben: 


oder  auch: 

lim  (d<i  - '  -  d 

7/4  =  CO 

hieraus  folgt  schlieBlich: 
lim 


^  . 


402.  Wir  nekmen  jetzt  nnigekehrt  an;  daB  ftir  einen  bestimmten 
Wert  p  die  Bedingung: 


i 


erfullt  sei?  wo  Q  den  Konvergenzradius  der  Reihe  ^ahs^    bedeutet. 
Wir  bemerken  zunachst;  daB  fur  keinen  Wert  von  p  die  Ungleichung 

I     .  >  -      statthaben  kann:   man   hat   namlich  £iir  jedes  hinreichend 
v  g* 

grofie  m,  welches  auch  i  sei  (Art.  113): 

(1)  I««H 
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mithin  : 


woraus  : 


and  scKLieBlich: 

7       ^  1 

folgt.     Wir  bemerkea  feraer,  daB  (Art.  113): 

10  =  lim  y  |  am  = 

m=oo  9 

ist.     Darans  folgt;  daB  sich.;  weim  maa  p  der  lleihe  naeli  die  Werte 

P  von  der  Art  Jmden  muB7  daB  fur  jedes 


die  Grleichung      =  -p-+i  g^  wahrend  ^/><   p^_t  ist. 


Wir  setzen  ()'  =  =  —  ^;  es  ergibt  sicli  ^ 


Da: 


-; 

9     o 


ist,  so  lassen  sieh  uuendlich  viele  Werte  m  angebeu,  fur  die: 


ist.     Wir   wollen  beweisen?  daB   diese  TJiagleichung  fur  jedes  liiu- 
reichend  grofie  m  gilt,  daB  also: 


wird. 


lim 

in  =  QO 


403.   Welcher  Aii  auch  die  Zahleii  m,  p  sind7  so  besteht  doch 
immer  folgende  Beziehung: 

-^+l^-lAn-l,,-!-^^^^ 


1)  Bei  Hadamard  182,  S.  20  u.  184,  S.  40  ateht  anstatb  D,m4.1    ,_2  irrfctai- 
licher-weiee  D/;ij  p  _  2  geschrieben.  '     '  ;J  "" 
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Bezeichnen  wir  namlicn  mit  ^rs  die  Eleinente   der  Determinante 
m-ljjp,  mit  jUrs  die  zu  ^rit  adjungierte  Unterdeterminante,  so  ist: 


ferner    ist  -i^jn+i^^a    ^^e    adjungierte    Unter  deter  minante    der    Unter- 
determinante  von  D_: 


Daraus  folgt  nach  einem  bekannten  Satze  x)  : 


was  mit  (1)  zusammenfallt. 

Unter  den  gomacttten  Voranssetzungen  hat  man  fur  hinreichend 
groBe  m: 


mithui: 

2'"  m        ' 

99 


Man  kann  s'  so  klein  annehmen,  daB: 
wird,  und  dann  m  so  groB,  daB: 


wird;  alsdann  ist;  wenn  h  eine  positive  GroBe  <  1  bezeichnet: 


oder: 

<2) 

wo: 


1)  Ces&ro-Kowalewski,  a.  a.  0 ,  S.  28. 

Vivaati,  Theorie  der  eiudeutigen  analytischen  ^unktioaen.  30 
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ist.    Wir  nehmen  nun  an,  die  Beziehung  (2)  des  vorigen  Art.,  die  wir: 

(3)  \Dm,J>-l\>G>m>Om(om 

schreiben  konnen;   gelte   nicht  ftir  alle  Werte  von  m.     Ist  claim  eiuo 


beliebig  groBe  Zahl  N  vorgegeben,  so  lafit  sich  eine  Zahl  M>  N 
derart  bestimmen?  daJB  die  Beziehung  flir  m  =  M,  aber  nicht  fiir 
m  =  M  —  1  Greltung  hat.  Alsdann  ist  : 


nun  ist  wegen  (1),  (2): 


oder  auch: 


oder  auch: 


,  P-I 


<ar,  p-i 


Man  kann  auch  schreiben: 


mithin : 

daraus  folgt: 
D, 


i  _ 


-\ftr- i,p-i 


und  schliefilich : 

(5) 


Wir  werden  jetzt  zeigen?  daB  fiir  jeden  beliebigen  Wert  Ton  i 
folgende  Formeln.  gelten: 

(6)     \ 


(7) 


,  p-i 


i>* 


co      - 
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die  letzte  von  ibuaen  beweist  tinsere  Beliauptung,  daB  namlicli: 


ist.  Da  (6)  und  (7)  fur  i  =  1  gelten  (s.  die  Forineln  (4),  (5)),  (8) 
aber  fiir  i  =  Q  gilt  (s.  die  Formel  (3)),  so  konnen  wir  sie  mittels 
volLstandiger  Induktion  beweisen,  indera  wir  sie  fiir  einen  bestimmten 
Wert  von  i  als  richtig  voraussetzen. 

Wir  nekmen  in  (2)  m  —  M  +  i  und  erhalten  so: 


mithin  wegen  (8): 

~~2) "t 
oder  aucli: 


/,  P-l 


< 


JM  +  i  + 1 ,  /'_-_! 

^n+M.-~r 


D 


^Jf+4-l,  P-l 


uad  wegen  (7): 


(9) 


>  CD  (1  -  &2*)  (1  - 


(1  - 


womit*  (7)  selbst  bewiesen  ist, 

Aus  (6),  (9)  erhalt  man  sodann: 

(10)         |  /Wn,,.-i  |  >  vM+f+1  (1 


wotait  (6)  bewiesen  ist. 

Aus  (10)  folgt  schlieBlich: 


und  daraus  (S.  431,  Amn.): 

;+i;v.i  >  *  LI 


30* 
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Nun  lafit  sich  N  so  grofi  annehmen,  dafi  fur  jedes  M  >  N: 


7,2  M 


wird;  daraus  folgt: 

damit  ist  aber  (8)   und   zugleich   die  Ende  Art.  402    ausgesproelicne 
Behauptung  bewiesen. 

404.    Nach  diesen  Vorbereitungen  definieren  wie  die  P  Grofien 

C    1    0    o    •  •  •,  Gm  P  mittels  der  Gleichungen: 

rn,l,       m,2,  7       "<"<  *•  o 

_L  .  .  .  _L  Q          ft          )  JL,  ft  ,  —  0 

(1)  .__,_, 


und  schreiben  auBerdem: 
(2)  Cm,p  aw+p-f  Cw,p_ia 

Die  Resultante  aus  (1),  (2)  ist: 


m+ap  —  H 


=  0, 


woraus  sich  ergibt: 


H- 


^m,P-l 


Wir  denken  uns  nun  die  Grleicliungen  (1)  fiir  den  Index  m  4-  1 
hinges  chrieb  en  5  durcli  Vergleich.  mit  (1),  (2)  erhalten  wir  dani^  wenn: 


gesetzt  wird: 


Wt  -h  1  ,  A  —  Wi  ,  A 
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dtirch  Auflosung  ergibt  sich  daraus: 


wo  Z^+ijp-g  die  Determinante  bedeutet,  die  man  aus  der  Detenni- 
nante  des  Systems  durch  Unterdriickung  der  letzten  Zeile  und  der 
(P  —  h  +  l)-ten  Kolonne  erhalt.  Man  hat  nun  fur  ein  hinreichend 
groBes  m  (vgl.  Art.  402): 

^'  w  ^  '   *l  ft  /  V  /       I     -P- 


wo  m'=»i  oder  m'=m  +  P  1st,  je  nachdem  1  -  *  <  1  oder 
1st;  mitlrin  durch  eine  geeignete  Anderang  des  Wertes  Ton  s: 


ferner: 


anBerdem  aber  (s.  den  vorigen  Artikel): 

m  +  l/r~- 1  „  s 


>^ 


Daraus  folgt: 
mid  somit: 


Wahlt  man  also  rx  groBer  als  t  und  kleiner  als  1;  so  lafit  sich 
M  derart  bestimmen,  daB  ftir  jedes  m  ^  M: 

t>      i  ^  ~m 

-&'i>i  ,7i\  <,  ^l 

wird.     Daraus  folgt?  daB  die  Reihe: 
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konvergiert  oder  daB  sich  Cmijt,  wahrend  m  dem  Unendlichen  zu- 
strebt,  einem  bestimmten  Grenzwerte  nahert,  deu  wir  mit  (!h  bo- 
zeichnen  wollen.  Demnach  hat  man: 


Nun  kann  man  wegen  der  Gleichungen.  (1)  schreiben: 


und  folglich  fur  ein  hinreichend  grofies  m  (Art.  40:2,  (U): 


wo  r  =«  0  oder  r  =  P;  je  naclideni  -il!  <;  1  Oder  >  1  1st.     Daraua 
ergibt  sich  unmittelbar: 


und?  da  ^  urn  eine  beliebig  kleine  GroBe  T  tibertrifft: 


lim 

7?t  =  00 


Beachtet  man  nun;  d'aB  bm  der  Koeffizient  von  xm  in  deni  Produkfce: 
«*«*  X  (1  +  Cia  +  O^3  +  ----  h 


ist,  so  kann  man  sclilieBen  (Art.  113),  daB  der  Koavergenzradius 
dieses  Produktes  mindestens  Q'  ist  und  daB  somit  f(x)  innerhalb 
des  Kreises  um  den  Anfangspunkt  mit  dem  Radius  Qr  keine  andem 
Singularitaten  hat  als  die  P  Nullstellen  des  Polynoines: 

P(x)  =  1  +  0^  +  Csx*  +  •  •  •  +  Qi>xp, 

welche  ebenso  viele  Pole  yon  f(x)  bilden.  Der  geraeinsamo  absolute 
Betrag  derselben  ist  9,  da  ja;  wenn  P'(<  P)  von  ihnon.  don  ab- 
soluten  Betrag  Q,  die  ubrigen  aber  einen  groBern  absoluten  Botrag 

besaBen;  ^'<~P'  +  i-  sein  wurde. 

Wie   man   sieht?   stellt   das  dargelegte  Verfahren  nicht  nur  die 
Existenz  der  P  Pole  fest,  sondern  gestattet  auch;  diese  zu  bestimmen. 
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4:05.     Wir  sckreiten  jetzt   dazu,   die  Singularitaten  von  f(x)   zu 
untersucken,  deren  absoluter  Betrag  J>  Q'  ist. 
1st  p  ^>  Pj  so  kfinn  man  sckreiben: 


-h  P 


+  P  +  2 


•eriunert  man  sick;  daB: 


ist,  so  erhiilt  man  daraus: 


eine  Formel,  die;  wie  man  leicht  siekt,  anck  fur  p  =  P  —  1  gilt. 
Wir  bemerken  aber,  daB  fur  ^)  =  P  —  1  und  f tir  p  =  P  das  Grleickh.eits» 
zoicken  gesetzt  werden  muB. 

Es  sei  nan  p  =  Q  der  erste  Wert  yon  _p?  fur  welcken: 


wird,  so  daB  man  kat: 


Sckreiben  wir: 


so   finden  wir  nack   einem  aknlicken  Verfakren  wie  in  den  vorigen 
Artikeln: 

..  -w/.  _-  -,  ^v—  4V/  .....      I       Y*-1/       i 

hm  y  i  js;4|  ft|  <  km  [/  (     -Q-T+i  )     (  ^TS11^31 

Ws±08  7«s=00     r         \0       $  /  \P       P 


und  gelangen,  indem  wir  iiberall 
Scklusse;  daB: 


anstatt  -p  setzen?  zu  dem 
Q 
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lim 

/«  =  cc 


ist.     Setzen  wir  nnu: 


(i) 


v^«i  +  1  ,  A  —  ^/"  ,  A  ==B  -^w<  ,  /s  ; 

so  erhalten  wir  wie  frtiher: 


0, 


7)(»)  _7) 

1Vi    -^m  +  i.Q-a-^mjQ 
~~  -1;  */)"""    "    "7)"" 

•^m  +  ljQ-l^/sQ-i 


wo  Dw!+i,  ^~2  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  oben.    Da  nun  Q  —  "2  ^  P  —  1 
ist,  so  hat  man: 


1—   £ 


mithin: 


und  folglieh: 


/m-1-1 


lim 


Daraus  geht  wie  fruher  hervor,  da6  sich  Gfm^ly  wahrend  m  deni 
Unendlichen  zustrebt,  einem  bestimmten  Grenzwerte  nahert,  den  wir 
mit  Cl  bezeichnen  wollen. 

Setzt  man  analog  wie  frtiher: 

Op  —  1  $7/4  ^ 

(2) 
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wo    die    Koeffizienten   von  m  unabhangig   sind,   so    lassen    sich   die 
Grleichungen  (1)  folgendermaJBen  schreiben: 

w,  $a>m  +  •  •  •  +  Cm.$ 


h  GJt|  Q- 


wo   die  C^,/,  lineare  Funktionen  der  C'1tlj,  mit  von  m  unaTbh'angigen 
Koeffizienten  sind. 

1st: 

/V'  p"  13" 

^//<  +  1  ,  h  —  t-'wi  ,  A  ^  ^>m  ,  h  7 

so  fiudet  man  auf  die  obige  Weise: 


wo  die  JD  ebenso  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichungen  (3)  ge- 
"bildet  sind  wie  die  entsprechenden  D  aus  den  Koeffizienten  der 
Gleichungen  (1)  des  Art.  404.  Es  ist  aber  offenbar?  wenn  man  die 
Gleichungen  (12)  beachtet: 


Q--l  ; 


ferner   ist  Dm+i,a-s  die  Determinante;  die  man  aus: 


durch    Unterdriickung    der    letzten   Zeile    und  der    (^  —  7^  +  1) -ten. 

Kolonne  erhalt.     Je  nacltdein  h^zQ  —  P  +  1  oder  Ji  <  Q  —  P  +  1> 

ist   die  tmterdruckte  Kolonne  aus  Symbolen  a  oder  aus   Symbolen  & 

zusammengesetzt.     Im   ersten   Falle  hat   man;  wenn  der  Einfachheit 
wegen  ^  >  1;  $f  >  1  vorausgesetzt  wird1): 


1)  Es  ist  sehr  leicht  einztiselaen,  dafi  das  Endergebnis  auch  in  den  andern 
dasselbe  bleibt. 
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mitkin  fur  ein  hinreicliend  grofiea  m  "bei  geeigneter  Anderung  von  s: 


im  andern  Falle  dagegen: 

),;Ui,Q-2  < 


_._ 

Daraus  folgt  in  den  beidea  Fallea  bezieheutlick: 


und  hieraus  leitet  man  in  gewolinter  "Weise  her?  daB  sicli  6^1,  A  ftir 
^lle  Werte  YOU  7i  einem  Q-reazwerte  C/I'  ntiliert;  wenn  in  dom  Uix«iul- 
liclien  zustrebt.  Man  karoi  nun  aber  zuvor  zeigen,  daB: 

C/;'«0    wird  fiir    h^Q-P+I. 

Wir  denken  uns  von  den  Gleicinngen  (3)  die  P  ersten  nticli 
Cm,  ^  Cm,  a-i^'";  G^a-^+i  wirklict  gelost;  wahrend  wiv  die  uoc.h 
tibrigen  C,^/,  als  bekannt  ansehen-,  es  ergibt  sicb.  fiir  h^Q 


ft,  Q-  P 


worin  man  d$  ans  Dw>p_i   erhalt,  indem   man  die  Blemente   der 
\      ^  +  1 — A-ten  Kolonne  dnrcK  die  GroBen  &m+7CJ  7  7 

ersetzt.     Ifun  ist: 


wahrend;  wie  leicht  einznsehen: 
ist;  daraus  folgt: 


lim]/ 

tn  =s  c»    ' 


und  somit: 

1  •  fl  r\ 


///  «  co   •'w  ,  P  -  1 
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Aiidrerseits  nahern  sicli  die  Ct"t,q-.p}  C^Q-P-I,  •  *  *7  (7m,  i  end- 
liehen  Grenzwerten;  mithin  strebt  0,,','^  der  Null  zu. 

Erinnerii  wir  uny  nun,  dafi  die  C^^  lineare  Funktionen  der  C^,A 
mit  yon  m  imabhlingigen  Koeffizienten  sind;  so  kann  man  daraus 
schJiefien;  dafi  dieselben  Bezielmngen,  welche  die  Ct"t,h  an  die  Cmth 
kniipieii,  auch  die  C'/l  an  die  Q[  kniipfen.  Seizt  man  daher: 


so  ergibt  sich  offenbar: 

bm+t>  =  ^y&w<  +  C^-i6w/+i  +  •  •  •  +  Ci'&w+p-i  + 
oder  auch,  da  (7/7  =-  0  ist  far  fe  ^  g  —  P  +  1: 
"bm  +p  =  CQ  _  7>7>/w  +;;  -  Q  +  p  +  G^  -  p-  1  unf+p-  <i  H-  /j+  1  H       h  ^i  6 
Durch  das  Verfahren  des  Art.  404  finden  wir  dann: 

umyi&;i^4? 

in  =  ca  ? 

woraus  folgt,  daB  der  Konvergenzradius  des  Produktes: 


oder  des  Produktes: 

00 

2?  ahxh  •  (1  +  C[x  +  C^  +  •  •  •  +  Cfc*) 

7i  =  0 

niclit  kleiner  ist  als  Q". 

Wir   liaben   so    Q  —  P   weitere   Pole   abgesondert,   die   auf  der 
Kreislinie  Q'  liegen, 

Auf  dieselbe  Weise  kann  man  fortfahren. 

406.   Beachtet  man,  da8: 

k^-Q      fur    y^P-1, 
**> 

«P'    far    P^j)^e-i, 

-^    fBr     Q£ 
so  kann  man  den  ScliluB  zieben: 
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Das  Verhaltnis  -~^  nirnmt  niemals  ab;  solange  p  waclist; 
und  hat  man  fiir  einen  bestimmten  Wert  von  p: 

1  ^>    ~7 ; 

so  besitzt   die  Funktion  innerhalb   des  Kreises   vom  Radius 
ff~*    um    den   Anfangspunkt    keine    weiteren    Singularitaten 
als  p  Pole. 

Was  die  Art  betrifft.  in  der  sich  das  Verhaltnis  --,  --  jindern  kaun, 

> 

so  liegen  vier  Moglichkeiten  vor: 

1.  Ist  I    fiir  einen  bestimmten  Wert  von  p  gleich  Null,  so  hat 
die  Funktion  in  endlicher  Entfernung  keine  weiteren  Singularitaten 
als  p  Pole  und  ist  mithin  der  Quotient  aus  einer   ganscen  Funktion 
und  einem  Polynome. 

I 

2.  Ist  lim  y--~  =  0;  so  hat  die  Funktion  in  endlicher  Entfernung 

P  =  GO    "p  —  1 

keine  audern  Singularitaten  als  Pole  (in  unendlich  groBer  Anznhl)? 
ist  also  meromorph. 

l»  1 

3.  Ist  lim  -7 -     =  -=-  >  0.    so   hat    die   Funktion   innerhalb    des 

. I    ^_  w  Jti 

Kreises  vom  Radius  H  um  den  Anfangspunkt  keine  andern  Singulari- 
taten als  unendlich  viele  Pole. 

4.  Bleibt  ~—  von  einem  bestimmten  Werte  von  p  an  konstant, 

so  sind  die  dem  Anfangspunkt  nachstliegenden  Singularitaten  der 
Funktion  p  Pole,  wahrend  der  darauffolgende  singulare  Punkt  kein 
Pol  ist. 

407.  Einen  besonderen  Fall  der  dargelegten  Theorie  bildet  der 
folgende  Satz,  der  sich  als  zweiter  Teil  des  berichtigten  Satzes  von 
Lecornu  (Art.  375)  anseben  laBt: 


Ist  lim  — —  ==  -u  und: 
lim 


Y£- 
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<x> 

so   besitzt   die  Reibe  ^ ah%k  auf  dem  Konvergenzkreise  den 
einzigen  singuliiren  Punkt  u,  und  dieser  ist  ein  einfacber  Pol. 
Setzen  wir  allgeniein   --- 11  =  eh>  so  folgt  aus: 


uninittelbar: 


und  somit: 


daraus  aber: 


-f  1 


-  -  Wlyy  -  '  ".  --  Wl/. 

Da  nun  lim  y  1  5m  |  =  ^7  lim  y  | 

77i  =00  in  —  00 

folgt  daraus  (Art.  118): 


^  -  m+J./i 

«  hni     y  I  ^m-f 


lim] 

til  =  CO 


da  ferner: 


=  lim 

m~  co 


ist?  so  hat  man: 


so 


es  ist  daher  auf  dem  Konyergenzkreise  keine  andre  Singularitat  vor- 
lianden  als  ein  einfaclier  Pol;  der  zufolge  dem  ersten  Teile  des  Satzes 
Ton  Lecornu  notwendigerweise  u  ist. 

6.  Frage. 

408.  Es  liege  ein  aritlimetisclier  Ausdruck  F(x)  yor,  der  in 
einem  bestimmten  zusaminenliangenden  Bereiche  C  eine  analytiscbe 
Funktion  f(x)  darstellen  moge.  Ist  c  ein  Punkt  innerbalb  C,  so  bat 
man: 
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mithin  fiir  jeden  Punkt  x  einer  bestiinmten  Unigebung  von  c: 


M  =2  Fl-  ^M*  -  C)"  ~  2  rT-^M*  -  *)"• 

r=0  /=0 

1st  c  dagegen  ein  singularer  Punkt  yon  f(%),  so  konneu  iblgende 
Falle  eintreten: 

a)  F(s&)  und  seine  Ableitungeu  sind  in  dem  Punkte  c  niclit  ond- 
lioli  oder  niclit  bestirmut; 

b)  F($)  und  seine  Ableitungen  sind  zwar  endlicli  und  bestimmt; 
aber  die  Reihe: 


hat  den  Konvergenzradius  Null. 

c)  Die  Keihe  (1)  hat  einen  von  Null  verschiedenen  Konvergenz- 
radius.  In  diesem  Falle  ist  aber  fur  die  zugleich  im  Konvergonz- 
fcreise  yon  (1)  und  im  Esistenzbereiche  yon  f(x)  liegenden  PxiTikte  x 
die  Grleichung: 


= 

unmoglich. 

Der  erste  Fall  tritt  z.  B.  ein;  wenn  c  Pol  eines  der  Glieder  Yon 
F(x)  ist1). 

Der  zweite  Fall  Yerwirklicht  sich  unter  gewissen  Uinstanden 
(vgl.  z.  B.  Art.  392),  wenn  c;  ohne  Pol  eines  Grliedes  Yon  F(x)  zu  sein, 
Grrenzstelle  der  Menge  dieser  Pole  ist.  Es  mag  hier  ein  einfaches 
Beispiel  geboten'werden. 

Ist: 


worin  a  >  1   ist;  so  sind  die  Pole  Yon  F(%)  die  Punkk  x  «*  —  \  ; 

•»  a 

sie  liegen  auf  dem  negativen  Teile  der  reellen  Achse  und  haben  den 
Anfangspunkt  zur  Grrenzstelle. 

1)  Ware  es  Pol  mehrerer  Glieder,  so  kQnntc  es  eintreten,  daB  Bich  die 
beziiglichen  Singularitiiten  gegenseitig 
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Die  Ableitungen  von  F(x)  sind: 

00 

F(r}(x]  =  (—  1Y>1  ^  a  r 

W       (     V'& 

folglich  hat  man: 


hr 

a 


h  -  0 


so   daB   die  Funktion  imd  ihre   s'amtlichen  Ableitungen  im  Anfangs- 
punkte  endlich  sind;  ferner  ist: 


a 


r=0  r=0 

Nun.  hat  man  YOU  einem  bestimmten  Werte  von  r  an: 

(4)  ar  >  r2; 

mithin: 

^__ 

und  hieraus: 

lim]/ 

r=  oo 

folgiich  ist  (Art.  113)  der  Konvergenzradius  von  (3)  Null. 

Aus  dem  gegebenen  Beispiele  laBt  sich  unmittelbar  ein  zweites- 
herleiten,  indom  man  in  (2)  a2,  y?  anstatt  a,  x  setzt.  Man  gewinnt 
so  den  arithmetischen  Ausdruck: 


oder  auch: 


+ 


seine  Pole  sind  die  Punkte  x  ==  +  -r- ,  die  auf  der  imaginaren  Achse 

a 

liegen?  in  bezug  auf  den  Anfangspunkt  symmetrisch  sind  und  diesen 
als  Grrenzstelle  besitzen.     Man  hat: 
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mithin: 

00 


-     (1  +  (-  1)-), 

A  =  0  A=0 

.also  : 


mittels  derselben  Erwagungen  wie  friiher  weist  man  nacii7  da6  tlie3so 
Reihe  fax  jeden  Wert  yon  ^  divergent  1st. 

Dieses  Beispiel  ist  noch.  aus  einem  andera  Grestchtspuiikte  be- 
merkensweri  Betrachten  wir  F(x)  als  erne  durcli  (5)  gogehene  reelle 
Funktion  der  reellen  Veranderlicken  x,  so  ist  sie  zugleicli  niit  alien 
ihren  Ableitmigen  fur  jeden  endlichen  Wert  von  x  endlieh  und  st(4ig 
und  dennoch.  fur  x  *=  0  nicht  in  eine  Taylorsche  Reilie  entwickelbar. 
Die  Moglichkeit  eines  solcken  Zusammentreffens;  die  noch  Lugrange 
nicht  zngab,,  wurde  "bereits  von  Caucliy  und  spllter  von  Du  Boys- 
Reymond  ins  recite  Licht  gertickt-,  weshalb  es  stattfinden  kann;  zcigt 
uns  deutlicli  das  soeben  behandelte  Beispiel.  R/ichten  wir  uuser 
Augenmerk  lediglich  auf  die  reellen  "Werte  von  x,  so  werden  wir 
verleitet;  einen  grofien  Teil  seines  Variabilitatsbereiches  zu  voniach- 
lassigen;  und  es  entgelien  uns  so  samtliche  auBerhalb  der  reellen 
Achse  liegenden  Pole  des  arithmetisclien  Ausdrucks.  Gibt  es  daher 
•einen  Punkt  der  reellen  AcKse,  der;  otne  Pol  zu  sein,  QroazHtolle 
unendlich  vieler  komplexer  Pole  ist,  so  konnen  in  diesem  Punkte  der 
arithmetisclie  Ausdruck  und  seine  Ableitungen  endlicli  sein7  wiihrend 
•die  Enirwicklimg  in  eine  Taylorsche  Reihe  in  keiner  (auch  nur  linoaren) 
Umgebnng  desselben  moglich  ist;  rind  der  Qrund  dieser  Tatsaclie  wird 
sicli  tins  nur  dann  offenbaren;  wenn  wir  unser  Augenmork  auf  den 
ganzen  komplexen  Bereich  richten  und  so  gewahr  werden;  daB  jodo 
beliebige  (zweidimensionale)  tlmgebung  dieses  Punktes  Pole 


409.  Durch  eine  kleine  Anderung  des  Ausdruckey  (2)  im  vorigon 
Artikel  konnen  wir  ein  Beispiel  fiir  den  dritten  der  in  diesem  Artikol 
.angefiihrten  Palle  gewinnen. 

Es  sei: 
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worin  wie  frulier  «>list.  Die  Pole  yon  F(x)  sind  wiederum  die 
Punkte  x  =  —  k-  sie  liegen  auf  dem  negativen  Teile  der  reellen 
Aclise  und  liaben  den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle.  Es  ist  dann: 


imd  s  omit: 


(2)  y       JPT(')(0)#r==  /  (—  lYe~°'V- 

/•  =  o     '  /•  =  o 

es  ist  aber: 


also: 


und  die  Keihe  (2)  liat  einen  unendliei.  grofien  Konrergenzradius. 

Es  gibt  aber  keine  Umgebung  des  Anfangspimktes,  in  deren 
samtlichen  Punkten  die  Ausdrucke  (1),  (2)  denselben  Wert  besitzen. 
Man  nehme  namlich  irgend  eine  Umgebung  des  Anfangspunktes,  und 
es  sei  —  a~*  einer  der  in  ihr  enttaltenen  Punkte  —  a"1,  —  a~2, 
—  #~3?  •  •  -.  In  dem  Punkte  —  a~k  wird  (1)  unendlich,  wakrend  (2) 
<len  endlichen  Wert: 


&nrxvnunt;  wahlt  man  daher  beliebig  eine  positive  GrroBe  K  grofier  als 
K  |  ;  so  TaBt  sich  eine  Umgebung  yon  —  a~k  angeben;  in  deren  samt- 
lichen Punkten  der  absolute  Betrag  von  (2)  kleiner  als  I,  der  absolute 
Betrag  von  (1)  aber  groBer  als  I  ist.  Damit  ist  die  Belaauptung  be- 
wiesen. 

Um  uns  von  dieser  Tatsache  Recbenscliaft  zu  geben;  setzen  wir: 


Vivanti,  Thoorie  der  eindoutigen  analytisclien  Funktionen.  31 
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wo: 

CO 

F*  (*)  =2;  (2fe)>  r+  «»*  '      *'s(l*;  = 
1st.     Es  1st  dann: 


,     -  T  =  (-  !)'»•!  cos  in'  =  1(  (-  iy»-!(r-'  +  < 

V"    ^' 


Die  Keihen: 


liaben,  wie  leicht  einzusehen,  den  Konvergenzradius  Null  5   es  fallen 
aber  in  der  Reihe: 


ri  t^^0)  -  W)>"  -  2  r'  J 

r=0  r=0 

diejenigen  Teile  der  Koeffizienten  der  Reihen  (4)  weg,  die  dem  Un- 
endlidaen  zustreben,  so  da8  die  Reihe  selbst  einen  von  Null  Yerschie- 
denen;  ja;  unendlicli  grofien  Konvergenzradius  besitzt.  Andreraoits 
kaben  ebenso  die  Pole  von  F^(x)  wie  diejenigen  von  $\($)  den  An- 
fangspunkt  zur  Grenzstelle;  sie  konnen  sich  aber  nicht  gegonseitig  a/uf- 
neben,  da  sie  verschieden  sind.  Die  Existenz  dieser  Pole  xeigt  uns?  daB 
F(x)  in  keiner  Umgebung  des  Anfangspunktes  in  eine  Taylorsche  Reihe 
entwickelbar  ist?  wahrend  uns  das  gelegentliche  Fortfallen  gewisser 
Glieder  in  den  Koeffizienten  erklart,  wie  es  vorkommen  kann,  daB  die 
dem  Anfangspunkte  entsprechende  Taylorsche  Entwicklung  einen  vou 
Null  verschiedenen  Konvergenzradius  besitzt. 
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Auch  Her  konuen  wir  ein  weiteres  interessantes  Beispiel  ge- 
winnen,  wenn  wir  in  (1)  a*,  #2  anstatt  a,  x  setzen.  Wir  erhalten  so 
den  Ausdruek: 


desseu   Pole  die  Punkte  x  =  ±    ,    sind;  sie  liegen  auf  der  imaginaren 

a1 

Achse   und  liaben  den  Anfangspunkt  zur  Grenzstelle.     Man  erhalt  in 
dieseni  Palle: 

7^0^  ^  e~i^     F@^(ty  =  (—  l}*(2s)\e~a*s ,     J?(2i+1)(0)  =  0; 


diewe  Iteihe  ist  fur  jeden  endliclien  Wert  von  x  konvergent,   aber  es 
gibt  keine  Umgobung  des  Anfaagspunktes,  in  deren  samtlichen  Punkten 
J<\x)  —  qp(ai)  =  0  ware. 
Beachtet  man;  daB: 

9  (0)  =  F(Q)  ,       <p(*  (0)  =  F^  (0) 
ist?   HO  kann  man  weiter  scb.lieBen;   daB  der  aritktnetische  Ausdruck: 


im  Aniangspunkte   zugleich   mit   alien   seinen  Ableitungen  Null   ist7 
ohne  jedoch  identisch  xu  versch.winden. 
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—  (regularew  Verhaltoix  dei)  1 

—  (reziprokc)  114. 


Oattung  (einer  Menge)  3. 
Ganfiscner    Satz 
Algebra)  133. 
Genre  167. 

Grad  (einer  algebraischen  Zahl)  16. 
Grenze  (obere,  untere)  61. 
Grenzexponent  228. 
7uBaminen-   Grenzstelle  2. 
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Hadamardscbe  Funktionen  158. 
Hautungastello  2, 
Hauptteil  119.  128. 
Hemnrungsprinzip  38.  39. 
Ho'be  157.  158. 


Mittelpunkt  (eines  Sternes)  352. 
Mittelwert  75. 

Multiplikation  (der  Mengen)  6. 
—  (der  Ordnungstypen)  29. 

Newtonsche  Formeln  285, 


. . . 

Integral  (emer  Potenzreihe)  86. 
Jenscnsolier  Satz  207. 

Kardinakalil  5 

—  tt  21. 

—  »0  »•  . 

Klasse  (einer  ganzen  Fuuktion)  158. 
Klassen  (von  transfiniten  Zahlen)  37. 
Koutinuum  4. 

Konvergenz  (gleichmafiige)  58. 
Konvergenzboreich  137. 
Konvergenzexponent  228.  229. 
Xonvergenzkreis  61. 
Konvergcnzradms  61. 
KonvergeuxzaWeu  155. 

Laurent s chor  Satz  126. 
Liniou  (Hingulilre)  312. 
Loffaritnmon  (liyperbolisclie  oder  natxir- 

licbe)  94.  90. 
Lfickon  312. 
Lfickoniunktionen  313. 

Machtigkeit  5. 

-  (den  Kontinuums)  17.  18.  20. 

-  -  (erato)  12. 

—  (grdBero,  kleinere)  11.  12. 
Maximaltypus  230. 

Maximum  (einer  Funktion)  62.  101. 
Mengen  1, 

-  (abgescblossene)  4.. 
(abssahlbare)  8. 
(pndlicho)  2. 

(in  sich  dichte)  4. 

—  (iHolierte)  4. 

—  (perfokto)  4. 
-«  (stetige)  4. 

-  (iiberall  dichto)  4. 

—  (uneEdliche)  2. 

-  •  (zusammenhangende)  4. 
M-Entwicklungen  374. 
M-tfunkfcioiaen  374,  375. 
Mmimaltypus  230. 

Minimum  (einer  Fmiktion)  52.  101. 

Mifctag-Lenlerscher  Satz  fiir  Funkiionen 
mifc  tznendlich  vielen  singularen 
Punkten  irgendwelcher  Art  215. 


Ordming  229.  230,  288, 

—  (einer  Nullstelle)  120. 

—  (eines  Poles)  119. 
Ordnungstypus  28. 
Ordmingszahl  29 

—  to  35. 

—  &  38. 
Ordre  229. 

—  apparent  230. 

—  r6el  228. 

Permauenz  der  analytiHchcnBeziehnngen 

111 

Picardsche  Siitze  293. 
Poincar(5soher  Satz  fiir  ganze  Fuixktionen 

269. 

Pole  118. 
Polynome  60. 
Potenz  (einer  Menge)  7. 
Potenzreihen  60. 

—  (gleichsingnlare)  376. 

—  (transformierte)  103. 
Primfaktoren  157. 

Prodnkb  (zweier  analytiscner  Funkfcionen) 
112. 

—  (zweier  Mengen)  6. 

—  (zweier  Ordmmgstypen)  29. 

Pnnkt  (auflerwesentlich  singular er)  118, 

—  (isolierter  singularer)  128. 

—  (nicht  absolut  singularer)  347. 

—  (singularer)  108.  109. 

—  (Vesentlich  singularer)  118. 

Quotient  (zweier  analytiscner  Funktionen) 
114. 

Bang  157.  158. 

Reinen  (eigentlich  divergente)  423. 

—  (einfacb  unbestimmte)  326. 

—  (geordnete)  28. 

—  (w-facb  -unendliche)  365 

—  (summierbare)  326.  328. 

—  (wohlgeordnete)  28. 
Hollescner  Satz  179. 
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Schnitt  (kunstlicher)  339. 

—  (natiirlicher)  341. 
Schwankung  52. 
Stern  352. 

—  (umschriebener)  354. 
Stetigkeit  53. 

—  (Satz  von  der  gleichmafiigen)  54. 
Summe   (einer  divergenten  fteihe)    320. 

328. 

—  (zweier  analytischer  Funktionen)  112. 
— •  (zweier  Mengen)  6. 

—  (zweier  Ordnungstypen)  29. 
Suiomierbarkeitspolygon  333. 

Tangente  (langs  eines  Beruhrungspoly- 
noms)  408. 


Taylorsche  Reihe  100. 
Teilmenge  2. 
Typus  230. 

Umgebung  1. 
Unendhchkeitspunkte  118. 
Unstetigkeitslinien  312. 

Yerbindungsmenge  6. 
Vereinigungsmenge  6. 

"Wachstum  288. 
WeierstraBscher  Hilfssatz  83 
—  Satz  154. 

Zahlen  (transfinite  i  28.  29. 
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Die  Zalileu  geben  die  Soiten  dos  Buehcs  an. 


Abel  117    319.  486.  495. 
Agnola  (dell1)  228.  349.  376. 

484.  502. 
Amigues  484. 
Appell  173.  484. 
Arcais  (d1)  128.  139  484. 
Ar chimed  499. 
Arone  (d1)  312.  484. 
Arzela  83.  484. 
Ascoli  484. 

Bagnera  228.  502. 

Baire  484.  502. 

Barnes  228.  319    484.  502. 

Bassi  174.  228.  484. 

Beckman  484. 

Bendixson  485. 

Bernstein  1.  10.  12,  485. 

Bertini  133. 

Bettazzi  5.  485.  502. 

Betti  154.  485. 

Bianchi  51.  485. 

Biasi  485. 

Biehler  485. 

Biermann  51.  485. 

Bindoni  1    485. 

Boggio  502. 

Bohlmann  489. 


Bois-Reymond    (du)   480. 

485.  492. 

Borel  1.  12.  51.  157.  228. 

230.  293.  294.  301.  305. 

319.  326.  330.  334.  338. 

342.  344.  347.  349.  372. 

373.  374.  375.  376.  385 

395.  396.  410.  485.  486. 

490.  491.  496.  502,  503. 

506.  507. 
Bortolotti  1.  60.   228.  486. 

502. 
Boutroux228.258  270.291. 

486.  502. 

Bucca  212.  349.  480. 
Bukrejef  228.  486.  502. 
Burali-Forti  5.  48G.  487. 
Burkhardt  51    487. 

€antor  5.  6.  8   10.  3i>.  36. 

48.  289.  486.   487.   488. 

489.  491.  493.  499.  500. 

501.  507. 
Capelli  52.  391. 
Casorati  130. 1,31. 174.  212. 

487. 
Cauchy  63.  293.  319.  440. 

441.  458.  480.  501. 


Cayley  312.  487. 
Cazzaniga  173.  "293.   487. 

488. 
Cesaro  95.  124.  136.  1(50. 

163.  174,  229.  232.  245. 

319.  326.  420.  428.  405. 

488. 

Chelini  488. 
Chessin  396.  488. 
Cousin  212.  488. 
Couturat  488.  602. 
Cranz  488. 

Daiwigk  SH,  488. 
Davidoglou  502. 
Dodekind  488.  501.  602. 
Desaint  174. 188.  228.  298. 

376.  396.  488. 
Desaints  349.  488. 
Doscartcs  181.  248. 
Dickstein  488. 
Dienes  396.  502. 
Dillner  488. 
Dini  164.  212.  488. 
Dirichlet  606. 
Diman  1.  488. 

Emch  502. 
EnesWm  488. 
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Miller  132.153. 160. 161.  301. 

328.  400.  493. 
Kvellin  1.  488. 

Faber  340.   376.   396.  488. 

480.  502. 
Fabry   2*28.    334.   347.  376 

306.  410.  440.  480. 
Farkaa  293.  480. 
Fatou  306    502.  503 
FXJdr  319.  503. 
Forsyth  51.  489. 
Fouot  51.  480. 
Fourier  41)8.  500.  602. 
Franel  489. 
Freshet  503. 
Fredholm  312.  340. 371. 480. 

405. 

Kronasel  212.  480. 
Vxidhs  313. 

Galdeauo  480. 
Gal  vain  310.  503. 
Garibaldi  480. 
(JauB  133,   140.  353 
Gavrilovitclx  480.  503. 
(jasMtamga  173.  480. 
Gonocehi  480. 
Gerbaldi  487.  480. 
Gillot  312.  480 
Girot  485. 
GitxdicG  480. 
Gmoincr  503.  506. 
Goxirsat  207.  212.  228.  312 
334-.  340.  480.   405.  503. 
Uuichard  400. 
Ganders  on  1.  490. 
Uutberlet  400. 
Gutsnnor  75.  490. 

Hadamard  63.  67.  158.  228. 

:U9.  334.  349.   376.   385. 

302.  305.  306.   307,  308, 

440.  441.  458.   464.   484. 

486.  48(5.  400.   401.   492. 

4i):j.  407.  400.   501.   503. 
Haxmequin  400. 
Hanni  349.  400.  503. 
Hardy  228    310.  330.  503. 
Harkness  51.  400.  495. 
Harnack  490. 
HaxiBdorff  1.  400.  503. 
FfayaBhi  228.  503. 
lleino  607. 
Hormite  51.  174.  212.  490. 

404.  500, 
Hilbert  349.  351.  400.  507. 


Hill  228.  334.  503.  504, 
Holder  131.  400. 
Hol/miiller  143. 
Homen  312.  401. 
Humbert  504. 
Hurwifcz  51.  174.  376.  392. 
401. 

Illigens  401. 

Jaggi  228.  401.  504. 
Jahraus  396.  504. 
Jensen  67.  207.  228.  480. 

401.  505. 

Joachimescu  319.  491 
Jordan  401. 
Jourdain  E.  B.  504 

„        J    504. 

„        Ph.  E.  B.  504 
Jxirgens  1.  491. 

Kant  488. 

Kerry  491. 

Keyser  1.  401. 

Killing  401. 

KLuyver  310.  349.  491.  504. 

Koch  (von)  228.  334.  491. 

504. 

Ko'nig  306.  491. 
Koteioff  401. 
Kowalewwki  95.  124.  136 

160.  163.  229.  232.  245 

420.  428.  465. 
Kraft   228.  291.  292.  293. 

305.  401. 
Krause  212.  401. 
Krygowski  312.  334.  401. 

Lagrange  480. 
Laguerrel57.174.209  488. 

491.  492.  408. 
Landau  293.  294.  504. 
Laplace  405.  505. 
Laskor  396,  492. 
Laurent  P.  A.  75. 117. 126. 

128.  220.  222.  223.  494 

499. 

Laurent  H.  340.  492. 
Loan   228.    340.   376.  396, 

408.  410,  402.  504. 
Lebcsgue  504. 
Lecornu  396.307.476.477. 

402. 
Lerch  144.  312.  319.  396. 

492.  497. 
Levi  1.  48.  492. 
Levi-Oivita  228.  492. 


Lewicky  402.  493. 
LindolCf  157.  207. 228.  229, 

270.  334.  396.  493.  503, 

50k 

Lindgron  228.  504. 
Lorey  400.  4<)3. 
Loria  493. 
Lugaro  376.  504. 
Liiroth  488.  493. 

Maccaferri  J-93. 

Maillot  1.   210.   228.  21)0, 

293.  :J05.  310.  311.  312. 

310.  40:i.  404.  504.  505, 

506. 

Malmquist  228.  505, 
Marotte  487. 
Marx  174.  494. 
Mattson  505. 
Mellin  228.  404.  505. 
Mdray  396.  404. 
Meyer  A.  67.  404. 
Meyer  F.  404. 
Milesi  404. 
Miihaud  485.  404. 
Mittag-Leif  ler  75. 174. 211, 

212.  213.  215.  216.  221, 

228.  312.  338.  349.  351. 

3542.  372.  37a.  374.  390, 

485.  487.  489.  490.  494, 
495    406.  407.  500.  501, 
503.  504.  505.  506. 

Molk  51    405.  500. 
Montessns  de  Ballore  (de) 

340.  505. 

Morley  51.  490.  495. 
Mortol  340.  505. 
Miiller  484. 

Netto  495. 
Newton  285. 
Niccoletti  174.  495. 

Oldenburg  310.  495. 
Orlando  228.  505. 
Osgood  51.   83.  349.   3U6 
495.  505. 

Fade  319.  405.  496. 
Painlove'  131. 228.  305. 884. 
349.  351.  372   375.  390. 

486.  496. 
Paolis  (de)  496. 
Pascal  173.  406. 

Peano  487.  489.  406.  505, 
Pellet  228.  505. 
Petersentfl.  207.  228/40<n 
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Pctrovitcli  228.  400.  505 
Phragm&i228,349  496.505. 
Picard  173.  293.  294.  305. 

306,  334.  347    485.   490. 

490.497.498.504.506.507. 
Pincherlc  51.  64.  68.   174. 

212.  305.  319.   376.   379. 

385.  392    497.   501.   505. 
Pizzarello  174.  497. 
Poincare  157.  228.269.312. 

313.  317.  318.  319,  325. 

338.  342.  495.  497. 
Poisson  503. 
Pomey  497. 

Pompeiu  334.306.497.505. 
Porter  505. 
Pringsheim  63  75  122.131. 

143.  157.  228,  230.  273. 

396.  410.  411.  432.  497. 

498.  501.  505, 
Pszeborsky  312.  498. 
Puzyna  (von)  51.  158.  349. 

498.  506. 

Eaay  (Janssen  van)  498. 
Eadeltinger  349.  506. 
Be  (del)  506. 
Eemoundos  228.  293.  498. 

505.  506. 
Renattx  349.  498. 
Eiemami  490.  500.  503. 
Eiesz  506. 
Eiquier  498. 

Bolle  179.  180.  182.  185. 
Roy  (le)  319,  327.  396.  498. 

499.  500. 

Eunge  83   349.   350.   351. 

372.  499. 
Russell  1.  499.  506. 


Sohaper  (von)    157.   ifiK. 

228.  229.  230.  293.  499. 
Scheeffer  75.  499. 
Schepp  488.  489.  500, 
Sobering  173.  212.  499. 
Schlomiicb  143. 
Schoenffies  1.  499.  500. 
Schottky  293,  506. 
Schou  228.  499. 
Schroder  10,  143.  499. 
Schwarz  499, 
Seguier  (de)  506. 
Seidel  143. 

Servant  319.  396.  491). 
Seyerini  83.  499.  506. 
Sibirani  506. 
Sigma  228.  506. 
Slcscbensky  499, 
Sparre  (de)  374.  197,  199. 

49D. 
Stackel  173. 174.  312.  396. 

499. 

Stieltjes  312.  390.  500. 
Stolz  396.  500.  503,  506, 
Stormer  228.  506. 
Straufi  506, 

Tannery  J.  51.  143.  495. 

500. 

Tannery  P.  48.  500. 
Taylor  100.  101.  434.  440. 

480.  482.  486.  488.  489. 

490.  492,  493.  494.  495. 

496.  498.  499.  502,  503, 

504, 

Telxeira  312.  500. 
Thomae  51.  500 
Thome  319,  39(5.  500. 
Time  506. 


ThnteluHiko  51,  500. 
Toffolotli  22K.  500. 

Voltmami  500. 

VorwiOHO  491.  W.  500, 

Vincent  499.  r>00, 

Vital!  ail  m  r»oo.  506. 

Vitorbi  21  a.  500. 

Vivauti  1.  3.a7.61.«8,8i), 
131.  174,  22H,  ;jlit.  396, 
487.  497,  500.  f>01. 

Vlock  (van)  (53,  501. 

Volj»i  501. 

Voltorra  ;J4il.  501. 

Waiter  «;j,  501. 

WoieratraB  75.83.114. 130. 
143.  lf>,H.  155,  159.  100. 
167.  m,  174.  551  jj.  2L1 
215,  219,  221,  227.  m 
312.  314.  388,  3f»k  400. 
411,  414.  455.  487.  48H, 
495,  496.  497.  501.  50H, 
504,  506.  507, 

Whitohoad  1.  501.  607. 

Whiitakor  507. 

Wigort  228,  501.  507, 

Wiman  UJ28.  Ii7.'{.  276.  ;MO 
507. 

Witting  17-1,  f»0i. 

Woionoi  :U9.  501, 

Youug  507, 

Xonon  500, 

Zermdo  1.  10,  501.  507, 
ZoecolL  501. 
.ti  ;JD(>.  507, 


Zu  yerbessern: 

S.  293  Z.  3  v,  u.  632b  statt  632ter. 

S,  334  Z.  2  v.  u.  67la  „  571bis. 

S.  349  Z.  14  v.  u.  644  a  „  544bis. 

Z  12  Y.  u.  602 a  „  602biB. 


p.  p. 

Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Matkematiscken, 
dor  Teebniscken  und  Naturwissensekaften  nach  alien  Richtungen  bin 
waiter  auszubauen ,  isi  mein  stetes  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiete  yon  Erfolg  begleitetes 
Benriihen,  wie  xnein  Verlagskatalog  zeigt,  und  ich  hoffe,  dafi  bei  gleicher 
Unterstlitzung  seitens  der  Gelehrten  und  Schulmanner  des  In-  und  Auslandes 
auch  meino  weiteren  Unternelimungen  Lehrenden  und  Lernenden  in  Wissen- 
scliaft  und  Schule  jederzeit  forderlich  sein  werden.  Verlagsanerbieten  ge- 
diegener  Arbeiten  auf  einschlagigem  Gebiete  werden  mir  deshalb,  wenn 
aucli  sehon  gloiche  oder  ahnliche  Werke  iiber  denselben  Gegenstand  in 
rneineni  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternelimungen  macbe  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wissenschaften  zu  Gottingen,  Leipzig, 
Mfinchen  xind  Wien  berausgegebene  Eacyklopadie  der  Mathematiscken 
Wissenscbaften  aufmerksain,  die  in  7  Biinden  die  Arithmetik  und  Algebra, 
die  Analysis,  die  Geometric,  die  Mecbanik,  die  Pliysik,  die  Geodasie  und 
(«eopliysik  und  die  Astronomic  bebandelt  und  in  einem  SchluBband 
historiHche,  philosopMscne  und  didaktiscbe  Fragen  besprechen  wird.  Eine 
ftanzb'sisclLe  Ausgabe,  von  franzosischeu  Mathematikern  besorgt,  hat  zu 
tH'scbeineri  bcgonnon. 

Weitester  Verbreitung  ertreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen  Zeitscliriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Matke- 
matisclieii  Anualen,  die  Bibliotheca  Matliematioa  (Zeitschrift  fur  Ge- 
Buhichta  der  Mathematischen  Wissenschaften),  das  Arohiv  der  Matkematik 
und  Pliysik,  der  Jakresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereim- 
gung,  die  Zeitsohrift  fiir  Mathematik  und  Pliysik  (Organ  far 
angewandte  Mathematik),  die  Zeitsckrift  fiir  matkematiscken  und  natur- 
wissensokaftlioken  Unterrickt,  die  Matkematisck-naturwissensckaft- 
lichen  Blatter,  ferner  Hatur  und  Sckule  (Zeitschrift  ftir  den  gesamten  natur- 
kundlichen  Unterricht  aller  Schulen),  die  G-eograpkiscke  Zeitsckrift  u.  a. 

Seit  1868  veroffentliche  ich:,,Mitteilungen  der  Verlagsbuckkandlung 
B,  G.  Teubner",  Diese  jahrlich  zweimal  erscheinenden  ,,Mitteilungenu,  die 
uaentgeltlich  in  30000  Bxemplaren  sowohl  im  In-  als  auch  im  Auslande 
von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  das  meinem  Yerlage 
Autmerkaamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter  der  Presse  befindlichen 
mid  von  den  vorbereiteten  Unteraehmungen  des  Teubnerschen  ,Verlags  in 
Kenntnis  setzen  und  sind  ebenso  wie  das  bis  auf  die  Jungstzeit  fortgeftihrte 
Ausfiikrlioke  Verzeicknis  des  Verlags  Ton  B.  G.  Teubner  auf  dem 
Oebiete  der  Matkematik,  der  Teoknisoken  und  Katurwissensckaffcen 
nebat  Grenzgebieten,  100,  Ausgabe  [XL VIII  u.  272  S.  gr.  8],  in  alien  Buch- 
handlungen  unentgeltlich  zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter 
Kreuzband  von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  ubersandt. 

PoriartraBe  3,  B,   Gr.  Teubner, 


Yerlag  YOU  B.  O.  Teufoner  in  Leipzig. 

A.l)el,    Si  els  Henrik,    (Euvres  completes.      Nouvelle  edition   publu'o 

sxux  Irais    de    TEtat    Norvegien    par    MM.    L.    ttylow    oi    S.   Lie. 

2  tomes.      4.      1881.     geh  u.   JL    2-1.  ••• 

Tome  premier  ["VIII  u.  621  S.J,  coutcuant  lea  mtfiuoiroa  publics  par  Abel. 

Tome  second  [IV  u.  341  S.],  contenani  lee  momoiren  poHthumes  d'Abol. 

Biermaim,  Dr.  Otto,  Professor  an  cler  k.  k.  Tedhmsolioji  Hochsohuio  -/u 
Brtbm,  Elomente  der  hohereii  Matliematik.  Vorloanngon  /Air 
Vorbereitung  des  Studiums  dor  Differentialrechming,  Algebra  und 
tfunktionentheorie.  [XII  u.  382  S.J  i>r.  8.  1895.  goh.  n.  JL  10.—, 
in  Lein. \vand  gob.  \\.  Jit.  11.  -• 

Theorie    dor    analy tischen    Funktionon,     [X    u.   -151?  H.J 

gr.  8.  1887.  geh.  n.  M.  12.80,  in  Loin  wand  gob.  n.  JL  l-l.-  — 
laxime,  Professor  an  der  Harvard  -  ITnivorsitat  /ai  Oanibiidgc, 
Mass.,  "V.  St.  A.,  iiber  die  Beiheneniwickclungon  dor  Poten- 
tial the  or  ie.  Mit  einem  Vorwori,  von  b'olix  Klein.  Mit  111) 
Figaren  im  Text.  [VIII  u.  258  S.]  gr.  8.  1894.  geh.  n.  ^  8,-  - 
,  Dr.  H.,  Professor  an  der  Univorsitiit  Ztuich,  Knlwioklun^tui 
naclioszillierendenFunlctionen.  BericJit,  or«tatiot  dor  Douisc.hen 
Mathematiker  -V ereinigung.  A.  u.  d.  T.:  Jalaronboric/ht  der 
Deutselaen  Mathematiker -Vereinigung.  X.  Ba.nd.  II.  Heft.  t.  Lief. 
[176  S.]  gr.  8.  1901.  geh.  n.  JtL  5  .  60.  2.  Lioferang,  |S.  177— 400-1 
gr.  8.  1902.  geh.  n.  Jl  7.60.  :*.  Liei'erung.  ( S.  4()t— *7C8.|  gr.  8. 

1903.  geh.  n.   JL   12.40.    4.  Lieferung.     [B.   7G9 — 1072. |    gr.  H. 

1904.  g&h.        H.    jfi.     10. —        LSohltuS-LIoferung  \mtor  dov  ProHHO-l 

Dini ,  Ulisse,  Professor  an  der  Universitilt  Pisa,  (I  r  und  I  a  gen  fill' 
eine  Theorie  der  Funktionen  einor  veriinderlichori  roellen 
GroBe.  Mit  Genehniiguug  des  Verfassers  dentsch  boarboitel  von 
Geh.  Hofrat  Dr.  Jacob  Ltlroth,  Professor  in  Freiburg  i.  B.,  uud 
Adolf  Scliepp,  weiland  Oberleutnant  n.  D.  in  Wiesbaden.  [XVIII 
u.  554  S.]  gr.  8.  1892.  goh.  n.  JL  12  .  — ,  in  Lehiw.  gob.  n.  JL  1 8  . 

Durege,  Dr.  H.,  weiland  Professor  an  der  Univorsitiit  Pru.g,  Thooru4 
der  elliptischen  Funktionen.  Versnch  eiuor  olomeularon  Dar- 
stellmg.  4.  Aufiage.  Mit  32  HolxBohniti-en  im  Text.  |  VIII  u,  3!M  B,  | 
gr.  8.  1887.  geh.  n.  Jt  9. — ,  in  Leinwand  gel).  n.  JL  JO--- 

[Neulbearbeitung  von  L.  Mauror  untor  dor  ProHBO-T 

' Elemente    der    Tlieoric    dor   Punktionon    oinor    koui- 

plexen  yeranderlichen  GroBe.  Mit  bosoudoror  Boriick»ic-hiigung 
der  Sdiopfungen  Eiemanns.  4.  Aufiage.  [X  u.  800  S.|  gr.  8.  181K1 
geh.  n.  JL  6.80,  in  Leinwand  geb.  n.  JL  7 . 80. 

[Neubeai'beitung  von  3J   Mauror  uiiior  dor  rrosao.,1 

Pricie,  Dr.  Robert,  Professor  an  der  Technischen  Hochschulo  zu  Braun- 
schweig, nnd  Cieh.  Regierungsrat  Dr.  Felix  Klein,  Professor  an  dor 
UniversitJit  Gottingen,  Vorlesungen  tiber  die  Theorio  dor 
automorphen  Funktionen.  In  2  Bandtm.  I.  Band:  Die  gruppen- 
theoretischen  Qrundlagen  Mit  192  Pigoreti  im  Text.  [XIV  u, 
634  S.]  gr.  8.  1897.  geh.  u,  JK  22.— 


Fricke,  ])r.  Robert,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  EU  Braun- 
schweig urul  Goh.  Kegieruiigsmit,  Dr.  Felix  Klein,  Professor  an  der 
IJnivmUiiU,  (uittingen,  Vor]esungo.ji  liber  die  Theorie  der 
automorphon  Funktionen.  In  2  Biinden.  II.  Band:  Die 
i'unktionoiitlieoretischen  Ausfuhrnngen  uud  die  Aiiwen- 
dungon.  1,  Hillfte:  Eugore  Theorio  dor  auto  morp  hen  Funk- 
tionen.  Mit  34  Figuren  im  Text.  [282  S.j  gr.  8.  11)01.  geh. 

n.  M  10.— 

Harkness,  JM  Professor  am  College  y.u  Biyn  Mawr,  elliptische 
Funktiontui.  gr.  8.  In  Leinwaud  geb.  U"  votbereitimg1] 

Harnack,  Dr.  Axel,  weiland  Professor  der  Mathematik  am  Polyteeh- 
mlmm  7,u  Dresden,  die  Griindlagen  der  Theorie  des  Jogarith- 
misohon  Potentials  and  der  oindeutigen  Potentialfunk- 
tionoTi  in  der  JWbcne.  [IV  n.  158  S.J  gr.  8.  1887.  geh.  n.  JK  4.20. 

Hensel,  Dr.  Kurt,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universitat  Mar- 
burg a.  L.,  und  Dr.  Georg  Landsberg,  Professor  der  Mathematik  an  der 
UniverwitUt  Breslau,  Theorie  dor  algebraischen  Funktionen 
oinor  Variabolu  und,  ihre  Anwendung  auf  algebraische 
Kurvon  uiid  Abelscho  Integrale.  Mit  yielen  Figuren  im  Text. 
|  XVI  n.  708  y.|  gr.  8.  1902.  In  Leinwaud  geb.  n.  Jd  28.  — 

In  halt:  1.  Toil:  Axtsbroituiig  der  Algobraischen.  Fuiiktionen  auf  der  Kiemannschen 
Ktliotut.  II,  Toll*  Dor  KOrpor  tUgobraischer  Funktionen.  Ill  Teil*  Dio  algebraiscbeu  JDiviaoren 
ttud  dor  Hioiuann-RocliHcho  Sata,  IV  Toil:  Die  algebraischen  Kurven.  oder  Q-e"biIdo,  V.  Teil: 
IHo  IClaHHtnx  algnbraiHohor  Qohildo  VI.  Toil:  Algebraiscke  JRelationen  zwischen.  Abelachen 
lutotfraloMu  AnixaiiK-  Hachregistor. 


Klein,  (ilpiheimor  Rogierungsrat  Dr.  Felix,  Professor  an  der  Universitat 
Ob'ttingoii,  Vorlc«nng(ui  tiber  die  Theorie  der  elliptische 
Mo<hilf\inktionen.  Ausgoarbeitet  und  vervollstandigt  von  Dr. 
Robert  L^ricke,  Professor  an  der  Teehnischen  Hochschule  zu  Brann- 
schvwig.  2  BJlnde.  Mit  Figuren  ini  Text.  gr.  8.  geh.  Jeder  Band  n.  J6.  24  .  — 
:  I.  Band,  Gruudlegung  der  Theorie.  [XX  a.  764  S.]  1890. 
JI.  —  Fortbildung  und  Anwondung  der  Theorie.  [XV 
\i.  7112  S.]  1892. 

liber  Einmanns  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
und  ihrer  Intograle.  Eine  Ergiinzung  der  gew5hnlichen  Darstellung. 
mi  Figuren  im  Text.  [VIII  u.  82  S.J  gr.  8.  1882.  geh.  n.  M.  2.40. 

autographierte  Vorlesungshefte.     4.     geh. 


III.  Ober  <Ue  hypergeometrische  Funktion. 

569  Seiten  (W.-B.  1893'94)  n.  M.  9.— 

V.  Hiemannsche  Flachen. 

Heft  1,  264  Seiten  (W.-S.  1891/92)  )7U,ammen  n    *  12  „ 
H«ft  ^;  262  Seiten  (S.-S.  1892)          f^sammen  n.  ^  12. 

oenigsberger,    Geheimrat    Dr.    Leo,     Professor    an    der    Universitat 

Hoirlolborg,     Vorlesungen  tiber  die  Theorie  der  elliptischen 

Funktionen  nebst  oiner  Kinleitung  in  die  allgenieine  Funktionen- 

lehre,      Mit   62  Holzschnitten   im  Text.      2   Teile.      gr.   8.      1874. 

Reh.  n-  <M-  21.60. 

Kinzeln:    I.  Teil    I VJII  u.  4H1  S.J  n.  M.  14.— 

IT.    _       {YTT  TI.  219  S.'J  n.  Ji  7.60. 


Krazer,  Dr.  Adolf,  Professor  an  der  Tecknischen  Hocbsehule  V,u  Kurls- 
rube,  Lebrbucb  der  Tbetafunkfcionen.  Mit  10  Figunm  im  Toxt. 
[XXIV  u.  512  S.]  gr.8.  1903.  In  Leinwand  gel).  n.  Jt.  iM  . 

Neumann,  QeL.  Hofrat^Dr.  Carl,  Professor  an  der  Univomtiit  LoipKitf, 
Yorlesungen  liber  Riemanns  Theorie  der  Abolsebon  lu- 
tegrale.  2.,  vollstilndig  umgearbeitete  und  wesentlich  vorniohrto 
Auflage.  Mit  zahlreicbon  Hokscbnitten  im  Text  und  1  liiliogr. 
Tafel."  [XIV  u.  472  S.]  gr  8.  1884.  gob.  n.  A  12.-  - 

liber  die  nach  Kreis-,  Kugel-  und  /jylindorfunktionon 

fortschreitenden  Entwieklungen,  untor  dnrcbglingiger  Anwon- 
dung  des  Du  Bois-Reymondscben  Mittelwertsatzes.     |YIil  u.  104  B.| 
gr.  4.      1881.     geb/  n.  </#   7.20. 

Neumann,  Dr.  Franz,  weiland  Professor  der  Physik  und  Mitioralogio 
an  der  Universitat  Konigsberg,  Beitrftgo  xur  Theorio  der 
Kugelfunktionen.  I.  und  IT.  Abteilung.  (hi  1  Band.)  [156  K,| 
gr.  4.  1878.  geh.  n.  A  8.— 

Yorlesiingen  liber  mathematiscbe   Pbysik,  gehalieu  an 

der  Uniyersitat  Konigsberg.    Herausgegeben  von  seinen  Schiilom  in 
zwanglosen  Heften.     YI.  Heft:    Yorlesnngen   iiber  die    Tbeorie 
des    Potentials    und    der    Kugel  funk  lion  en.      Herauwgegobon 
von  Geb.  Hofrat    Dr.  Carl  Neumann,    Professor   der  TVlathematik 
an  der  Universitat  Leipzig.    Mit  Piguren  iin  Text.    [XYT  n.  364  S,| 
gr.  8.     1887.     geh.  n.   jH,   12,™ 

Nielsen,  Dr.  Niels,  Privatdozent  in  Kopenbagen,  Impektor  des  inatho- 
matiscben  Unterricbts  an  den  Gymnasien  Danemarks,  "Handbuch 
der  Tbeorie  der  Zylinderf anktionen.  [XTV  u.  408  B.|  gr.  8. 
1904.  In  Leinwand  geb.  u,  jft  1*1.^ — 

Handbucli    der   Tbeorie    dor   Gammat'unktion.      \X  n. 

326   S.]     gr.  8.     1906.     In  Leinw.  geb. 

Osgood,  W.  P.,  Professor  an  der  Harvard-Universitat,  Cainbridgo,  Mass,, 
Y.  St.  A.,  Lebrbuch  der  Funktionentbeorie.  In  2  BHnclen.  L  Band 
[ca.  480  S.]  gr,  8.  In  Leinwand  geb.  iMrschetot  Kudo  iooft.i 

Pringslieiia,  Dr.  Alfred,  Professor  an  der  UniversitJlt  Mtiriclien,  Yor- 
lesungen iiber  Zahlen-  und  Funktionenlobre,  (Klemontai'ft 
Theorie  der  unendlicben  Algoritbmen  und  der  analytiscbon  Kunk- 
tionen  einer  komplexen  Yer&nderlich.en.)  I.  Band;  Zahlonlohre 
II.  Band:  Funktionenlehre.  gr.8.  In  Leinwand  geb.  iin  Vori)«r«Uun»,'i 

Raiisenberger,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  Mustorscbule  zti  Frankfurt  a.  M,, 
Lebrbucb  der  Tbeorie  der  periodischen  Funktionen  ohi«r 
Yariabeln  mit  einer  endlicben  Anzabl  wesentlicbor  Dis- 
k  kontinuitatspunkte  nebst  einer  Einleitung  in  die  allge- 
meine  Funktionentbeorie.  Mit  Figuren  im  Text.  fYlll  u. 
476  S-1  gr.8.  1884.  geb.  n,  JK  10. 80, 

Riemann,  Bernliard,  *gosamrnelte  matbematiscbo  Werko  und 
wissenscbnftlicber  !S"acbla6.  Herausgegeben  nritor  Mitwirkung  von 
Richard  Dedel'ind  und  Heinrich  Weber.  2.  Auflage,  boarboitet 
von  Heinricb  Weber.  Mit  dem  Bikinis  Riomanns.  [X  u,  558  S.] 
gr.  8.  1892.  geb.  u.  JK  18.- 
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ferke  ^ 
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Noether,   Professor  an-aer-crarverarraru miriangen^  una  ~VY .  vVirtinger, 

Professor  an  der  Universitat  Wien  Mit  9  Figuren  im  Text.  [YIII 
u.  116  S.]  gr.  8.  1902.  geh.  n.  M.  6 . — 
Vorlesungen  iibcr  elliptische  Funktioncn.  Mit  Zu- 


satzen  lierausgegeben  von  Dr.  Hermann   Stahl,    Professor  an  der 

Universitat  Tubingen.    Mit  20  Figuren  im  Text.     [VIII  u.   144  S.] 

gr.  8.      1899.     geh.  •  n.   JL  5.60. 

Rost,   Dr.  Georg,    Professor   an    der-  Universitat   Wtirzburg,    Theorie 

der   Ricmannschen    Thetafunktion.    [IV  u.  66  S.]    gr.  4.   1902. 

geb.  n.  M.   4. — 

Solioeilflies,  Dr.  Arthur,  Professor  der  Mathematik  an  der  Universitat 

Ko'nigsberg    i.    Pr.,    die     Entwickelung    der    Lehre     von     den 

Punktmannigfaltigkeiten.     Mit  Figuren  im  Text.     A.  u.  d.  T.: 

Jaliresbericht  der  Deutscben  Mathematiker-Vereinigung.    "VHI,  2. 

[VI  u.  251   S.]     gr.   8.      1900.     geh.  n.  JL  8.— 

StaM,     Dr.  Hermann,    Professor    der   Mathematik    an    der   Universitat 

Tubingen,   Theorie   dor  Abelschen  Funktionen.      Mit  Figuren 

im  Text,     [X  n.  354  S.]     gr.  8.     1896.     geh.  n.   JL  12. — 

StolZ,Dr.  0.,  Professor  &*  ;1  —  TT  "        "<"'r       "       '         "  ^     "   *    "       "      ' 

Professor  an   de^ 

Funktionentl: 

der   von   den    ^ 

beriicksichtigtei 

methik"   von    ( 

gr.  8.      1905. 
Auch.  in  2  Al 
I  Abteiru 

geb. 

II.  Abteih 
In  Lei3 

Tliomae,  Dr.  J., 

Sammlung  v 

elliptischen 

4.  1905.  ka 
Vivaiiti,  &.,  Prc 

eindeutigen 

wirkung  des  V 

an  der  Universi1 
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1895  gekro-nt 

Wissenschaffcen 

1895.     geh. 

algebr? 

In  Lain  wand 


Carnegie  Institute  of  Technology 

Library 
Pittsburgh,  Pa. 


38  135 


